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Chapitre 11 : Systeme de deux particules

I Notation, définitions
A) Systéme de deux particules dans (R)

Soit (R)=(0.1.].k)
Soient deux particules M, de masse m, et M, de masse m,.

On note :
n=0M,, r,=0M,
. dOM, . dOM,
V= V, =

dt dt

(R) (R)
d’oM,| . d’OM,

a = 2 » 4y = 2

dt dt

(R) (R)

1) Centre d’inertie du systéme de deux particules

G : barycentre — ou centre d’inertie — de masse de {(Ml,ml),(Mz,m2 )} est
défini par :
m=— m, ———
L—OM, + 2 —OM,
m, +m, m, +m,

m,GM, +m,GM, =0 ou OG =

2) Quantité de mouvement du systéme

Définition :
P/(R) = Z?l/(R) + ﬁZ/(R)
=my, +m,v,
dOM, dOM,
=m, 7 +m,
(R) (R)
d - .
= —(mlOMl +m20M21
dt (R)
= dOG 3}
D’ou P/(R) =(m, +m, )7 =(m, +m,)v;
(R)

Donc P coincide avec la quantité de mouvement de G, barycentre du
systeme, affecté de la masse totale m =m, +m,
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3) Moment cinétique du systéme

Soit 4 un point quelconque de I’espace.
Définition :
Moment cinétique en 4 du systeme :

5 — 50 ~5(2)
O 41r)y = Oanr) + O 4/r)

=AM, Amy, + AM , Am,V,
Soit alors A’ un autre point de I’espace. On a :

O 4r) = AM, Amy,+A'M, Am,,

—_—

=A'"Army, + AM, Ampy, + A" A Am,v, + AM, Am,v,

- . D
Donc |G 4y =0 qyry + A" AAP

4) Energie cinétique du systéme

1 1
SR — 5O @ _ 2 2
Définition : |E¢z) = E¢jz) + Ecyry = mvy +—-m,v,

B) Référentiel barycentrique

1) Définition

Le référentiel barycentrique (B*) est défini par :
(B¥) = (G.1,].k)

Ainsi, (B*) est en translation par rapport a (R).

2) Grandeurs cinématiques dans (B%)

n*=GM,, n,*=GM,

. dGM,| 5 x dGM,
dt dt
(B (B*)
. - dA| _dA
Remarque : pour une translation, on a pour tout vecteur A : _l = Z
(R) (B%)

Ainsi :
- d(O—A{;t—O_G'ﬂ _doM,|  doG|

=V, -V
| dt | a |
(R) (R) (R)

(et de méme pour v, *)
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3) Quantité de mouvement du systéme dans (B*)

D% — 0 % =%
Pr*=my, *+m,v,

=m,(V, =V;)+m (v, —V;)

ﬁ_(ml +my)V,

Il
ol

4) Moment cinétique du systéme dans (B*)

Soit 4 un point de I’espace. On a :
— ¥ _ 4.(1)* 4.(2)*
6,=0, +0,

=AM, Am v, *+AM , Am,v, *

Pour un autre point A’ : |G, =G, + A'AA P* =G,
Ainsi, le moment cinétique du systéme est indépendant du point
d’application. Il est noté & *, moment cinétique du systéme dans (B*).

Ona:

Osur) = GM, Ampy, +GM, Am,v,

_—’ v ok o v v X o v
=GM, Ampy, *+GM, Amy, + GM, Am,v, *+GM, Am,v,

=0 *+(mGM,+m,GM,) AV,
=0 par définition de G

~ — %
Donc |Gz =0

1°¢ formule de Koenig :

Soit 4 un point de I’espace. On a :

O 4in) :6'G/(R) +AGAP=06*+AG A (m, +m,)V,

5) Energie cinétique du systéme dans (B*)

Ona:

* ] 1
E. :Emlvl2 *+Em2v22 *
Donc :

1 1
E. ZEmlvf +5m2v§
_1 S w2y L 5ok )2
—Eml(v1 +V;) +Emz(v2 +Vs)

1 - R .o 1 - _ oL
=§m1("12 *+vé +2VG-V1)+E’"2(V22 *+vé +2v;.,)
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* ] 2
— L ok R ARY]
E.=E_. +E(m1 +m,)vg +(my, *+m,v,*)v,
%/—/
=P=h
D’ou la deuxiéme formule de Koenig :

* ] )
E.=E, +§(m1 +m,)v,

I1 Application des théorémes de la dynamique au systéme
A) Présentation du probléme

On suppose (R) galiléen.

Soit M, soumis a F),, (forces extérieures au systéme) et F, ,, notée F, exercée

ext
par M, sur M,.

Soit M, soumis a F,. (forces extérieures au systéme) et F,_, notée F,.

On suppose de plus ici que F“l et 1’:“2 obéissent a la version forte de la loi de
I’action et de la réaction, c'est-d-dire: F, =—F, (version faible, toujours vraie) et

E /MM, .

On suppose enfin que "}71” (= "FZ ") ne dépend que de r avec r =M, M, .

_—

M M ~ —
Ainsi, en notant #, =——= ,onpose F, =F(r), (et F, =—F(r)u,)
1 2

B) Relation fondamentale de la dynamique appliquée a M, et M,.

Dans (R) galiléen :
dv, . dv, -,
ml? :F]+Eext et m2 1 :F2+F26Xl
(R) (R)
. dv dv - -
D’ou, en sommant : m,—| +m,—= =F +F,+F_, +F,,
t dt
(R) (R)
dP
dt ®
dv, dP .
DonC (ml + m2) = = lext + 2ext
dt |, dt
(R)

(Théoréme de la résultant cinétique).
Les forces intérieures n’interviennent pas. C’est comme si G de masse

m=m,+m, étaitsoumisa F,, =F_ +F.

lext 2ext *
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C) Théoréme du moment cinétique

O est fixe dans (R) galiléen.
Le théoreme du moment cinétique appliqué en O a M, dans (R) donne :

de® . L
%0 | _OM A(F +F_)
dt 1 1 lext
(R)
dé? — -
eta M, : —2%{ =OM,A(F,+F,,).
dt
(R)
D’ou:
do, —_— —_— - —_— . — -
7 =OM,AF, . +OM, ANF,  +OM, AF,+OM, AF,_,
(R)
=(OM,—OM)AF,+OM,AF,,,+OM, AF,_,
| ———
MM,
Or, F, /| MM,
do _— .
Donc 7 9l =OM,AF,,+OM, AF,,,
! (R) moment en O des forces extérieures

D) Théoréme de 1’énergie cinétique

Le théoréme de I’énergie cinétique appliqué a M, dans (R) donne :

dECl = = .
g =(F +Fo)v
(R)
eta M, : —=  =(F,+F, )7,
(R)
dE L
Donc < =Flou V) T PV, +ELV + F, L,
dt |
Pt Pt
N [ ~ dM M
P, =-F,y,+F,y,=F,.(v,-v,)=F,—(OM,-0OM,) =F,——2~
dt ®) dt "

Pour un systéme rigide : MM, =cte

—_—

dM M
Donc M\M,.M M, =cte ; 2M1M2.#:0
—  dMM
Donc M\M, J_d—lz.
t

Les forces intérieures ne travaillent pas dans un systéme rigide.
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E) Energie potentielle d’interaction

M, M,
u (M
é’i[:le) ur( 2)
- M M - M, M -
U M))=—"=ctu, (M))=—"2L=-i (M,)
M1M2 M2M1

F, = F(r)ii,(M,)

p

e . * \ gy \
On définit £, (a une constante additive prés) par F(r)= (on suppose F

intégrable)
% *

Ainsi _ Epa oo P~
insi, F, = 7 u.(M,) ou F, = 7 u,(M,)

E, est I’énergie potentielle d’interaction entre les deux particules.
I * Gmm
Par exemple, pour la force gravitationnelle : E, = -—L2
MIMZ
D’aprés le théoreme de 1’énergie cinétique, on a :
dE. =P _dt+ P, dt

int

dM M,
dt
(R)

Donc W, = P, dt = F(r)ii,(M,).d(rii,(M,))
42 —

or, Q) _op 46 _
d d

Donc &W,, = F(r)dr =—dE,

int

*
Donc dE. = P, dt—dE, , soit|d(E. +E, )= W,,|

ext

Pint =ﬁ2‘

Ou alors, d’apres la deuxiéme formule de Koenig :

d(E, +E,)+ d(% mvi)= oW,

U —

xxxxxx

(On retrouve le premier principe de la thermodynamique, en ayant regroupé oW
et 80 sous W)

111 Systéme isolé de deux particules

On reprend les conditions du paragraphe précédent, en considérant que F, ., = F, , =0.
(Ainsi, le systéme est isolé)
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A) Théoréme de la résultante cinétique

Théoréme de la résultant cinétique appliqué au systéme :
dP
dt

= lext +
(R)

dt

=0

2ext

(R)
Donc v, = cte. Donc G décrit un mouvement rectiligne uniforme :
Ve (1) =V (0)

OG(t) = 0G(0) + ¥, (0) x ¢

Donc (B*) est aussi galiléen (lorsque le systéme est isolé)

B) Réduction du probléme a deux corps — mobile fictif

On définit le vecteur position relative de M, par rapporta M, :
r=MM,=GM,-GM, =7, *—r *.
On définit un point M, mobile fictif ou réduit par : M M, =7 = GM

- M,
r
M, - "
G
— — o L m o
Ona: mGM,+m,GM, =0 m (7, *—7)+m,i,*=0 & 7,*= 7
m, +m,
k= = Ty
Et i*=p*—F=—-"2"F
m1+m2

¢ (Quantit¢ de mouvement de M, dans (B*):

" _ dr, * m, di _ mm, dGM|
p>x<(2):mzvz*zm2 2 =m, 2w 1"
dt m +m, dt m +m, dt .
v
m,m, s . .
On pose i =———— : masse réduite/ masse du mobile fictif
m, +m,

Ainsi, P*? s’apparente a la quantité de mouvement de M () dans (B*).
e Moment cinétique barycentrique :

o*=GM, Amy, *+GM, Am,v, *
Or, mv,* =-m,v, * car P*" +P*® =(

Donc 6* = (-GM, +GM2)/\7712\72*=W/\,U‘7 =0 5%

0*=0,,,+ (moment cinétique du mobile fictif dans (B*))

* 1 %2 1 %2 1 %2 %2
*E. :Emlvl +Emzvz =2_ml(m12"1 )+ i (m;v;")
+
:Lluzv2 + ! v’ :luﬂzvz :l,uv2 = E.(M) dans (B*)
2m, 2m, 2 m,m, 2

1/ u
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C) Mouvement du mobile fictif

Relation fondamentale de la dynamique appliquée a M, dans (B*) galiléen :

dP;
d; =F_,=F
(B%)
M, _
A.{' X oM
G
e ) . MM, GM
Pz* =uv et F,=F(r)i, avec r=M M, =GM et i, =——3 _ oM
MM, GM
Donc
dv -
uE = Frii,
dt | g,

Donc M () est soumis a une force F = F(r)ii,, centrale.

Le théoréme des moments cinétiques appliqué au systeéme dans (B*) galiléen en G
fixe dans (B*) donne :

d 6'0 /(B¥)
dt

=M_,(F,, +F,,)=0 (on travaille dans un systéme isolé)
(B%)

Donc 6*=cte=7r A uv
Donc M décrit un mouvement plan, qui obéit a la loi des aires.

Le théoréme de 1’énergie cinétique appliqué au systéme dans (B*) galiléen donne :
dE. =W,

int
* dE
W, =—dE,, avec 7: =—F(r)

* * * 1 ) *
Done d(E, +Ec)=0,0u £, =—puv" +E, (r) =cte

D) Mouvement de M, et M, dans (B*)

~ _ -m, — ~ _ m, —
F*=GM, =—=2GM et i,*=GM, =—-GM avec m=m, +m,
m m

Les trajectoires de M, et M, sont donc homothétiques de la trajectoire de M.

M,(r)€ My M)
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E) Application

On considére un systéme de deux masses M, (m;) et M,(m,) en interaction
gravitationnelle. Par exemple :

M, = Soleil, masse m,

M, = Terre, masse m;,

On suppose le systéme isolé. On note G le centre de masse de {7, S}. On définit le

mobile fictif par GM = SR de masse MU= s On note enfin u, = oM _ 2
my +m; GM ST
S ITx——
X< M u/‘
G

Relation fondamentale de la dynamique appliquée & M (1) dans (B*) galiléen :
) —G(m, +m, )"
ﬂﬂ _F :—GmsmTﬁ _ m, +m; i :—G(ms+mT),uﬁ

dr | g, ST? ’ ST? ' GM* ’
Tout se passe donc comme si M () est soumis a la force gravitationnelle exercée

par G de masse m_ +m, . Donc M décrit une ellipse de foyer G et obéit a la loi des aires.

3
L . a G(m, +m
La troisiéme loi de Kepler donne alors : 7 = %
y4
correctif par rapport au résultat lorsque on fait 1’approximation que le référentiel
héliocentrique est galiléen).

Le mouvement de M, par rapport a M, est le méme que celui de M par rapport a

(m, correspond a un terme

G.

Remarque : si on suppose m, >>m,
(exemple : m, =2,0.10"kg >>m, =6.10*kg))

Alors :

GM, = ! GM , d’ou GM, <<r ou G=M,
m, +m,
%/_J

<<1

m, +m, =m,, d’ou G(m, +m,) = M(m,)

et:
GM, =—""GM , d’ot M = M,
Wll +Wl2
=1
=y, dod M () = M, (m,)
ml +m2
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