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Chapitre 5 : Oscillateur mécanique en régime
forcé

I Equation différentielle du mouvement de I’oscillateur harmonique

amorti en régime sinusoidal forcé
A) Mise en équation

x est I’élongation du ressort =/ -/,

Bilan des forces sur M :

e Tension du ressort T =—k(I—1,)i =—kxi

e Frottement visqueux F, = —ux Virg) = M X %i (O fixedans (R, ))

e Force excitatrice sinusoidale F, = F, cos(Qr)xi

Relation fondamentale de la dynamique appliquée a M dans (R, ) galiléen :
My g = T+Fv +Fe

& mX = —kx — px + F, cos(€2t)

@5&+£3&+£sz6 cos(Q)
m m m
@
2a=£ So-pp=H
On pose m  ou Q m
2 _ k 2 k
W, =— W, =—
m m

F
Ainsi, X+ 22+ @]x=—cos(Qr)
m

Rappel :
A est le coefficient d’amortissement [A] =5
@, est la pulsation propre [@,]=rads™

Q est le facteur de qualité [Q] =1
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B) Analogie électrocinétique

Equation de maille :
Ecos(Qt):Ri+Lﬂ+1 aveci:ﬂ
dt c dt

. R. q E
donc §+—¢g +—— =—cos(Q¢
A e (1)

Electrocinétique | ¢ i L | 1/C| R | E
Meécanique | x v | m k H | F,

C) Solution de I’OHA excité par une force sinusoidale

¥+20+ @) x = L cos(Qt)
m

Solution générale x(f) = SGH + SP
Equation homogeéne = équation différentielle d’un OHA
e Solution générale homogene :

O > 1 :régime pseudo - périodique
O = 1 :régime critique
O < 1 :régime apériodique

= Solution exponentiellement décroissante, 7, =1/ 4 (régime transitoire)

e Solution particuliére : on choisit I’'unique solution particuliére périodique a la

pulsation Q, appelée régime sinusoidal forcé ou régime permanent sinusoidal.
Xpgr = X cos(Q1 + )

= x(t) = Xggy + Xpgr

II Résonance d’élongation
A) Solution du RSF(Q)

On cherche une solution x(¢) = X cos(Qt + @)
Donc E(t) = X/ = Xp/? x e/ = Ke./‘Qt
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. w, . F
xsolution de I'ED & —Q% x +— jQx + @} x = —% e’

F
o0 x+2 jox+arx="¢
0 m
2
ox=fo 1 Rlme)
m .
0 —Q* + 1—(9] +jQ/w°
@ Q
2
@K:M avecyz_
1—)/2+jZ @y
0
Ainsi x(t) = |£ | cos(Qf + ArgX)
F,[(maw}
|- = L)
AT
(l—y)"‘ﬁ
—Arctanly/Q2 siy<l(y=0)
ArgX =-Arg(1-y* +j2) = o
ﬂ'—Arctanly ~ siy>1
-y

B) Résonance d’élongation

Etude de X(Q) ou X(y) (analogue de I’étude deU . (2), tension aux bornes du

condensateur)
F, (ma}) .
X(»)= ——, yeR
i-yf 2
Q2

F
limX(y)=—2%  limX(»)=0
y—0 ma, y—o0

0
Les y tels que X(y) soit un extremum sont exactement les y tels que
2
(1 -y’ )2 + y—2 soit un extremum.
0
)

Ona:

(=0 2(1—y2)(—2y)+§ o y(é—z(l—yz)) -0

S y=0o0uy=_[1-

20 (»=0)

Chapitre 5 : Oscillateur mécanique en régime forcé

Mécanique Page 3 sur 7



e (Casl-

;2 >0(:>Q>1/\/§

y =0 : Minimum relatif (tracer la courbe)

1
= [1- : Maximum de X
y 20 (6))
F
siO>1L X, =0—
ma;
e (Casl-

12 <0 0<1/42
20
y =0 : Maximum de X(y)
X(»)
F

e
2
ma;

e

may

>1/+/2

0<1/\2

Q

[ YO

l-———=1si0>>1 0
ZQ2 0

. . X
Pulsations de coupure définies par X (Q) = —2*

Si O est assez grand : deux solutions Q_ < Q =

Largeur de bande passante = Q, —Q_

111 Résonance de vitesse
A) Solution pour "~ *.

x(t) = X cos(Qt + @)

V2
1
résonance wO 1 - 2 < Q+
20
L et R 0>>1
Qrésonancc Q

= x(t) = QX sin(Qt + @) = QX cos(Qt + o+ 7/ 2)

oux="rVe™ oulV =;QX
Donc V =QX et Argl/ = ArgX +7/2

F
V=QX=—¢ )

% -y )+
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B) Etude de V(y). Résonance de vitesse

Analogue de I’étude de la résonance d’intensité du RLC série
lingV(y):O limV(y)=0
y= y—o

Si ¥ admet un extremum en y, alors V> en admet un aussi en y

2 1 y2
On pose f(y)=V(y) =
(F. l(ma,)) (e 2

P
0?

On a alors :

f'(y)=o@2y(<l—y2>2+§]—y2(2<1—y2>(—2y)+2y/92)=0

2 2
@2y((l—y2)2+§+2a—y2)y2—g 0
e 2y(1-y")(1-y*+2y*)=0
& y=0ouy=1
On a donc un maximum de V() pour Q =@, (y =0 est un minimum)

Done ¥, =V (y=1)=0—
ma,
Pulsations de coupure V' (Q) = V inax
NG
V(Q)Z Vrﬁax y2 QZ
(F, l(ma,))’ B 2F [(mw,))’ < Y
e 0 e 0 (1 _ y2 ) + L

2
)’ =.=0"(1-y") e y=0[-)’|=a(-)") avece =4I

(:)y2+€x7y—1:0 (1/e=¢)

A:E+4
&y %+4
bone v 2 _ 2@ VO
onc y=—=
, 2
‘Ql+ /Q12+4 é+ le+4
y20donc y =—==——+=— ¢ty =—F=
, 2 w, 2
Q, —Q_ 1
———=y.~y.=— (VO
@, o
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14
0>>1
dex = Q 2 2 ]
0
Vmax
V2 0~1

| ! | Q

y 1 A —

a)O

IV _Aspect énergétique
A) Résonance de puissance

Puissance p de la force de frottement :
p=F, -V =—uxv-V=—uxv’=—uxVxcos’(Qt+@+rx/2)

(<0)
(1) =(-)=uxrx ({eos”)=1)

puissance
dissipée

2
. . 1
<Pd> est maximale si } est maximale, soit Q = @, et (Pd >max = E,ux(m;) J o’
0

Polue  _ (Pr)
1+ 4= 2 i 1+Q2(l—y)2
y Yy

<Pd>_

(P)Q=0)=(P,}(Q=40)=0

(PY@_ou@)=2(R),,
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B) Bilan énergétique

Théoréme de 1’énergie mécanique :

1 .2 1 2
gm = gc + gp,élastique = me + 5 IOC

= %mXZQ2 sinz(QH—q))+%kX2 cos’ (Q + @)

(e)=2mx’0® + 1ixt = Loxr( 02+ B |- L (@ 4 o)
4 4 4 m) 4
Théoréme de I’énergie mécanique dans (R, ) galiléen appliqué a M :
de,
o =P, +P;

IR OR
(e.)=cte[ =4mxl@* +at))= (1, ) =p, )=(7)

En régime permanent sinusoidal la force excitatrice fournit a 1’oscillateur une
puissance moyenne égale a la puissance moyenne dissipée par frottement.

V Cas d’une force périodique non sinusoidale

On considére Fe(t) périodique, de période %

Théoreme de Fourier : F, () = Z F,,xcos(nQt +¥,)

n=0

F
Equation différentielle : X + I X+ ﬁ x= ﬁ
m m m

Linéarité de I’équation différentielle : F,, = RSF(nQ) = x,(t) = X, cos(nQt + ¢, +'¥,)

Donc, pour Fe(t), x(t) = f:xn ®

n=0
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