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Chapitre 4 : Oscillateur harmonique

I Oscillateur harmonique a une dimension

A) Définition

On appelle oscillateur harmonique tout systéme physique a un parameétre X (¢) qui

obéit a I’équation différentielle X + @*X =0 (avec @ constant)

Exemple :
e Ressort horizontal
M
IAAANAS
A 0 X
T
0
x=0M =1-I,

I1 obéit a I’équation différentielle m¥ +kx =0 & X + ﬁx =0
m

e Ressort vertical

— CO4=] = mg
Z—Iéq—l N OA_Zc’q_ZO+T

z obéit a I’équation différentielle Z4+—2z =0
m

Petits mouvements autour d’un équilibre stable
e Circuit LC

q0¢
]
i
i
L
u=d o 4o
C dt dt

2

Donci+Ld—§]=0(:>q+LCq=0
c at
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Analogie électromécanique :
Electrocinétique Mécanique

q(t) x(1)
i=q v=Xx

L m (Terme d'inertie)
1/C k

B) Description du mouvement

X+0’X =0
>X(t)=a-e”" +f-e
= Acosw.t + Bsin wt
= Ccos(wt + @)

C est ’amplitude, @ la pulsation, ¢ la phase a I’origine.

C) Aspect énergétique

Ressort horizontal : x(#) = Ccos(w.t + ¢) avec k =’
m

X(t) =—Cwsin(wt + @)
E, = %kx2 = %l’cC2 cos*(wit + @) = %mcza)2 cos’ (@t + @)

E.= %mxz = %mcza)2 sin’ (@1 + @)

E,+E, :%mCZw2

E :lmCza)2

m

/@

(E.) : moyenne de E. sur un nombre entier de périodes.
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1—-cos2(wt + @))

E, = %mcza)2 cos*(wt+ @) = %mCza)z( j et <cos(2(a).t + go))) =0
Done (E, ) = %mczwz x% . ainsi, (E.) = (E,) = ~(E, )

D) Portrait de phase

x(t) = Ccos(—wt— )
{x(t) /@=Csin(—wt— @)
x(t)/ @

C

Ny
N

Portrait de phase : cercles concentriques

I1 Oscillateur périodiqgue amorti (OHA)

A) Equation différentielle de 1’oscillateur périodique amorti
1) Exemple mécanique

Forces :
RLli

P

T=—k(I-1))i=-hx-i

F=—p-V=—p x-i (frottement fluide)

Relation fondamentale de la dynamique appliquée a M :

P+R+T+F =mi,,q,

o . o .k
Projection sur i :mxz—kx—,u-x(:)x+ﬁx+—x=0
m m

On pose ZZ:E; (002:i Q:&:wom
m 24 u

L’équation différentielle devient donc :

¥4+24-%+@jx=0ou i+—-Xx+@jx=0
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2) Exemple électrocinétique

KRR

L

q di ) .. . q . R, 1
—+L—+Ri=0 Lj+R¢g+—=04+—g+—gq=0
c ar T e
C’est donc un oscillateur harmonique amorti avec

R 1 Lw
2:—; [0) :—; = 0

2L” " JILc 0=

Analogie électromécanique :
Electrocinétique Mécanique

q(t) x(t)

i=qg v=Xx
L

1/C k
R u

B) Solutions de ’oscillateur périodique amortie

X424 X+@; X =0
A=41 -4,

1“cas: A>0 (4> (oo,ouQ<%)

n, =—At ¥ -,

X(t)= Ae" + Be™

2M cas: A=0 (ﬂzwo,ouQZ%)
r=-1
X()=e™*(At+B)

3™ cas: A<0 (A< a)o,ouQ>%)
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A=42 - 4@, = -4’

r,=-A%i =-Atiow

X(t) — e—l.t (aXe—iaLt _l_ﬁXeiaLt)
=e " (Acoswt + Bsin ot)
= Ce™ cos(wt + @)

Période T = 2_”
w
Décrément logarithmique ¢ = In _x(t) _
x(t+T)
Pour 0 >>1 (rappel)
AE 27z
E 0

C) Portrait de phase de ’oscillateur périodique amorti

Dépend du régime d’amortissement. Cas du régime pseudo-périodique avec
amortissement faible (Q >>1) :

x(t) = Ae ™™ cos(wit + @)

X(t) =—-A- Ae™ cos(wit + @) — Ae™ x wxsin(wit + @)
= de™" (—Acos(@1 + @) — X sin(@1 + )

O0>1led=AT<<kleo l<w

Donc x(t) = —Awe " sin(wi + )
x(t) = Ae™ cos(wt + @)

{x(t)/ ®=—Ae™ sin(wt + )

Soit P(x;x/@) dans le plan de phase

.\ 2
p,=0P=|x’ +(1j = de™ (4> 0)
w

6, =(i,0P)=—-wt—¢

x/w

AN
Qy x
La trajectoire de phase est une spirale logarithmique. Le centre O du repeére est un
attracteur : quelles que soient les conditions initiales, 1’oscillateur se rapproche de O.
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