
��������	
	�	��
�����	��	�����	

���������������	 	 ����	�	���	�	

	

	

	

����������	�

������
��������
	

ϕ

θ

ρ

	
��	���������	��	�����	�	���
�
	���	���	��������
��	���
������	 �  ! ϕθ� 	�	

��� = 	

� ! ���
�

=θ 	�	����������"	

� ! ���
�

=ϕ 	�	���������"	

!�	���	��	���#������	��	�	���	 ��� �	

ϕ

θ���=θ

���=ϕ
	

$���	������	�	 �  ! ϕθ 			�
���

	! ϕ	
�

	���	��	�%��	&������	���	����	��	'���	�(����������	

��

��
	� =�

	

θ	
�

	�������	��	�
������	!&���	��	����	

ϕ	
�

	�����
	���&���	��	��������� 	&���	�)���"	

*�������	�	

+��	&�������	 θρ 			� �

����
   	����	�����������	�	

θ
θπ −

,

θ

�
�

ρ	
�

�	
�

θ	
�

	

�		

	�	�
���

���

"���"���

"���"���

θθ

θθ

ρθ

ρ

−=

+=
	

�
���������� �
�������	��������

Ce document est mis à disposition selon les termes de la licence
Creative Commons “Attribution – Partage dans les mêmes conditions
4.0 International”. https://www.immae.eu/cours/



��������	
	�	��
�����	��	�����	

���������������	 	 ����	,	���	�	

	

��	�	 �	���
�= 	

����	��	�
���������	
�
��������	�	

�� 	
�	
���

��

"" += 	

ϕθ

ϕρ

ρρ

ϕθθ
ϕθθθθ

θθθθθ

	
	


	

	�

	

	
�	
 �

��

���

����

""���"

""����������"!

"����"!����"���!

+=

++−=

++−=

	

-���	 ϕθ ϕθθ 	
�	
�	
���
 �

���
""���"""" ++= 	

��������	�)��	�����	��������	��	��������
��	���
������	�	

ϕθ

θ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
�

�

�
�

�
�

� �

���
�

����� 	

ϕϕ 
+
ϕ

θ
θ


	
.	�
�������	�)��	�
������	!/	�������	�	 �×π 	

+�������	��	��	�������	��	������	���	�
�������	�	 θ�
 	!��������	��	��	������	

.	�
�������	�)��	���������	�	 θπ ���, �× 	

+�������	��	���������	���������
�	���	��	�
������	�	 ϕθ 
� "��� 		

!����	��	���������	��	'��	�	 ϕθϕθθ 
�

� "����"���! =+ �	

θϕθ
θϕθ


�

�

�



""���

""���-���

,=
=

	

0�����	
�
��������	��	��������
��	���
������	�	

ϕθθ 


��


�
� """���,=×= 	

�1�����	�	

2���	��	��	������	��	������	�	��	��	��(��	���	

,

3

,

3

,

3

,
4"���,""��� �
�

�






πθθπϕθθ

π

θ

π

θ

π

ϕ
==== �� ��� == =

	

	

	

��������	��
��
����	�����������
2�	-
5�������	

��	6��1	
�
��������	
	

7��5���	��5����
������	�)����	 

 	�	

�
�

	
��	�������	��'�����������	��	�������	���	������	�)������	

 "	



��������	
	�	��
�����	��	�����	
���������������	 	 ����	
	���	�	

	

��	�
5����	 ��	&������	������	 �
�

	 ��	���	
�
����	��	 ���5���	�	 �
�

	 ���	 �������� 	

���������������	8	��	���5��� 	��	����	&
��5����	��	9	�����	��	��	����	������	:"	

0������	
�
����	��	���5���	�	




�

	��	 �



 �

��
"�! = 	

6��1	
�
��������	��	�����	 �
�

	8	���&���	 


�

	�	



��

��
 "�!
����

⋅=⋅=φ 	

	

	

,�	6��1	8	���&���	���	���5���	
	

����	���	���5���	��&����	!���	�)������	���	��	�������	5���
�	�	

Γ





	
-
�������	��	
	��	���5����	��5����
�������	 �



�
" "	

�!�! �

��

��

⋅=φ 	

���� ⋅=⋅=



��



�
 �

��

��� �!�!�! �!�!�!
�����

φ 	

	

����	���	���5���	5���
�	�	

�����	���5���	�
5����	��	&�����	���
�����	��	��	&�����	�1�
�����"	+�	&������	

�������	���	�������	�������"		

�
�

�

	

�� ⋅=



�
 

��� �!�!�!
���

φ 	

	

	

$�	��
�����	��	�����	
	

��	���������	���	���5���	
	5���
� 	�
��������	��	&�����	�	���
�����	���	��������	

���	������	 �� 	��	 ���� 	�	

�
�

	

2����	
3

�!
ε

φ �




�
� =
�

	!
	���	�����
�	���	���5���	��	������	

-���	���	����������	��	�(�
���� 	��	��
�����	��	�����	������	�����	��	������	����	

������	��	 �
�

"	
	

	

	

	



��������	
	�	��
�����	��	�����	
���������������	 	 ����	4	���	�	

	

�������
��
 �
���
� ������
���
��!��
2�	��
���������	

	

	
��	���������	��	����	�	��5���	�(���	���	������
	���5������	��	������	���5����	 3σ "	

�  ! ����
��

= 	

;�	�����	�	��	�)������	���	���
�
	���	���	��������
��	����
�������	 ���   	����	��	

������	 �   ! ����
���

"	

	

	

$�	������	��	
�!��

�

	

��	7(�
�����	
	

7���	 �  ! ���� 	��	�����	��	�)������"	

+��	�����	 �  ! ���
��

	��	 �  ! ���
��

	����	���	�����	��	�(�
����"	

-���	 �
�

	���	�����
����	8	 �
�

"	

-���	 ������� �

��
�  !�! = 	

<�&�������	���	�����������	��	���������	 �
�

"	-���	 3=
∂

∂
�

� � 	

-�	�%�� 	 3=
∂

∂
�

� � 	

-���	 ����� �

��
�!�! =  	��	 �!�� � 	���	������"	

	

	

,�	7��5���	��	�����	
	

�





���



��5



���

	

���
 	�	���5���	���
������	����=������	�)����	
	����	��	����	��	���������	 3>� 	

���
 	�	���5���	���
����	��	�(������	���������	8	 �
�

	

��5
 	�	���5���	����=������	�)����	
	����	��	����	��	�>��	 �− "	

��������5��� 



 ++= 	���	���	���5���	5���
�"	

�������� ++==
��������5

�!







 



� φφφφφ
�

	

��	��	�����	�	��	 ��5
 	�	

�� �

�� −=�! 	

�!�!�"!�! �

����

��
 ��

����
−⋅=−⋅=φ 	



��������	
	�	��
�����	��	�����	

���������������	 	 ����	?	���	�	

	

�� 	 �!�!�! ������ ���� −=−= 	

-���	 

��
 � �!−=φ 	

-���	 
��

��� �



�
 �!�!�!
��5

��5
== ��

�
φ 	

-�	�%�� 	 
��� �
 �!�!
���

=
�

φ 	

����	 ���
 	�	

��
�� ⊥

	

3"�!"�! =⋅=⋅= �

����

��
 ��

����
φ 	

-���	 3�!
���

=�


�
φ 	

-���	 
��� �
 �!,�! =
�

φ 	


�� �� 3��� σ== ∩ 	

-��� 	�)�����	��	��
�����	��	�����	�	

3

3�!,
ε

σ 


�� � = 	

-���	
3

3

,
�!

ε
σ

=�� � "	

2���� 	

�
�
�

��
�

�

<
−

>
=

3	��	
,

3	��	
,

�!

3

3

3

3

��

��

�� �

�

�

ε
σ
ε

σ

	

��	�	���	������������
	��	�����	��	3 	
3

3

ε
σ

=∆� 	

	

	

��	������������	����	
	

σ−

σ+

	
-��1	�������	����������	�)����	
	��	���������	��		"	

������	���
������	�	������
	���5������	 3>σ  	������	 
� "σ= 	

������	��5
������	�	������
	���5������	 3<− σ  	������	 �− 	

	

@��
��������	�	

��	�
�����	���	�55���	��	'���	A	���	�������	����	���
���
��	���	���	�����	��5����"	



��������	
	�	��
�����	��	�����	
���������������	 	 ����	B	���	�	

	

	

2���� 	8	�)�1�
�����	���	���1	������� 	 3�!
��

=��  	��	�����	���	���1	 ���
��

3

�!
ε
σ−= "	

�
�

3
��

=�

3
��

=�

	
+�	�����	�

�
	8	�)���
�����	���	���5����	��	�����
	��	��	������	������&�	&���	��	������	

�
����&�"	

��� ������! −=
�

	

-���	

�
�

�
�

�
�

�

∂
∂
∂
∂
∂
∂

−
−
−

=− �

3ε
σ

	

-���	�	��	�
����	���	��	�	��	 ���
"

�! +=
ε

σ �
�� 	8	�)���
�����"	

��	��	����	 ���=� 	8	�)�1�
�����	!��	�%�� 	���	���������
�	
�!��

,C	−
,C	

	
�−

	
��	�	�	 ��� C= 	

��	
�C!

"""
�!�!

333

,,
	


�




	
	
����� 		

�� εε
σ

ε
σ ===−=−= −

− 	

-���	 	
� C3ε= 	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	



��������	
	�	��
�����	��	�����	
���������������	 	 ����	D	���	�	

	

�"�#
���!�������������������$�!���������
�
	

	
	

����������	 ���&������������	

6����	

�,,

,�3

,�
,�

4
�

��

��
�

��

πε
=→ 	

�� ↔ 	

�−↔
34

�

πε
	 �,,

,�

,�
,� �

��

���
�

�� −
=→ 	

�! ,�,�, ����
��

= 	 �! ,�,�,,

,�

�
,�, ����

��

��
��

���
=��

�

�
		



� −
= 	

��� �
��

�
��

��

,

3

��		
4

�!
πε

= 	 ��� �
��

��
��

��

,��		 �!
−= 	!��	����	�����	�
5����	

���	������'������	��	�����E �	

���������	

�� ����−=
�

	 ϕ����−=�
�

"	ϕ 	�	���������	���&����������"	

�

�
��

34
�!

πε
= 	!������	����������	�	��	��	

�

��
�

−=�!ϕ 	!�����	����������	�	��	��	

�������	�����������	

�!���� � = 	 �!��� � ϕ= 	

��
�����	��	�����	

3

�!
ε

φ �




�
� =
�

	 �4!�! ��� �
 πφ −×=
�

	

	

2����������	�	

�����	���&����������	 �!��
�

	��

	���	��	����� 	������
�
�	�����	���	'����	��	������	�	

��	��	��(��	 F�B433=�� "	��	�������	��	�����	&��������	 3µ 	���5����"	

@����	�	 F��3"3 B



4 ,4


3 == �� �� πµ 	

�
�

	
	

��	7(�
�����	
	

7(�
����	���
�����	�	

ϕ 	��	�
����	���	��	�	!����	���	��������
��	���
�������	

��� 	��	

�



��

���
�!�����! =−=−= ϕϕ 	

	

	



��������	
	�	��
�����	��	�����	
���������������	 	 ����	G	���	�	

	

,�	��
�����	��	�����	
	

��	���������	�����	���5���	��	�����	���	������	��	������	�	��	��	��(��	�"	

�
�

�

�




�

	
��
����	��5����
�����	��	���5���	

	������	��	 � ! ��
� ∈ 	�	

�!"�!�! �	

�



 ���

���
== 	



��	

	��

��
 ���� �!"�"!�! =⋅=⋅= ����
φ 	

-���	 ,

� !� !
"4�!�!�! ���

��

�� �

��

�

��

� πφ === ���� 	

	

@����	���
������	8	 � ! ��
 	�	

��� > ��� <
	

7�	 ��� > 	�	

�� ��� == 3




���



4 µπ 	

7�	 ��� < 	�	







3




��� "



4

�

�
�

�
��� == µπ 	

	

��
�����	��	�����	�	

���4�! ���
 πφ −=
�

	

�
��

	���	�	 ��� ≤ 	A	





,

4�!"4
�

��
�

�
����� ππ −= 	

-)�H	



�!
�

�
�

�

���
�� −=  	����	 ��

�

��
��

�

�



�! −=

�
"	

,
���

	���	�	 ��� ≥ 	A	 �� ����� ππ 4�!"4 , −= 	

-���	
,

�!
�

��
�� �

� −=  	����	 �
� 	

�

��
��

��

,
�! −= 	

2���� 	 ��	�����	��
�	8	�)�1�
�����	��	�����	���&����������	 ���������	8	�����	

�)���	�����	����������	 �� 	��	�"	

�∝ ,−∝ �

��

	
!∝ 	�����5��	9	�������������	8	:�	

	

	

	



��������	
	�	��
�����	��	�����	
���������������	 	 ����	�	���	�	

	


�	���������	���&����������	
	


�



�� �

ϕϕ −=⇔−= ����
�

	

-���	

�
�
�

��
�

�

≥+
−

=

≤≤+=

�
�

�

�

�

���
�

��
�

���
�

���
�

	��	�!

3	��	
,

�!

,

�


,

ϕ

ϕ
	

-��� 	���	���������
	�	

,�


,

,
�

�

��
�

�

���

�

�

�

�� +−=+ 	

��	�������	��	����	 3��� =
+∞→

ϕ
�

 	����	 3, =� "	2���� 	
�

�

�

��
�

,



�

−= "	

-���	

�
�
�

��
�

�

≥
−

=

≤≤+−=

�
�

�

�

�

�

�

��
�

��
�

��
�

���

�

��
�

	��	�!

3	��	
,

�

,



�!




,

ϕ

ϕ
	

	

4�	2�������	
���������	
	

$����	��	��(��	�	��	��	������
	&��������	��	������	 3ρ 	���5����"	

3







4 ρπ�� = "	

3ρ
	

�
�

�

�
�

�

�

≥=

≤≤==

��	
�

�
��

��
��

	
�

��
��

�

�

	��	
4

�!

3	��	

4

"
�!

,

3

3

3




3

��

��

πε

ε
ρ

πε 	

��	

�
�
�

��
�

�

≥=

≤≤+−=

��
�

�
��

��
�

��

�

�
��

	��	
4

�!

3	��	
4

"

,

�

4,



�!

3




3

,

3

πε

πεπε
	


