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I Définition
A) Circulation du champ électrique

On considére un champ {E } créé par une distribution de charges.

M/M

Définition :

déplacement infinitésimal dM = MM’

Circulation élémentaire de E associée a dM :
SC=EM)-dM .
Pour un contour 4 B :

E(M)
/% ?
A

Circulation de E sur 4B : C,, (E)= L%Z = J.A”B E(M)-dM .

Analogie mécanique :
W =FM)-dM , W ,(F)= L,BF(M) -dM .

Remarque :

[@Noe)

Chapitre 2 : Potentiel électrique

On parle de circulation pour des champs de vecteurs ; ainsi, un travail est une
circulation, mais pas le contraire, puisqu’on n’utilise le terme de travail que pour une

force.

B) Circulation du champ créé par une charge ponctuelle

1) Circulation élémentaire

—_—

- oM
Up=—"r
M OM
0 dM M
q
On note » =0OM .
Ainsi, E(M)=—1—
47e,r
dM = MM'=d(rii,) = dr.ii, + rdi,
—_—

Lii,

r*

qdr

— — q . —
8C = E(M)-dM = ii, -dM) =
(M) 471'80r2( " ) dre,r’
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2) Potentiel électrostatique

sc=_d%__ d( —4 j = —d(L + ctej = —dV (M)

dre,r’ dre,r 4re,r
V(M) : potentiel électrostatique créé en M par la charge ¢ située en O.
Remarque :

On choisit généralement la constante de sorte que Mlim V(M)=0.
—>too

q

Ainsi, V(M) = .
4re,r

3) Propriétés

oC =—dV.
Donc, pour un contour 4 B :

Crp(B)= [ X = [—dV =~(V(B) =V (4) =V () -V (B).
Pour un contour fermé :
C, (E)= §CE(M) dM =V (A) -V (4)=0

C) Théoréme de superposition
1) Distribution discréte de charges

M.
i M,
X % 3 M
M, 4 g
X M. 3 X q
q, 2%
9, XM
q, "

{a, }ieﬂl,n\] crée en tout point M de I’espace un champ :

E(M)= ZE (M).

Donc :
5C = E(M)-dM = (ZE,. (M)j .t = (E,(M)-an)
Avec V(M) = N (—

dre M .M

Donc 5C=i—dVi =—d(Zn:V,}

i=1 i=1
Le champ électrique £ {5} dérive donc d’un potentiel, a savoir :

n

C q;
V(M)= ;V,-(M) = ;—4%0 I,
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2) Distribution de charges continue

dr(p x
!
(a
(On utilise dz pour un volume élémentaire afin d’éviter les conflits de
notation avec les potentiels)

On considere le champ £ { } créé par V.

5C=EM)-dM = deE -dM = mV—dqu
dg___ p(P)dz(P)

4me,PM  4me,PM

. P)dt(P
Dloi & = dIILpiﬂ;;L).

V(M)
On applique le méme principe pour o, 4 .

Avec V, =

Conclusion :
Le champ {E} dérive d’un potentiel pour toute distribution de charge
(qu’elle soit continue ou discréte)

II Lien entre ~ et V.
A) Gradient d’un champ scalaire

1) Définition

On considére F': &€ — R un champ scalaire.
MisF(M)

On lui associe le champ vectoriel :
grad F , ou VF ("nabla"): M +> grad I défini par dF = grad, F -dM .

On admet que grad,, F' est défini de maniere unique (vu en math).

M am .
F(M')—F(M)=grad, F - MM'

2) Expression dans les différents systémes de coordonnées

e (Cartésien :
OM =xi+yj+zk ; dM =dxi+dy.j+dzk
oF oF oF

dF =—dx+—dy+—dz
ox dy oz

=grad, F-dM = (gﬁMF)X dx + (gﬁMF)y dy + (@MF)Z dz
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OF
ox

s SN
Ainsi, grad,, F|5-

oF
dz

e Cylindriques : M(p,0,z)
OM =pé,+zk ; dM =dpé,+pd6é,+dzk

dF:a—de+a—Fd9+a—Fdz
op 00 oz

——

Et dF = grad,, F - dM = grad,, ), dv + lgrad , F), p.d6+ (grad , F ). d:

oF

. |
Donc grad,, |5+
F
oz
Exemple :
F:Mxy,z)—>y
0
gradMFlzj
0
et grad,, F =a—Fép +a—Flég L
0 26 p 0z
F(M)=y=psiné
D’ou :
— . .. cos@
grad, F =sinf.e, + pe,

=sin @(cosB.i +sinb.j)+cosO(—sinO.i +cosb.))
=(sin’@+cos’ )] =

3) Interprétation géométrique

On considére une surface F =cte = A (c'est-a-dire telle que pour tout point
M de cette surface, F'(M) = cette constante ; on I’appelle une surface de niveau

de F).

Soit M un point de cette surface, M' infiniment voisin de M sur cette
surface.

Alors dF = F(M')—~ F(M)=A-A=0=grad, F - MM’
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Donc grad,, F L MM’

Ainsi, grad,, F est perpendiculaire en M a la surface de niveau.

On prend maintenant deux surfaces de niveau infiniment voisines, F =1 et
F=A+dA,avec dA >0 (représentation en coupe) :
F=41 F=A+dA

Jor
Direction de grad,, F'

Soient M un point de la surface F =4, M' infiniment voisin de M sur la
surface F=A+dA.

Alors :

dF =F(M") - F(M)=dA>0

=grad, F'- MM’

Donc grad,, F' est dirigé vers les croissantes de F.

_—

Enfin, avec I’expression différentielle, on remarque que grad, F' a une

intensité (c'est-a-dire une norme) d’autant plus importante que F est « fortement
croissante ».

B) Lien entre E et V.

0 =EM)-dM

=—dV =—grad,,V -dM
Donc, par unité de la définition du gradient :
E=—gradV
Ou, pour tout point de I’espace : E(M) = —gr—adMV .

C) Topographie du champ électrique
1) Lignes de champ

.
E M]\/I’ E

C’est une courbe tangente en tout point a £ .
Soient M un point de I’espace et M' infiniment voisin de M appartenant a la

ligne de champ passant par M.
Alors E(M)//MM'. Donc E(M)AdM =0. On obtient ainsi une équation
différentielle dont la (les) solution(s) sont les lignes de champ.
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2) Surfaces équipotentielles

Définition : Ce sont les surfaces de niveau de V.
(Les surfaces V(M) =cte)

Exemple :

9

4re,OM

V(M) =cte & OM = cte & M appartient a la sphere de centre O.

Pour une charge ponctuelle, V(M) =

On a E =—grad/ . Donc E est perpendiculaire aux surfaces
équipotentielles, et dirigé vers les potentiels décroissants.

Exemple :

— Lignes de champ

g Surfaces équipotentielles

3) Tube de champ

Contour C

L’ensemble des lignes de champ qui s’appuient sur le contour C forme une
surface, appelée tube de champ.

D) Exemple de calcul de V.

Avec un disque uniformément chargé :

z
M
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2¢, |Z| VR? +zZ°
Calcul de V(M) pour un point M de I’axe (Oz :
Cou = |, EM)-dM =V (0)-V (M)
On choisit pour O M le segment rectiligne de O a M.

VO)-V(M)=[ E.()k-(dzk)=[" ‘27_22( ! ;sz _

H_\/R2+22

Sur I’axe, E(M) = %(i ;Jl; (vu au chapitre précédent)

Pour z>0 :

_ _[* % |¢_ z _ 9 0 [p2r 2
V(0) V(M)_j0 re (1 — szZ‘zg (ZM 0—+/R*>+72, +R)

+z 0

e zZ
(Une primitive de z > ———— est z> VR> +2z°)

VR? +z?
Donc V(M) = V(O)+20?°(1/R2 + 22 —R—ZM)

0

im V(M) =0. Donc V(0) = ‘;OSR (et I/(1\4)=2"7°(1/R2 +2 -z, ))

|
M —>+o0
0 0
Et de méme, pour z quelconque sur (Oz :

V(M) = 2670(\/1{2 +22 —|zM|)

0

SiOM =z, >>R :

2
\/R2+Zj/1 zz\/l+%zzM(l+2R2 J

Zy

2 2
o, R° 0. R

Donc V(M)=—- =
2, 2z,, 4neg,z,,
TR N E.(2)
2¢g,

%
2‘C"O \
\ .

On observe une discontinuité du champ en z=0.

AE = 1im E(M)— lim EM)=22k
2y —0" £

2y —0 0
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Propriété générale :

Distribution E V
Volumique Continu Continu
Surfacique Discontinuité | Continu
Linéique Non définis sur la
Discrete distribution de charge
Exemple: V = 9 pest pas défini pour » =0.

4re,r

E) Symétries de {p} et {r}.

Théoréme (admis) :
{p} et {'} possédent les mémes symétries.

Exemples :
e Invariance par translation de direction 7 :
Le potentiel est indépendant de x ; V' (x, y,z)

E(M)=—grad,, V

=E,(7,2)] +E.(v,2)k
¢ Invariance par rotation d’axe (Oz et d’angle & quelconque :
Le potentiel est indépendantde @ : V(p,8,z)
E(M)=E,(p,2)é, +E_ (p,2)k
e Symétrie sphérique :
Le potentiel est indépendantde €, ¢ : V(r,8,9)

En=-9"¢ = £,

I1I Energie potentielle
A) Energie potentielle électrique d’une charge ponctuelle

Distribution% q
de charges

Une distribution de charges crée un champ électrique {E } et un potentiel {/'} dans
tout I’espace.

On considére une charge ¢ en M soumise a la force de Coulomb :

F,., =qEM)

V—q

M
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Pour un déplacement infinitésimal am
OW =F-dM =qEM)-dM = q(—dV)=—d(qV)
e

Donc la force de Coulomb est conservative, et dérive d’une énergie potentielle :

E,=qV(M)+cte, appelée aussi énergie potentielle de g dans le champ de
potentiel {/'}.

Remarque :

Soit F une force conservative, et £ , I'énergie potentielle dont elle dérive.

oW = F-dM =~dE, = —(grad , E, -dM)

Donc F = —grad, E,

Exemple :

L’énergie potentielle de pesanteur :
E, =mgz+cte

- _ 0E . OJE__ OE . dE .
Donc F =—gradE, =— ap” i— ap” j- ap” k:—d—p”kz—mgk
X )y z 4

(D’ou le terme de "dérive d’une énergie potentielle”" pour une force conservative)

B) Interprétation

%hargé q

M

Travail quasi-statique d’un opérateur pour amener la charge g de M, a M,
(Quasi-statique : a tout instant, la vitesse et 1’accélération sont quasiment nulles)

On a alors :
F.+ FOp =ma=0
Donc F | =—Fy,.

W, =F, -dM =—F,-dM =dE,
= [, 4E, =E,(M,)=E, (M) = q(V(M,) =V (M)
SiV(M,)>V(M,) etqg>0,W, >0
SiV(M,)<V(M,)etqg>0,W, <0
Ainsi, une charge ¢ >0 descend spontanément vers les régions de plus faible
potentiel.
Si M, estal’infini, et M, en un point M :
V chargé

o

W, =qV(M)=V(e))
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Sion choisit £, = gV, nulle a 'infini (possible uniquement pour des distributions

de charge d’extension finie) :
W, =E,(M)=qV(M)

C) Energie potentielle d’un systéme de deux charges

M,
G
9,
M,
F, = F(il—"]z =q,E,(M,)=q, (-grad, V) =—grad, q,V, =—grad, E,
Otl EP — qqu
dme M M,

On retrouve D’expression de 1’énergie potentielle d’interaction d’un systeme de
deux particules isolées.

Travail d’un opérateur pour construire cette distribution, les charges ¢,,q, étant
initialement a I’infini (et infiniment €loignées 1'une de I’autre).

1" étape :

On amene ¢, de I’infini a M. Aucun champ, donc pas de travail. Wo(p” =0

2°™ étape
g, esten M, immobile.

On amene ¢, de 'infinia M, : Wo(pz) =q,V(M,)

9, . .
avec V(M,)=————— :potentiel en M, créé par la charge g, en M,.
M2) dre,M M, P 2 p ge ¢, .
Donc W, =W +w® = N2
op op

®  Ame,MM,
Ep :qZVI(MZ):qIVZ(Ml)

1
:E(Q1V2(M1)+qzV1(M2))
Généralisation a n charges g, en M, :
1 n
Ep :E;qu(Mi)

Ou V(M,) estle potentiel créé par toutes les charges en M,
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