Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence
Creative Commons “Attribution — Partage dans les mémes conditions @ @ @
4.0 International”. https://www.immae.eu/cours/

Chapitre 3 : Régime sinusoidal forcé

I Définitions
A) Régime sinusoidal forcé

Ecos w.tT L
C
I
|

Loi des mailles :

Ecosw.l=l+Lﬂ+Ri aveci:@
C dt

dt
2
Donc E cos w.t :Ld—g+i+Rﬁ
- C dt
q(t) = Solution générale homogene + Solution particuliere
Solution générale homogene : solution qui tend vers 0 de fagon exponentielle avec
une constante de temps 7 qui dépend des caractéristiques des dipdles du circuit (Ici,

L . . .
T= R ). Cette solution correspond donc au régime transitoire.

Solution particuliére : on s’intéresse a 1’'unique solution particuliére périodique,
aprés disparition de tout les transitoires (qui tendent vers 0). On appelle cette solution le
régime sinusoidal forcé (R.S.F.).

Le régime sinusoidal forcé est une solution périodique sinusoidale, avec la méme
pulsation que I’excitation (2nd membre)

q(t) =Qcos(w.t + @)

B) Grandeurs sinusoidales — complexes

Soit x(t) = X cos(w.t + ¢) une grandeur sinusoidale (G.S.).
@ (> 0) est la pulsation de la grandeur sinusoidale (si @ < 0, transformer)

T = 2 est la période, Fouv = % la fréquence.
0
X (>0) est 'amplitude de la grandeur sinusoidale, ¢ la phase a 1’origine, et

w.t+ ¢ laphase a I’instant .

Complexes : on note j une solution de x> =—1 (pour éviter les conflits de notation
avec ’intensité).
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Un nombre complexe est noté z (ouz)=x+ jxy=zXxe’’ avec z= |g| >0 et

p=argze [O;27z[. (remarque : un complexe conjugué est noté z )

[ 2
X =2zCosQ Z=NXT Y

Relation de passage :{ ou

y=zsin@ tangozZ
X
- Y
@ =arctan—six >0
tan¢zl(:> X
* (p:arctanl+7[six<0
X
Propriétés :

REAREES

i

arg(z, Xz,)=argz, +argz, ; argl =-—argz
- — — z

II Notation complexe
A) Représentation complexe d’une grandeur sinusoidale

A une grandeur sinusoidale x(z)= X cos(@w.t+¢@), on associe la grandeur
complexe (G.C.) x(t) = Xe/®*?

Ona:

% x(t) = Xe/(@1+9)

= X cos(wt + @) + jX sin(wt + @)

= X cos(wt + @)+ jX cos(a).(t — 21) + ¢j
@

= x(0) + jxx(t—)
2w

*x(t) = X cos(wt + @)

= Re(x(1))
L’association de x(¢) et x(¢z) est donc unique.
X(l) — Xej(am+¢) — Xej(oejam — Xejan
X : amplitude complexe, contient toute 1’information sur I’amplitude réelle X de

la grandeur sinusoidale et sur la phase a I’origine ¢ (de la grandeur sinusoidale)

B) Propriétés de la notation complexe

1) Linéarité

Pour toutes grandeurs sinusoidales x, y a la pulsation @, pour tous réels
@, constants, ona :

a+fy=ax+pfy
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Démonstration :
ox+ fy = acos(w.t + @)+ fcos(wt+¢@). Cest donc une grandeur
sinusoidale a la pulsation @ . On peut lui associer une grandeur complexe :

ax + By = (aec+ By)(e) + jaee+ By)(t — %)

- a(x(t)+j-x(t—21)j+ﬂ(y(t)+j-y(t—1)j
0] 20

=ax+fy

2) Dérivation

Soit une grandeur sinusoidale x(¢) = X cos(w.f + ¢). La grandeur complexe

associée est x(1) = Xe’“"*?
Ona:
% =—Xwsin(wt + @) =—Xwcos(wt + ¢ — %) = Xwcos(@t + ¢+ g)

C’est donc une grandeur sinusoidale.

On peut lui associer la grandeur complexe :
dx J@r+p+D) I ooy

— = Xawe 2 =we > X' = jwx
dt -

3) Intégration

Soit une grandeur sinusoidale x(¢)= X cos(@.t+¢@). On s’intéresse a

I’unique primitive de x qui est une grandeur sinusoidale (constante d’intégration
nulle) :
PR 1 z
j x(t')dt' = — X sin(@t + @) = — X cos(@t + 9—=)
0 w 0 2
0 J@r+p-2) -5
Donc J.x(z')dt'leel A zle "2 Yo @1+9) z.ix
0 1) 1) jo

C) Application

i(f)

Ecos ax.tT L
C
|
!

q

2
D’apres la loi des mailles, Ecos@t =L % +L 4R dq
t

C dt
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Solution du régime sinusoidal forcé : ¢(¢) = O cos(@w.t + @)
On a donc :

Ee’®" = L(jw)2g+ijg+%
Ee’® = q><(—La)2 +jRa)+%j
Ee’™" = Qe 7 ><(—La)2 + jRa)+%j

Ee’"" = Q'™ x(— Lo’ + jRo+ éj avecQ = Qe’”

E:QX(—L(OZ +ij+%j
E
0= I
~ L@’ + jRo+—
Si E>0:
E
Q:|Q|:

\/(—L(oz +(1;) +(Rw)’

p=argQ= arg E —arg(—L @’ +%+jRa))

—arctanA si — L’ +i >0
L&’ +—
C
R . 1
ﬂ—arctan—wm - L’ +E<0

Lo+t
C

On peut ensuite préciser g(¢) = Q cos(a.t + @)

I1I Dipoles linéaires passifs en régime sinusoidal forcé
A) Impédance complexe d’un dipole linéaire passif
1) Relation entre u et i.

S S

%
u(t)

En régime sinusoidal forcé, toutes les grandeurs électriques sont sinusoidales
a la méme pulsation @ .

Un dipdle linéaire vérifie la relation :

< d'u <, d"i

D a, =C(t)+ )b,

w0 dt w0 dt
a partir d’un certain rang). Pour un dipdle linéaire passif, ona C(¢) =0.

(ou les a, etles b, sont des constantes nulles
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Donc, avec les grandeurs complexes, en régime sinusoidal forcé :

> a,(j)"u() = C(o) + Y b, (j)"i(0)

n=0

S, (j@)"

Soit [u(t) =i(t)x =

>a,(jo)
n=0

%,—/
impédance complexe Z (@)
du dipole

Donc u eti sont proportionnels, de coefficient de proportionnalité¢ Z(@)
L’équation s’écrit aussi :

U=2ZI,avec u=Ue’” et i=Ie’"

(Relation indépendante du temps)

2) Propriétés de I’impédance complexe Z.

Z — Ze.f§0
Z =|Z| impédance du dipdle (en Q).

u =U cos(wt +y) Donc U =Ue"

Donc [:U:Qe

= i(y-9)
zZ Zz

Donc i(t) = %cos((o.t +y—-0)

()

t
wt+y =2kx

—>
olw
i(t) maximum & wt+ W —@ =2kn
2
PR AN
0] w o
u(t) maximum < ot +y =2kxw
@ZZZkz_K
0 w

Donc ¢, de i=¢_, de u +2
(0}

Donc i(¢) atteint son maximum apres u(?) (si ¢ >0)

décalage = P_2 T
w 27

@ est ’avance de phase de la tension sur le courant ; U = [ X Ze’?
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=R+ jX

Z
R =Re(Z) résistance du dipole
X

= Im(Z) réactance du dipdle

3) Admittance complexe

<

U=Zl=1===YU
Z
Y= % : Admittance complexe du dipdle
Z =Ye /?
|}_’ | = % : Admittance du dipdle (en Siemens : S)|.
Y=G+S
G = Re(Y) conductance du dipole
S =Im(Y) susceptance du dipole

B) Impédance complexe de dipoles linéaires usuels

1) Résistance

L
(—
u

Ve, u(t) = Rxi(?)

En régime sinusoidal forcé a la pulsation @, ce sont des grandeurs
sinusoidales. Donc u = R Xi

Z, = R impédance complexe de la résistance (€ R)
Zy =z, =R
=0

1

G=—; X=0; §=0
( 2 )

2) Bobine idéale

W

u

vt, u(t):Lx%. Donc u = LjwXxi
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Z, = joL impedance complexe de la bobine
2, =L

T .
@ = — (tension en avance)

Comportement en haute fréquence @ > +eo :

1Z,| - +e0 ou 1= 50
- A

(équivaut donc a un circuit ouvert)

Comportement en basse fréquence @ > 0
1Z,| 0 0u U=1xZ,|-0

(Equivaut donc a un fil)

3) Condensateur

i

Vvt i(t)=C ><ﬂ

dt

1
Donc i = jCoxu ©u=——1i
jCw
Z,=— ! impédance complexe du condensateur
jCow

2] =ac

V4 .
@ = —— (tension en retard)

Comportement en haute fréquence @ > +oo :
Zc|-0

(équivaut donc a un fil)

Comportement en basse fréquence @+ 0
|Z C| > +oo

(Equivaut donc a un circuit ouvert)
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IV Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé a la pulsation “.
A) Lois de Kirchhoff

u
o

B ——

n
Dans une maille d’un réseau linéaire : d’aprés la loi des mailles, Zu =0
k=1
En régime sinusoidal forcé a la pulsation @, ce sont des grandeurs sinusoidales.

Donc V¢, u,(t) +u, () +...+u, ) =0 U, +U, +..+U, =0 (ot u, =U,e’™)

Soit iﬂ:o

k=1

D’apres la loi des neeuds : Ve, i (¢)+i,(t)+...+1,(£)=0
En régime sinusoidal forcé a la pulsation @ :
vt, ﬁ(t)+i_z(f)+---+in(f) =0

Soit i:]_k=0

k=1

B) Association d’impédances
1) Association en série

. Zl ZZ “=n
o B e I bt I
«—
u, u, u,
u

On a donc un dipdle linéaire d’impedance complexe Z, = ZZ p
k=1
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2) Association en paralléle

On a donc un dipdle linéaire d’impédance complexe telle que 1 = L
Zk

o k=l

ou d’admittance complexe Y, = Z Y, (d’apres la loi des nceuds)
k=1

3) Diviseur de tension et de courant

I~.
~

. YZ
I, =——
2 Y+,

xi

C) Théoréme de Millman
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D’apres la loi des neeuds, Zik =0

et Vk

Donc

et

=uAkn =

k=1
Vi TV =2 X0,

n VAk n
o v, Y
n Vy ~Vy 1 = Z, :li_k
) W AR W LU E MR S
7 Z 1
k=1 k k=1 k k= - Y
- - k
k=1 é k=1
Variante avec un courant :
n n n VN
Loidesneeuds: D [, =0 [+ [, =0 [+, — =0
k=l T k=27 o= 4
n VAL
I+) —
- i=2 é

=2t

+Zn:VA‘ Zn:1 0
—_— -y - =
— izzé _Nizzé

D) Générateur sinusoidal

1) Générateur de tension sinusoidale idéale

e(?)

i(?) ( )

v

v(t) = e(t) = E cos(aw.t + ), indépendant de i(z).
e(?) est la force €électromotrice de la source de tension sinusoidale.

V= e = Eel@y)

= Ee’*" avec E = Ee’”

E est I’amplitude complexe de la fém de la source.

E
()
o/

ou

E
N
_/

2) Générateur de courant sinusoidal idéal

i(f) C
w(t)

i(t)= j(t) = J cos(wt + V), indépendant de v().

Jj(?) est le courant électromoteur ou courant de court-circuit.
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=j=Je./V/e.lwt =le‘lwt

i
J est I’amplitude complexe du courant de court-circuit.

@Jou @J

3) Générateur sinusoidal réel

I Géné’rateur
réel
%
14
V=E-ZI

Modélisation (représentation de Thévenin)

E

5 VA

#_@7 —
—_—

14
E : fém du générateur
Z : impédance interne du générateur
V:E—Zl@l:ﬂ:g_z
- Z Z Z

7

Représentation de Norton :
J

V Résonance d’intensité du R.L.C série

i(1)

e(t) /I\ R L uL
C
|
|

e(t)y=Ecos(wt); i(t)=1cos(wt+y)

Chapitre 3 : Régime sinusoidal forcé
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e(t)y=Ee™" (E=E)
l(t) — Iej(azm—y/) — [ejz//ejazt :[ejam

D’apres la loi des mailles :

E:E:UR+UL+UC:R£+ja)Lx£+;£:£ R+ij+;
— — — fawC i wC

J J
E .
Donc [ = - Y En considérant que £ >0 :
R+ j((oL - j
oC
E

=l(w)

I=|1=

1 2
\/R2+(a)L—j
oC
y = arg [ (avance de phase de i sur u)
1
=arg(E)—argl R+ j| oL ———

g(E) g( J( a)CD

1

oL ———
= (0 —arctan
1
———aL
= arctan 28
R
e FEtude de /(@) :
2
I(w) est maximum si R>+ (a)L - Lj est minimum, c'est-a-dire wL———=0
wC wC

ouw= 1/% = @, (pulsation propre du circuit R,L,C)

1. =I1(w,)=—. Ainsi, 'impédance de 1’association du condensateur et de la bobine

max

s’annule.
En basse fréquence (w i 0) : I(@w)+— 0 (a cause du condensateur)

En haute fréquence (@ > +o0) : I(w)+— 0 (a cause de la bobine)
()

g b w

On a donc une résonance d’intensité en @ = @,
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e Pulsation de coupure a -3dB :

max

V2

On cherche les deux pulsations pour lesquelles /(@) =

Ona:
I
()= < £ = £

v2 \/RZ +(wL—w1Cj2 &2
=N (wL—éJZ =R?

= a)L—L=8R avec € ==*1
wC

(:»La)z—Ra)e—l:O
C

A=R282+4£=R2+4£>0
C C

Rgi,/R2+4£
C

Donc w=

2L
@ >0 Donc
—R+JR2+4£ R+1/R2+4£
(01= C et a)zz—c
2L 2L

On remarque que ®,®, = @,
w, est donc la moyenne géométrique de @, et @, (au milieu sur un graphique en échelle
logarithmique)

1
Bande passante = {a),l(a)) > ﬂ} = [a)1 , a)z]

V2

Longueur de bande passante = Aw =@, —®, = %

, Aw 1
Facteur de qualité : Ao = R__R ®, =—. Donc |— = —
L La, 0 o, ¢Q

La résonance est d’autant plus aigue/marquée que Q est grand (pour Q > 1)

e FEtude de y(w)
L — wL
v(w) = arctaanT

En basse fréquence : lin%l// = % (u en retard de % par rapport a 7)

(Ona |ZR + ZL| << |ZC| car |ZC| > +o0, ¢’est donc comme si on a un condensateur seul)
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En haute fréquence, lim y = —% (i en retard de % par rapport a u)

(Idem que précédemment pour la bobine)
A la résonance, ¥ (w,) = arctan(0)=0. Donc i et u sont en phase. L’association des

dipoles correspond a la résistance seule.

v(w)= arctan(%j = % (e=-1)

v(w,)= arctan(ﬂj
R

o(@)

—% (e=1)

VI Résonance de tension aux bornes du condensateur

i(7)
E cos(w.t)T R

(E>0)
u-(t) =U_, cos(wt+ @)

— jor - o
u. =U.e’™ avecU, =U_ e

Chapitre 3 : Régime sinusoidal forcé
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Diviseur de tension :

Ex—
_p L joC  _ E
= Zy+Z,+Z¢ R+ij+1 1-LC@&* + jRCw
J
’ Lo
Onposea)o—%; x=% 0 RO
UC_| |: zE; 2,2, 2
— JU-LC@*)* +R*C*w
2 2 2
1
LC(OZ w—zzx; chzwz :w—ZXchza)oz :XXﬁ:XX—Z
w, w; L w; (0]
Donc U, = £
(I_X)2+72

( Co j.
—arctan > |Sto< @,
p=argU, =—arg(l- LC®" + jRCw) = @

RCw :
7 —arctan| ————— |10 > &),
1-LCw

e Etude de U.(w)

U.(0)=E (lecourant est nul dans le circuitdoncu, =u, =0doncu, = E)

Upo(+0)=0
Ona:—dUc _ Ve & _ dUc 22

do dc do dx o

au @=0
Donc C-0e ou

do du,.

=0
dx
On cherche U =0
dx

1 1
" EX(= )X (201 —x)+E)

dx - 3/2
((l—x)2+xz] }>Ocarx20
0

dUC:O(:)—Z(l—x)+L2:O(:)x:l— >
dx 0 20
1- ! >Oc>Q>—L
2007 T2
. 1 dU, ,
Si O <—=, — ne s’annule pas. On a donc un seul extremumen @=0.
N2 dx
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0 na @
o< 5
. 1 1
Sig>—, x=1-
V2 20°
1
W, =, 1—2Q2 <@,
E 2
U (@) = = avecx, = —
(I—xp)* +-2 °
_ __ VE
1- 12
40
Sig>1:U, =QFE
UL‘
Ok 0>>1
E
0 wiela;o w
B 1
w, =®, 1—2Q2 =),

Q est alors le facteur/coefficient de surtension.

e Pulsation de coupure a -3dB

E @’
U.(x) = ——— avec xz;
0

[ -
( x)+Q2

OF

Ue,. :UC(XR):—I
1- 2
40
1

UC
On cherche les pulsations telles que U (x) = —== (0 >—)
N2 N2

Chapitre 3 : Régime sinusoidal forcé
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Ona:
Uc s 2 1
Uc(x):ﬁ@(l—x) +é:§(1—4Q2)
SRR NN I
S x +(Q2 Dx+(1 2+4Q2

A= (=" o) = o o= el ) >0 car0>

0’ 4 Q' o ¢ 2

gl
2
On suppose x,;,x, >0 (Q assez grand)

O, =W)X, 5 @ =0x, (0 <))

Bande passante = [a)l,wz]

)=0

Donc x, , =

w; — o

Largeur de la bande passante = Aw=w, — o, =
W, + o,
Si O>>1:x, =x, =1 (cest-a-dire @, = @, = @,)
2 2 2
W, —® ) )
Aa)z;z 0 (xz—x1)~_0 A
2w, 2w, 2

et \/K:\/Lzm_%) :l\/4_L -
0 o 0

Donc A—w =~ i
a)O

U

c

OF

E
0

e FEtude de ¢(w) :
o(w) = arg(& ) (Avance de phase de u par rapport a e(¢))
RCw .
W) =—arctan——— (+7 s1W 2 o,
(@) e )
lin(l) o(@)=0; lim ¢(w)=0+7[x]
lim p(@)=—2;  lim p(@) =2 =7 [21]
] 2 oo 2

-, 2

Chapitre 3 : Régime sinusoidal forcé
Electrocinétique Page 17 sur 21



P(ao)

NN

0~1

7 0>>1

VII Puissance en régime sinusoidal forcé
A) Grandeurs efficaces

On considére une grandeur x(#), périodique de période 7 (de moyenne nulle sur un
nombre entier de périodes)

On pose alors X tel que :

to+nT
X2 = <x2(t)>T = j x> (t)dt
ounT fo

ou R
Dans le cas particulier d’une grandeur sinusoidale :

x(t)=Xcos(wt+¢) T= 27
w

1
nT

lT XZT
X2 ==| X%cos’(wt+ @)dt ==— | (cosQat + 2¢) + 1)dt
T! (w1 + @) le( ( P)+1)

2 2
X X
2T 2
X
Donc | Xy =—
ff \/E

Exemple : EDF fournit une tension de 220V efficaces.
Donc U, =220V et U =310V

B) Facteur de puissance

On considére un dipdle linéaire en régime sinusoidal forcé a la pulsation @.
Dipéle linéaire
Lap

.
/) —
u
AB

u,{t)=Ucos(wt) i, =1cos(wt—¢@) (¢ est’avance de phase de u sur i)

P(t)=u ,,(t)xi, () =UI cos(wt)xcos(wt — @) =Ul X % (cos(2w.t — @) + cos @)

Chapitre 3 : Régime sinusoidal forcé
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Donc P(¢) = % cos@+ % Qwt—-¢)

P@)
Ul cos @
gcos -
5 4
o \J Vi V4 !
>
r=r_Z
2 w

On note P,, la puissance moyenne / puissance active du dipdle :
Ul
P, =(P(1)), = ?cosgo =U,1,; cosp

cos @ est ici le facteur de puissance du dipdle.

P . .
= ———"—_ Il faut donc que cos¢ soit le plus grand possible pour que /;

Uy cos@
soit minimal afin de minimiser les pertes Joules.

éff

C) Pour un dipole linéaire passif

U=Z21
Z=17e'"; p=arg(Z), avance de la tension sur le courant.
Z=R+jX

=Zcos@+ jZsing

,soit U =2Zx1.

m

P, =LUlcosp et U|=|z|z
2

1 2 1 2 2

Donc PmZEZXI cosq):zl XZcosQp=RXIg

Ou P, :%YXU2 coqu:%szG:GxUjff

(car Y=—=Ye /"’ =Ycosp— jYsinp=G+ jS)

N[~

Cas particuliers :
Résistance R : P, = Rx 1},
Bobine et condensateur : P, =0 (car R=0:Z = jX)
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D) Puissance et notation complexe

Définition : puissance complexe | P = Eg Xi*
u=Ucos(wt+w); u=Ue' "
i=Icos(wt+y—@); i*=Ie /P

1

Donc Bz%lexej‘” =—Ue'V xIe/ " :ngl*

N | =

Onnote: P=P_+ jP. ou:
P, est la puissance active (partie réelle)
P est la puissance réactive (partie imaginaire)

P=PF + jF, =Uylycos@+ jUyul  sing

Donc

P, =Ugly cos@

B =Uglysing

P, correspond a la puissance consommeée par le dipdle.

Pour un dip6le complexe d’impédance Z :

B:lgxl*:lgxlx£*=ll><12 =Ié2ffZ
2 2 2

Ou,de méme : P=U] Y *
Donc

P, :RXIc'fo :GXUc'fo

P =X XI5 ==-SxUj

Exemples :
RésistanceR: P, =RxI;, P =0
BobineL: P =0 R:La)xlész:LLxUész
w
Condensateur C: P_=0 P = _—1><Iézff =—CoxU,
Cw

P; représente donc la puissance stockée par le dipéle (mesurée en V.A.R : vol
ampere réactifs).

E) Théoréme de Boucherot

Association en série de dipdles linéaires :

=
U, Uy u,
U
1 1 n n 1 n
P=—-UxI*=— ZUk X[*= Y kl*: [
2 2 — o2 =1
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Association en parallele de dipoles linéaires

U
;1 1 L 1

n

*
£=1gxz*=lg(ilkj =Y un*=Yp
2 2 k=1 27— k=1

k=1

Cette relation est donc valable pour n’importe quel réseau.

P, (total) = Z P,
k=1

P.(total) = > P,,
k=1

F) Augmentation du facteur de puissance d’une installation électrique

@’

P =Ul, cosg avec @ =arg(Z). Pour avoir I, le plus petit possible, il faut

Ny

donc avoir cos ¢ le plus grand possible.
Nouvelle installation :

iz

P.=F.(2)+F.(C)=PF,+0=F,
P, =Ugl'y cos @'

P Re(Z")I': Re(Z' ..
Donc cos¢'= —*— = ez )' & — e(T ) (ou Z’ est I’association de C et Z)
Uéffl éff UéffI éff Z
z..

Ona: Z'= J2O — (diviseur de courant)

7 1 1+ jCwZ

—_— + L

jCow

Avec Z =R+ jX, on obtient alors :
R(1-CXw)+ RCXw+ j(X(1-CX®)-R*’Cw) R+ j(X -Ca(X*+R?)

Z'=
- (1-CXw)’ +R*C* @’ (1-CXw)’ +R*C* @’
Ainsi, cos¢@'= R . Pour que cos¢'=1, il faut donc que
JR? +(X —CaxX? +R*)?
R:\/RZ +(X -Ca(X*+R*)* , soit c-— X
o(X* +R?)

T . .
Ainsi, I',; < I ; onamoins de pertes Joule.
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