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Chapitre b : Le symbole X

I Généralités

Définition

Définition :

. n n _ , » ) )
Soit (a1, az,...a,) € C". Onnote ;" a; = a1 +az + -+ ap, N0té AUSST D50y 5y @i OU D1 iy, Ui
Pus généralement, si (a;);e; est une famille de complexes indexée par un ensemble fini I quelconque,
Zie ; a; désigne la « somme des a;, ¢ décrivant I ». (Se donner une famille (a;)ier indexée par I, c’est
se donner pour chaque ¢ € I un complexe a; ; cela correspond & une application de I dans C. Cela peut

servir pour le repérage).
Cette définition est possible parce que + est associative et commutative. Par exemple, on peut définir
aussi | [,c; a; (produit des a;), mais on ne peut pas définir Ajer a; comme étant la différence des a; (dans

quel ordre les prendre ?).

On convient que >}, a; =0, et [[;.a; = 1.

Premiéres propriétés

o Si (a;)ier et (b;)ier sont deux familles indexées par un méme ensemble fini I :
Zaieri:ZamLZbi (51)
el el el

e Si J et J sont deux ensembles finis disjoints, et si (a;);er..s est une famille de complexes indexée

par T u J :

Z ai:Zai—i-Zai (5.2)

elud el e

e Si (a;)er est une famille de complexes indexée par un ensemble fini I, et pour A € C :

Dda; =2 a; (5.3)

iel el

Exemples
Exemple :
e Onavu:y i= w
e Y @2i+3)=2>" i+ 3=nn+1)+3(n+1)=Mm+3)(n+1).
. Z?:O Z-Q _ 7L(7L+1)6(2n+1) )
Démonstration :

Par récurrence :

o C’est vrai pour n = 0.
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¢ Si c’est vrai pour n :

n+1 n

ZiQ:ZiQHnH)z:n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2 -
= 5.4
_ 2+ Tn 6 (n+1)(n +2)(2n +3)

1:
(1) . 7

ce qui achéve la récurrence.

o Y (B2 42— 1) =321 24200 i~ (n+1) =2 (n(2n + 1) 4 2n — 2) = FDOEDER])

IT Sommes « doubles »

On s’intéresse ici au cas Zke i @k lorsque la famille (ar)kex est indexée par une partie finie K de

NxN. Autrement dit, les indices dans la somme sont des couples d’entiers. Pour k = (i, j) € K, ar = a ;)
. N e s R . . .

est noté a; ; ou méme a;;. On s’intéresse donc & une somme du type Z(i,j)eK a;; ou K est une partie

finie de N2,

Un cas particulier simple

K = [1,n] x [1,p]. On note alors :

Z Q.5 = Z Qj,j5, (55)

i,jeK i€[1,n]
j€l1,p]

« somme des a; ; pour ¢ entre 1 et n et j entre 1 et p ». Alors :

Z aij=(arn+ai2+-+ay) +(ag1+az2+---+azy)
(i4)eK

(a1 Fan2+ 0+ any) (5.6)

n P P n
i=1 \j=1 j=1 \i=1

Visualisation :
I 1 2 3

a1 |ai2| a3

21 ag1 | a2 | a3

3 |az1|asz | asgs

Convention habituelle : dans un tableau, a, , est sur la ligne numéro z, la colonne numéro y. Ainsi, faire

Sy (Z?Zl ai,j>, c’est sommer par ligne (et 37_, (3;_, a;;) par colonne)
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Deuxiéme cas particulier

K={(i,j))eNxN,1<i<j<n}.
Jl1l2]3
1
2
3

Z Q5 = Z Qq, 5
(i,5)eK (4,5)
I<i<ji<sn
=(aa1+aio+---+ai,) + (a2 +assz+---+asy,)
+ -+ (an—l,n—l + an—l,n) + Gn,n

£ (&) -&(

i
j=i ‘

1=

Cas général

Remarquons que K est une partie finie de N x N. Il existe donc N € N tel que K < [0, N] x [0, N].

(I’ensemble des points représente K)

ch=i<ZmQ7 (5.8)

(i) i=0 \jeA,;

ou A; ={jeN,(i,j) € K}. Ici, Ag = &, A1 = {2,4}. De méme,

N
Z ai’j = Z Z ai,j s (59)
(i,7)eK j=0 \ieB;
ou B; ={ieN,(i,j) € K}
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ITT Changement de variable

Proposition :
Soit (a;)ier une famille de complexes indexée par un ensemble fini 1. On suppose que J est un autre
ensemble fini, et que ¢ est une bijection de J sur I. Alors >, ,a; = ZJEJ a,(j)- On dit qu’on fait le

changement de variables « i = @(j) ».

Les ¢(j) pour j décrivant J donnent tout les ¢ de I (car ¢ est surjective) et chacun une seule fois
(car @ est injective). Les termes des deux sommes sont donc les mémes & l'ordre prés.

Exemple :

zn] (k+1)*= %1 i2 (5.10)
k=0 i=1

IV Exemples classiques

e minimum :

min(i, j) + )| min(z;j))

1<i<n (1<j<i 1+i<j<n

I
_
n
n
£
R
2
<
A
.
_"_
-
t
il ag
"
:
<
N———

3 i(i+1) D i2 1 (5.11)
= -H'(n—i)): <+z<n+>)
1<i<n 2 1<i<n 2 2
__n(n+ 1)(2n+1) N (n+ Hn(n+1)
12 2
=n(n+1)(2n+1) ! +1
=n(n n 2t
_nn+1)2n+1)
- 6
e Calcul des sommes S, = >/, k¥ ; on sait déja que :
<& SO =n,
i Sl = @
o Sy = n(n+1)6(2n+1)
On a :
i(k L1y Do kP23 k2o 1 =52 +251 4+ (n+1) (5.12)
= S =8y + (n41)? ’
d’ott Sg + 251 + (n+1) = Sy + (n+ 1)%, et ainsi, S; = w De méme,
i(k‘—l—l):ﬁ: 83+3SQ+351+(TL+1) (5 13)
= Sz 4 (n+ 1) ’
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n(n+1)(2n+1) ]

don Sy = "+

" Sy + 4554+ 652 +451 + (n+1)
Z (k+1)*

Sut (n s 1) , (5.14)

donc Sy + 455 + 65> + 451 + (n+ 1) = Sy + (n+ 1)%, soit
483 =(n+D*—nn+1)2n+1) —2n(n+1) — (n+1)
=(n+1)((n+1)°—n@2n+1)—2n-1) (5.15)
=m+1)*((n+1)* = (2n+1)) = (n+ 1)%n?

Sy = ("+1)

Donc . Pour obtenir S; en connaissant les précédents, on fait de la méme facon...

e Produit de sommes :

( > ai) < > bj) =(a1+az+-+ay)(bi+bo+--+bp)
1<isn 1<j<p

= (a1b1 —+ a1b2 —+ -4 albp) —+ (a2b1 —+ agbg 4+ -4 agbp)

+ -+ (anbl + arLbQ + -+ anbp) (516)

aibj
(4.3)e[t,n] x[1,p]

e Produit de deux expressions polynomiales :

( Z aixl> ( Z bjxj>
1<igsn 1<5<p 1<igsn

D aibatt

1<j<p

Z Z ab; 2 (5.17)

O<k<snAtp \ (4,5)€[1,n]x[1,p]
i+j=k

Z Ck.%‘

0<k<n+p

ot Gk = X(ig)ef1n]x[1,p] 4ib;
i+j=k
e Somme de termes en progression arithmétique : on s’intéresse a S,, = ZZ:O ag lorsqu’il existe r tel

1

que Yk € {1,...n},ar = ar—1 + r. A retenir : S,, = nombre de termes x s x somme des extrémes.

Démonstration :
En effet : Vk € {0,...n},ar, = ap + kr, et Vk € {0,...n},ax + an—p = ap + kr + ap + (n — k)r =

ag +ag+nr=ag+ ay.

Sp = a + a1 + -+ ap
! 0 ! (5.18)
Sp = ap + ap-1 + - + ao

Donc 25, = (n+1) x (ag + ap). Donc S, = w

e Somme de termes en progression géométrique : on s’intéresse a S, = ZZ:O ay, lorsqu’il existe ¢ tel
J (n+Dagsig=1
L 7”";1““ sig#1

que Vk € {1,...n},ar = qap_1. A retenir : S, =
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Démonstration :

Le cas ot ¢ = 1 est trivial : S, = >} _gar = >p_y a0 = (n + 1)ag. Sinon, pour g # 1 :

S, = ag + qao + ¢%ap + - - - + ¢"ap, (5.19)
et
4Sn = qag + ¢°ag + ¢°ag + - + ¢"ag = Sp + ans1 — ag (5.20)
—
An 41
Donc (¢ —1)S,, = an11 — ap. Donc S, = a”;rlf;a".
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