Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence |
Creative Commons « Attribution — Partage dans les mémes conditions @ @ @

4.0 International ». https://www.immae.eu/cours/

Chapitre 15 : Champs de vecteurs
sur R’

Définition, rappels Soit 2 un ouvert de R3.
Un champ de vecteurs sur 2 est une application de £ dans R3.

C’est donc une application F': QO — R ou X, Y, Z (appli-
(@,y,2) — (X(2,9,2),Y(2,y,2), Z(z,y,2)
cations coordonnées) sont des applications de Q dans R.

On dira que F est de classe C* lorsque chaque application coordonnée est de classe C*.

Si F est de classe C* (k > 1), on définit :

%(x, Y, z) = (%(m, Y, 2), %(x, Y, 2), ‘;—i(x, v, z)), et de méme pour les dérivées partielles par rapport
a y et z, et pour les dérivées partielles d’ordre supérieur.

On conserve les notations dans la suite du chapitre.

I Divergence d’un champ de classe C!

Si F:Q — R3 est un champ de classe C!, et si M = (x,y, 2) € Q, on appelle divergence de Fen M,
et on note Divy; (F) le réel défini par :
X oY 0z

Divy(F) = = (M) + D+ 5

- (M) (15.1)

Et on note aussi Div(ﬁ) I’application de € dans R qui & M associe DivM(ﬁ).

I1 Rotationnel d’un champ de classe C!

Soit F: @ — R? un champ de classe C1, et soit M = (x,y,2) € Q.

Le rotationnel de F en M , noté Rot M(ﬁ ), est 'unique vecteur de R? tel que :

Vil € R3, Divyy (F A @) = Roty (F) - @, R® étant muni de sa structure euclidienne naturelle.

Cette définition a bien un sens, puisqu’on vérifie immédiatement que 'application 4 — Divy, (F" A W)

est une forme linéaire sur R3.

Expression du rotationnel Posons @ = (a,b,c).

Alors (F A @) = (¢Y — bZ,aZ — cX,bX —aY).

Donc
Divy (F A @) = C%(M) — bg—i(M) + a%(M) - c%(M) + b%(M) — a%/(M) 152,
—a|Zon-Fon| +o|Fon-Zan|+e|Ton-Fan]
Done Rota (F) = (4 (M) = 2£(0), 25 (M) — Z(M), (M) — (1))
On note Rot(F) application de Q dans R qui & M associe Rot (F).
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III. EXPRESSIONS SYMBOLIQUES CHAPITRE 15. CHAMPS DE VECTEURS SUR R?

11T Expressions symboliques

Si on note V (Nabla) le « vecteur » ( Z, fy %) on a symboliquement :

Div(F) =V -F et Rot(F) =V A F
Et aussi, si f: Q — R est de classe C!, on a, toujours symboliquement : graaf = ﬁf.

IV Potentiels scalaires

Soit F un champ de vecteurs sur €, et soit f: Q — R de classe C'.

On dit que F dérive du potentiel scalaire f, ou encore que f est un potentiel scalaire de F lorsque
F = gradf.

Cest-a-dire : VM € Q, F(M) = (ﬁ of ﬂ).

Jx’ 0y’ 0z

Théoréme :
Si F: Q — R3 est de classe C! et dérive d'un potentiel, alors le rotationnel de F est nul. Autrement

dit, si f: Q — R est de classe C*, alors VM € Q,mM(gradf) =0

Démonstration :

s = (2.20,1).

oz’ 0y’ 0z

Donc Rot y (gradf) = (% - ;;—0]; S—OJ; - ;;sz, ;;—afu - ;;—EJ;) = 0 d’aprés le théoréme de Schwarz.

Réciproque (admise) sur un ouvert étoilé Soit © un ouvert étoilé de R, c’est-a-dire tel qu’il

existe My € Q tel que VM € Q, [My, M

/////////Z

Ouvert étoilé Pas un ouvert étoilé

\\\\

Soit F: @ — R® un champ de classe C! dont le rotationnel est nul. Alors F dérive d'un potentiel

scalaire.

V Formules

1. Linéarité : les opérateurs g,r?i, Div et Rot sont linéaires.
2. Composition :
Si f est de classe C? :
Rot(gradf) =0, Dlv(mf) —f —I— L+2 e 2L = Af (Laplacien de f)

oz
Si F est de classe C2 : Div(RotF) = (demonstratlon avec Schwarz)
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CHAPITRE 15. CHAMPS DE VECTEURS SUR R?

V. FORMULES

3. Produits : démonstrations par simple calcul...
Si f, g sont de classe C!, graa(fg) = feradg + ggradf
Si f est de classe C!, et F de classe Cl,ona:
Div(fF) = f Div(F) + (gradf) - F
Rot(fF) = fRot(F) + (gradf) A F

Symboliquement, les formules donnent :
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