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Chapitre 13 : Espace R"
Limite et continuité des fonctions
d’une partie de R? dans R"

Dans tout ce chapitre, n et p sont deux entiers naturels non nuls.

I Normes sur un R-espace vectoriel

Pour ce paragraphe, E désigne un R-ev.

A) Norme (rappels)

Définition :

Une norme sur F, c’est une application N de E dans R, vérifiant :

Vee E,(N(z) =0 = z=0) (13.1)
Vz e E,YAe R, N(\x) = |\|N(z) (13.2)
Va,y € E,N(z+y) < N(x)+ N(y) (13.3)

— p—

11 résulte aisément des propriétés ([13.1), (13.9), (13.3) que si N est une norme sur E, on a :

Vee E,(N(z)=0 < z=0) (13.4)
Vo e E,N(—z) = N(x) (13.5)
Va,y € E,[N(z) = N(y)| < N(z —y) < N(z) + N(y) (13.6)
Vo1, 22,... 2 € E,N(z1 + w2+ -+ 2,) < N(x1) + N(22) + - - + N(xp) (13.7)
Notation :
Une norme quelconque sur E est souvent notée | |.
B) Distance associée & une norme
On suppose que E est muni d’une norme notée || ||. Pour tous z, y de E, on pose :
d(x,y) = lly — | (13.8)

Alors d est une distance sur F, c’est-a-dire que d est une application de ' x E dans R, vérifiant :

Ve,ye E,d(z,y) =0 < z=y (13.9)

Ve,y e E,d(y,z) = d(z,y) (13.10)

Va,y, 2 € B d(z,y) < d(z,y) + d(y, z) (13.11)
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CHAPITRE 13. ESPACE RY
I. NORMES SURIINRYES$PA CHONFINTOREFDES FONCTIONS D’'UNE PARTIE DE R” DANS RN

On dit que d est la distance associée & la norme | |.

C) Exemples de normes sur R".

Pour chaque x de R™, on notera x = (z1, Z2, .. . ).

e L’application | [ définie sur R™ par |z[s = /27 + 23 + - + 22 est une norme sur R™ : c’est la

norme naturelle.

e L’application || [ définie sur R" par |x]o = max;e[i,,] [2i] est aussi une norme sur R™.
En effet, | |« est & valeurs dans R, les propriétés ([13.1]) et () sont évidentes, et pour le () :

Soient x,y € R™.

Pour tout i € [1,n], on a [z; + yi| < i + |yi| < [€]oo + [Yloo, d0U 2+ yloo < [2]0 + [y]oo-

D) Partie bornée, fonction bornée

Soit | || une norme sur E.

e Etant donnée une partie A de E, on dit que A est bornée pour la norme || | lorsqu’il existe M € R

tel que pour tout x de A, on a |z| < M.

e Etant donnée une fonction f a valeurs dans E et définie sur un ensemble quelconque D, on dit que
f est bornée pour la norme | | lorsqu’il existe M € R tel que pour tout z de D, on a ||f(z)| < M,

autrement dit lorsque Im f est une partie bornée de E pour la norme | |.

Soit | || une norme sur E.

Définition :

Pour tout A € E, et tout r € R, on appelle boule ouverte de centre a et de rayon r pour la norme | |
la partie B(a,r) définie par B(a,r) = {z € E, ||l — a| < r}.

Et on appelle boule fermée de centre a et de rayon 7 pour la norme | | la partie B(a,r) définie par

B(a,r)={x € E,|x —a| <r}.

Remarque :
Sir =0, B(a,r) est vide et B(a,r) est réduit a {a} mais si r > 0, B(a,r) n’est pas vide (contient par

exemple a)

Exemple :

Des boules de centre O et de rayon 1 dans R?
1 4
77" 77

7

Pour la norme | |2 Pour la norme ||/ oo
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CHAPITRE 13. ESPACE I’RN
LIMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS D’UNE PARTELEMIERY TR AONSTOPOLOGIE DE RV,

Normes équivalentes

Définition :

Soient N1 et Ny deux normes sur E. On dit que N7 et N sont équivalentes lorsqu’il existe a € Ri tel

que Vo € B, Ni(z) < aNa(x) et be R tel que Yo € E, Na(x) < bNi(x).

Il est évident que cette relation est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur F, c’est-

a-dire qu’elle est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple :

Dans R, les normes | |2 et | |o sont équivalentes.
En effet, pour chaque x = (71, 22,...2,) de R", on a, en posant |z,| = max;e[ nj |4 :
\/37;, N \/n»:cf) Cest-a-dire |2 < |22 < v .

En fait, sur R™, toutes les normes sont équivalentes, ce qui résulte du théoréme :

Théoréme (admis) :

Dans un R-ev de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Proposition :
Soient N7 et No deux normes équivalentes sur F, et soit A une partie de E. Alors A est bornée pour
Ny si et seulement si A est bornée pour Na. (Immédiat)

Par conséquent, dans R"™, le caractere borné est indépendant du choix de la norme.

Proposition :
Si N; et Ny sont deux normes équivalentes sur F, alors toute boule ouverte non vide pour Ny contient

une boule ouverte non vide et de méme centre pour N, et vice-versa.

Démonstration :

Notons Bj(, ) les boules ouvertes pour Ny et Ba(, ) les boules ouvertes pour Ns.
Soit ap > 0 tel que Vx € E, N1(z) < a1 Na(z)
Alors, pour tout a € E et tout r > 0, on a Bs(a, ail) c By(a,r)
(car si Na(z —a) < -, alors Ni(z —a) <7).

Et on peut refaire la méme chose en échangeant 1 et 2.

11 Eléments de topologie de R".

Soit | || une norme sur R™. Toutes les boules considérées sont pour cette norme.

Voisinages d’un point de R".

Soit a un élément de R"™.
On appelle voisinage de a (dans R™) toute partie U de R™ qui contient une boule ouverte non vide

de centre a.
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CHAPITRE 13. ESPACE RY
III. OUVERTS DEIRNTE ET CONTINUITE DES FONCTIONS D’UNE PARTIE DE R” DANS RN

D’apres ’équivalence des normes sur R™, cette définition est indépendante du choix de la norme.

Proposition :

e Toute partie de R™ qui contient un voisinage de a est un voisinage de a (stabilité par extension)
e Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a (stabilité par intersection finie)

e Etant donnés deux éléments distincts a et @’ de R™, on peut toujours trouver un voisinage de a

et un voisinage de a’ qui ne se rencontrent pas (séparation des voisinages)

Démonstration :
e Soit D une partie de R™ contenant un voisinage V' de a.
Comme V est un voisinage de a, il contient une boule ouverte non vide de centre a, par exemple
B(a,e). Alors B(a,e) ¢ V < D, donc D contient une boule ouverte non vide de centre a (& savoir

B(a,¢€)), donc est un voisinage de a.

e Soit (V;)iex une famille de voisinages de a, indexée par K fini.
Notons V = (e Vi-
Pour tout i € K, soit ¢; tel que B(a,e;) < V; (il en existe car V; est un voisinage de a). Alors, pour
€ = minsek &;, on a Vi € K, B(a,¢) < B(a,&;) < V;. (En effet, pour tout i € K, si x € B(a,¢), alors

|z —a| < e, donc |z —a|| <e < ey, soit z € B(a,e;))

Donc B(a, &) € (\;ex Vi- Donc B(a,e) < V, donc V est un voisinage de a.

e Soient a, a’ deux éléments distincts de R™.
Soit € > 0 tel que € < ”";7‘1,“

Alors B(a,e) n B(d,e) = .

En effet, supposons que B(a,¢) n B(d',¢) # .

Soit alors x € B(a,e) n B(d',¢).

Alors |z —al < e soit |a —z| <eet ||z —d|| <e. Donc |a—d| < |la—z|+ ||z —d| <2 ce qui

est impossible car € < M

Pour la suite, on notera V;,(a) 'ensemble des voisinages, dans R™, d’un point a de R".

IIT Ouverts de R".

Définition :

Soit €2 une partie de R™. On dit que 2 est ouverte lorsque € est voisinage de chacun de ses points.

Compte tenu de la définition de voisinage, on a donc aussi I’équivalence :

Q est ouverte <= Va € Q,3e > 0, B(a,e) < Q.

La notion est indépendante du choix de la norme, puisqu’elle ne dépend que de la notion de voisinages.
Exemple :
Les boules ouvertes sont ouvertes :

Soit B(a,e) une boule ouverte.

Soit « € B(a,¢). Donc ||« — a| < . Soit alors u > 0 tel que p < e — |z — al.

Alors B(x, u) < B(a,€). En effet :

Soit y € B(x, ). Alors |ly —z| < p<e— |z —a

MPSI Mathématiques 4
Analyse



CHAPITRE 13. ESPACE I’RN
LIMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS D’UNE PARTIE DE R DANSIR®OUVERTS DE RY.

Donc |y — z| + |z —a|| < e.

Or, [(y—2)+ (x —a)| < |y — x| + ||z —al. Donc ||y —a| < ¢, donc y € B(a, ), d’ott I'inclusion. Donc
B(a,€) est un voisinage de z.

Donc B(a,¢€) est voisinage de chacun de ses points, donc ouverte.

& et R™ sont aussi ouverts.

Proposition :
Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :
Soit (£2;)ier une famille d’ouverts indexée par un ensemble I.

Notons Q = J,c; -

Soit z € . Il existe alors i € I tel que = € ;. Comme ); est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que
B(z,e) < ;. Comme ; < Q, on a donc B(z,e) < Q.

Donc 2 est voisinage de x. C’est valable pour tout = € 2. Donc €2 est ouvert.

Soit maintenant (€););ex une famille d’ouverts indexée par un ensemble K fini.

Notons Q = (), 5 Q.

Soit x € Q. Alors Vi e K, x € ;.

Pour tout ¢ € K, on pose alors ¢; tel que B(x,¢;) < €; (ce qui est possible car les ensemble sont
ouverts)

Posons € = min;e &;. Alors Vi € K, B(z,¢) < B(x,¢;) < ;. Donc B(z,¢e) < .

D’ou le résultat.

Proposition :
Soient n intervalles ouverts I, I, ... I, de R.
Alors le produit cartésien I7 x Iy X - -+ x I, est un ouvert de R".

Une telle partie est appelée un pavé ouvert.

Démonstration :
Soit a = (a1, as,...ay,) un élément de Iy X Iy x -+ x I,.

Alors, pour chaque k entre 1 et n, ay est élément de l'intervalle ouvert Iy, donc il existe g > 0 tel
que lag — ek, ag + ex[< I.

Si on pose € = minge[1,,] €k, alors on a bien € > 0 et la boule ouverte de centre a et de rayon ¢ pour
la norme | | est contenue dans I} x Iy x -+ X I,,.

En effet, soit x € By (a,€) (ol on a noté By (, ) une boule ouverte pour || [«)

Alors |2 — af < €, donc maxyey o |28 — ar| < &, ot & = (21, 22,... 2,).

Donc Yk € [1,n], |z, — ar| < & < ek. Donc Vk € [1,n], zy €lay — ek, ar + k[ k.

Doncxel; x Iy x -+ x I,.

Donc I} x I x --- x I, est un voisinage de a.

Donc I; x I3 x -+ x I,, est ouvert.
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CHAPITRE 13. ESPACE RY
III. OUVERTS DEIRNTE ET CONTINUITE DES FONCTIONS D’UNE PARTIE DE R” DANS RN

Fermés de R"

Soit F' une partie de R™. On dit que F est un fermé lorsque le complémentaire de F' dans R™ est un

ouvert.

Proposition (Exemples) :

e Les boules fermées sont fermées.
e R™ et ¢J sont fermés (et ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées)
e Toute intersection de fermés est un fermé, toute réunion finie de fermés est un fermé.

e Tout produit cartésien de n intervalles fermés de R est un fermé de R™ (qu'on appelle un pavé

fermé de R™).

Démonstration :

e Soit B(a,&) une boule fermée. Notons €2 son complémentaire dans R™.
Ainsi, Q = {z e R", |z — a| > £}.
Soit z € Q. Soit x> 0 tel que p < |z — a —e.
Alors B(z, p) < . En effet, soit y € B(x, u).

Alors |y —af = [[(a —2) = (y —2)| = [la — 2| =y — 2| = lla —z| = |y —=z] >e
(R
<p<|zr—a|—e

Donc y € . Donc € est un voisinage de z. Ce résultat est valable pour tout z, donc {2 est ouvert.
e Les complémentaires de R™ et (J sont respectivement ¢ et R™ qui sont ouverts, donc sont fermés.

Qia

Alors Cgrn () = U,y Crn (€2), donc 2 est une réunion d’ouverts qui est un ouvert. On fait le méme

e Soit (;)ser une famille de fermés indexée par un ensemble I quelconque. Si on note Q =(),;

raisonnement pour une réunion finie de fermés.

e Soient n intervalles fermés Iy, Io, ... I, de R.
Soit € le complémentaire dans R™ de I; x I x -+ x I,,.
Soit « € 2. On note 1, xa, ... x, ses composantes dans R™. L’un au moins des z; est dans Cg(I;),
disons x4 ou ¢ € [1,n]. Pour chaque ¢ € [1,n], on pose ¢; = 1 si z; € I;, et ¢; > 0 tel que
lx; — €i, 2 + £i[c Cr(I;) sinon.
Alors, si on note € = minep ) €, on a B(x,e) < Q.
En effet : Soit y € By(z,€) (olt on a noté By (, ) une boule ouverte pour | ||o).
Montrons que y ¢ Iy x Iy X -+ x I,.
Ona |z —yle <e.
Donc, en notant yi,ys, ...y, les composantes de y dans R”, on a :
Vi e [1,n],|z; — yi| < maxpeqinglor — yx| < € < &. Donc en particulier |z, — y,| < &4, soit
Yq €lTq — €y x4 + €4[c Cr(Iy), c'est-a-dire y, € Cr(Iy).
Donc y ¢ I; x Iy x -+ x I,, c’est-a-dire y € 2. D’ou 'inclusion.
Donc © est un voisinage de x, donc 2 est ouvert (puisque le résultat est valable pour tout z). donc

I; x Iy x --- x I, est fermé.
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CHAPITRE 13. ESPACE I’RN
LIMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS D'UNE PARTIE DE R” DANSIR®OUVERTS DE RY.

Points intérieurs

Soit A une partie de R™.

Définition :

Etant donné a € R”, on dit que a est intérieur & A lorsque A est un voisinage de a, ¢’est-a-dire lorsqu’il
existe € > 0 tel que B(a,e) c A.

L’ensemble des points intérieurs & A est appelé l'intérieur de A, noté A.

Proposition :
Soit A une partie de R™. L’intérieur de A est un ouvert contenu dans A ; et c’est le plus grand, au sens

de linclusion, des ouverts contenus dans A.

Démonstration :
Déja, A est ouvert :

Supposons A non vide (sinon il est bien ouvert).

Soit z € A. Alors A est un voisinage de z, il existe donc € > 0 tel que B(z,¢e) < A.

Alors B(z,e) < A. En effet, B(z,¢) est ouverte, donc est voisinage de chacun de ses points. Donc A
est voisinage de tout les points de B(x,¢) (stabilité par extension), d’ou I'inclusion.

De plus, il est évidemment contenu dans A.

Montrons maintenant que c’est le plus grand :

Soit €2 un ouvert contenu dans A. Soit z € Q. Comme () est ouvert, c’est un voisinage de z. Mais
Q c A. Donc A est un voisinage de . Donc x € A. Done Q = A.

Il résulte en particulier de la proposition que A est ouvert si et seulement si A = A.
Exemple :

Dans R?, I'intérieur de [0;1]x]1;2] est ]0; 1[x]1;2].

Points adhérents

Soit A une partie de R™.

Définition :

Etant donné a € R”, on dit que a est adhérent & A lorsque tout voisinage de a rencontre A, ¢’est-a-dire
lorsque Ve > 0, B(a,e) n A # (.

L’ensemble des points adhérents & A est appelé 'adhérence de A, noté A.

Proposition :
Soit A une partie de R™. L’adhérence de A est un fermé contenant A, et c’est le plus petit, au sens de

I'inclusion, des fermés contenant A.

Démonstration :
Déja, A contient bien A...
Posons maintenant 2 = Cgn A. Montrons que €2 est ouvert.
Soit z € . Alors z ¢ A, il existe donc € > 0 tel que B(z,¢) n A = .
Alors B(z,e) < . En effet : soit y € B(z, ). Alors B(x,¢) est un voisinage de y, et il ne rencontre

pas A, donc y ¢ A, donc y € Q.
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CHAPITRE 13. ESPACE RY
IV. COMMENTAIRESTHTFAREONTONSISERDESSFHONCITONSSI DUNYEPARTTFEIVERR IDANS TR,

Donc €2 est un voisinage de x. C’est valable pour tout x de €2, donc §2 est ouvert.

Donc A est fermé.

Soit enfin F un fermé contenant A. Montrons qu’alors A — F.

Soit # € A, montrons que x € F. Supposons que x ¢ F. Alors x € Crn F, qui est ouvert. Il existe donc
e > 0 tel que B(z,e) € CrnF. Ainsi, B(z,e) n F = ¢J. Mais alors B(z,e) n A = & (puisque A c F),
ce qui est impossible car € A. Donc z € F. Donc A < F. Donc A est bien le plus petit des fermés
contenant A.

Ainsi, il résulte de la définition que A est fermé si et seulement si A = A.
Exemple :

e Dans R? I'adhérence de [0;1]x]1;2] est [0;1] x [1;2].

e [’adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et méme rayon.

IV Commentaires et précisions sur les fonctions d’une partie de

R dans R"™.

Limite en un point de R pour une fonction d’une partie de R dans R".

On a déja défini cette notion, dans le cours sur les foncions vectorielles, mais ici la norme n’est pas

forcément euclidienne.
Etant donnés une partie D de R, une fonction f de D dans R™, un point a de R adhérent a D, et

un élément [ de R™, on a vu :
limf=10 < Ve>0,3a>0,YVze D, (Jlx —a|<a = |f(z)—-1]| <e) (13.12)

ou | || désignait la norme euclidienne sur R”.

Mais, vu ’équivalence des normes sur R, il est clair que || peut désigner n’importe quelle norme
sur R™ sans que cela change la notion.

On peut méme traduire la définition sous forme de voisinage, qui montre bien 'indépendance de la

norme :

lim f =1 < YV eV,(),3U € Vi), f(Un D) = V (13.13)

Remarque :

En prenant comme norme sur R” la norme | | o, on retrouve immédiatement le fait que :
limf =1 < Vke[l,n],limfi =1 (13.14)
a a

Ou on a noté I = (Iy,la,...1,) et Ve € D, f(x) = (f1(x), f2(x),. .., fn(2))

Précisions sur les suites a valeurs dans R".

Notons | | une norme quelconque sur R™.

Etant donnée une suite u = (uk)ken & valeurs dans R™, nous noterons uW, u@ | u™ les suites A
valeurs réelles telles que Yk € N, uy, = (u,(:), u,(f), . ugl)) (suites coordonnées)
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Définition :
Soit u une suite & valeurs dans R", et soit [ € R”. On dit que la suite u converge vers [ lorsque pour
tout voisinage V de [, il existe NV € N tel que Yk > N,u, € V.

Cela revient & dire : u converge vers [ lorsque Ve > 0,IN € N,Vk = N, |lup — || < e.

Remarque :
On vérifie aisément que la définition est encore en accord avec le cours sur les fonctions vectorielles dans

le cas de limite en +00 d’une fonction de D = N dans R™.
Ainsi, les résultats suivants sont des cas particuliers de choses déja dites :
e u tend vers [ si et seulement si la suite réelle (|ug — I|)ken tend vers 0.
e u tend vers | = (I1,12,...1,) si et seulement si chaque suite coordonnée u® tend vers ;.
e Siu tend vers [ et v’ tend vers I’, alors pour tout réel \, u + A\u’ tend vers [ + \l’.

Remarque :
Dans le cas n = 2, on voit aussi que la suite & valeurs dans R? de terme général (zy,yx) converge vers
I'élément (a,b) de R? revient & dire que la suite complexe de terme général zy, + 4y; converge vers le

complexe a + 2b.

On a aussi les résultats suivants :

e Toute suite convergente d’éléments de R™ est bornée (reprendre exactement la démonstration du

cas réel en remplacant les valeurs absolues par des || |).

e De toute suite bornée d’éléments de R"™, on peut extraire une suite convergente (Théoreme de
b

Bolzano—Weierstrass ; la démonstration faite dans le cas complexe se généralise aisément & R™).

Enfin, ajoutons cette caractérisation (dite séquentielle) des points adhérents & une partie :

Proposition :
Soit A une partie de R"™, et soit a € R™. Alors a est adhérent a A si et seulement si a est la limite d’une

suite convergente de points de A.

Démonstration :

e Supposons que a = limwu ol u est une suite de points de A.
Soit V un voisinage de a. Alors il existe N € N tel que pour tout k = N, ux € V. Donc V n A n’est
pas vide, et comme c’et valable pour tout voisinage de a, ce point est donc adhérent & A.

e Inversement, supposons a adhérent a A.

Alors pour tout k € N, B(a,27%) n A n’est pas vide, et donc on peut introduire u, € A tel que

|ug, — al| < 27F, et la suite u = (ug)ren est une suite de points de A qui converge vers a.

Conséquence :
Une partie A de R™ est un fermé si et seulement si toute suite convergente de points de A a sa limite

dans A. (Résulte immédiatement du fait que A est fermé si et seulement si A = A.
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CHAPITRE 13. ESPACE RY
V. LIMITE ET CONIINUETEJGNIRNIAY EONSTHONS TYONE, IPARIF P DRTRE DA RS BANS RN

V Limite et continuité pour les fonctions d’une partie de R? dans

R".

Notations

On note || || une norme quelconque sur R?, et on note aussi | | une norme quelconque sur R™ : c’est
ce qui est a 'intérieur qui permet de distinguer.

Si n ou p vaut 1, on prendra de préférence sur R la norme | |.

D désigne ici une partie non vide de RP, et f est une application de D dans R™. On désigne par

f1, fo,... fn les applications coordonnées de f, c’est-a-dire les applications de D dans R définies par

Ve D7f(x) = (fl(x)7f2(x)u .. ,fn(l'))
Enfin, si « = (x1,22,...2p) est un élément de D (qui est une partie de RP), on note f(z) =
f(x1,22,...,2p), C’est-a-dire qu’on omet une paire de parentheéses (d’ol le nom de « fonction de p

variables »)

Limite
Dans tout ce sous paragraphe, a est un élément de RP adhérent a D.
Définition :
Soit [ € R™. On dit que f tend vers | en a lorsque pour tout voisinage V' de I (dans R™), il existe un
voisinage U de a (dans RP) tel que f(DnU) c V.

Compte tenu de ce que sont les voisinages, cela revient a dire que f tend vers [ en a si et seulement si :
VeeRY,JaeRY,Vze D,(Jz—a| <a = |[f(z)—1]| <e¢) (13.15)

(Et ce quel que soit le choix des normes)
On vérifie aisément les résultats suivants :
e Unicité de la limite éventuelle (séparation des voisinages)
e Si f a une limite en a, alors cette limite est dans 'adhérence de f(D).
e Siae D, etsifaunelimite en a, alors cette limite est f(a).

e La notion de limite en a est locale :
Si U est un voisinage de a, alors f tend vers [ en a si et seulement si f restreinte a D n U tend

vers [ en a.

e f admet la limite [ en a si et seulement si pour toute suite (ug)ren & valeurs dans D qui converge
vers a, la suite (f(ux))gen converge vers [.

e Limites et opérations simples sur les fonctions définies sur D :
Si f tend vers [ en a, et si g (& valeurs dans R™) tend vers I’ en a, alors f + g tend vers [ 4+’ en a.
Si f tend vers [ en a et si A est un réel, alors Af tend vers Al en a.
Plus généralement, si f tend vers [ en a, et si ¢ (& valeurs réelles) tend vers A en a, alors ¢f tend

vers Al en a.

e On montre aussi facilement le théoréme de composition de limites :
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Théoréme :

Soit f une fonction a valeurs dans R™ définie sur D, soit ® une fonction a valeur dans R™ définie
sur une partie de R contenant f(D).

Si f tend vers [ en a, et si ® tend vers A en [, alors la fonction ® o f tend vers A en a.

e Enfin, dans le cas n = 1, c’est-a-dire pour les fonctions a valeurs réelles, on a aussi les résultats
classiques portant sur les inégalités :
¢ Passage a la limite dans une inégalité : si f tend vers [ en a, si g tend vers I’ en a et si f < g,

alors [ < ['.

Théoréme (Théoréme des gendarmes) :

o Si f et h tendent vers [ en a, et si f < g < h, alors g tend vers [ en a.

Pour les démonstrations de tous ces résultats, il suffit de reprendre exactement les démonstrations
vues dans le cas des fonctions réelles a variable réelle — chapitre « limite en un point » —, en changeant si
nécessaire les intervalles en boules (en particulier pour le 5°™¢ point, et en retirant les cas ot a,l = +00).

De plus, deux résultats importants permettent de se ramener aux fonctions a valeurs réelles :

e f tend vers [ en a si et seulement si la fonction x — | f(x) — | tend vers 0 en a (immédiat)

o ftend vers ! = (I1,ls,...1,) en a si et seulement si pour chaque k € [1,n], la fonction coordonnée

fr tend vers [ en a.

En effet : On prend sur R” la norme | ||oo. On a les équivalences :

f tend vers I =(I1,ls,...1,) en a
< Ve>0,3a>0,VzeD,(|Jz —a|| <a = ||f(z) = < &)

«— VYVe>0,3a>0,YzeD,(Jz —a| <a = krr[}ax]]|fk(m)—lk| <eg)
e[1,n

— Vke[l,n],Ve > 0,3a>0,Vze D,(Jr —a| <a = |fu(z) — k] <¢)

<= Pour chaque k € [1,n], la fonction coordonnée f;, tend vers I en a.

(13.16)

D’ou I’équivalence.

Continuité en un point

Définition :

Soit a un élément de D. On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a (cette limite
étant alors f(a))

Par simple traduction, dans le cas a € D, des résultats sur ’éventuelle limite en a, on obtient :
e f est continue en a si et seulement si pour tout suite (ug)gen & valeurs dans D qui converge vers

a, la suite (f(ux))ken converge vers f(a).

e Continuité et opérations simples sur les fonctions définies sur D :

Si f et g sont continues en a, alors f + g est continue en a.

Si f est continue en a, et si ¢ (& valeurs réelles) est continue en a, alors pf est continue en a.
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e Et le théoreme de composition de limites donne :

Soit f une fonction a valeurs dans R™ définie sur D, soit ® une fonction a valeur dans R™ définie

sur une partie de R™ contenant f(D).

Si f est continue en a, et si ® est continue en f(a), alors la fonction ® o f est continue en a.
Enfin, pour se ramener aux fonctions réelles :
e f est continue en a si et seulement si la fonction réelle z — | f(x) — f(a)| tend vers 0 en a.

e f est continue en a si et seulement si les fonctions coordonnées sont continues en a.

Fonctions continues

Définition :

On dit que f est continue (sur D) lorsque f est continue en tout point a de D.

Les résultats précédents donnent :

e Opérations sur les fonctions continues sur D :
Si f et g sont continues, alors f + g est continue.
Si f est continue, et si ¢ (a valeurs réelles) est continue, alors ¢ f est continue.
e Composition :
Si f est une fonction continue a valeurs dans R™ définie sur D, si ® est une fonction continue a
valeur dans R™ définie sur une partie de R™ contenant f(D), alors ® o f est continue.
e Enfin, f est continue si et seulement si les fonctions coordonnées sont continues
Ainsi, on remarque que la nouveauté et la difficulté vient non pas du fait que les fonctions considérées
sont & valeurs dans R”, mais dans le fait que leur ensemble de départ est une partie de RP.
Exemple :
e [’application identité sur RP, les applications constantes sur R? sont continues : évident
e La norme est continue, ¢’est-a-dire que 'application de RP dans R qui & x associe |z| est continue
(quelle que soit la norme)
En effet, pour tous z, 2’ de RP, on a |||z] — |2'||] < ||« — 2’| ; la continuité en tout = de R? en résulte
immédiatement, avec a = ¢ : |z — 2'| < a = ||z|| — [2'||]] < e.
e Pour chaque k entre 1 et p, la k-ieme projection canonique de RP sur R, c¢’est-a-dire ’application
pr de RP dans R qui & (21, x2,...2,) associe x, est continue.
En effet, pour tous z, 2’ de RP, on a : |pg(z) — pr(2’)| = |2k — 2} < |x — 2|
La continuité de pi en tout x de R en résulte immédiatement (par le théoréme des gendarmes, vu

le théoréeme précédent)

e Ainsi, compte tenu de cela et des résultats portant sur les opérations sur les fonctions continues,
3z + sin(zy + 2%)

V1+y222

la continuité sur R* d'une application du genre (z,y, z) > est évidente.

En détails :
L’application (2,7, z) — 2> est continue (sur R?) et & valeurs dans R
L’application ¢: (z,y, 2) — x est continue et & valeurs dans R, et Uapplication f: (z,y,2) — y est

aussi continue et & valeurs dans R, donc ¢f est continue (sur R?) et & valeurs dans R.
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Donc (z,y, 2) — xy + 2z° est continue et & valeurs dans R.

Or, lapplication u — sinu est continue sur R, et a valeurs dans R. Donc (z,y, z) — sin(zy + 23)

est continue (sur R?) et & valeurs dans R.
De plus, Papplication (x,y, z) — 3z est continue et & valeurs dans R.

Il en résulte que ¢ (z,v, 2) — 3z + sin(xy + %) est continue et & valeurs dans R.

V1+u?

1
continue sur R? et & valeurs dans R. Donc g: (z,y,2) — NETE est continue sur R3.
+y°z

D’autre part, lapplication u +— est continue sur R, et Papplication (z,y,z) — yz est

Donc g est continue sur R3.

e Soit f la fonction définie sur R? par
0 si (z,y) = (0,0)

Ty

La continuité de f en tout point de R?\ {(0,0)} est encore évidente.

En (0,0) : pour tout (z,y) € R\ {(0,0)}, on a :

x $2+ 2 £U2+ 2
If(x,y)|=\/%<\/ \/% Y o<a?ty? (13.17)

Et I'inégalité est encore valable pour (z,y) = (0,0).

De plus, (z,y) — v/a2 + y? est continue en (0,0), donc /z2 + y2 TS
z,y)—(0,0

Donc, d’apreés le théoréme des gendarmes, |f(z,y)] oo 0= f(0,0).
x,y)—(0,0
Ajoutons maintenant deux résultats importants sur les fonctions continues (on travaille toujours sur

f(x,y) =

sinon

les fonctions d’une partie de R? dans R") :

Théoréme (admis, vu en spé) :

L’image d’une partie fermée et bornée par une fonction continue est une partie fermée et bornée.

Conséquence :

Toute fonction réelle f continue sur une partie (non vide) fermée et bornée de R est bornée et atteint
ses bornes.

En effet : Les bornes inférieures et supérieures d’une partie non vide et bornée de R sont dans ’adhérence
de cette partie, donc les parties non vides fermées et bornées de R contiennent leurs bornes inférieures

et supérieures.

Théoréme :
L’image réciproque d’un ouvert par une fonction continue de R? dans R™ est un ouvert. L’image

réciproque d’un fermé par une fonction continue de RP dans R™ est un fermé.

Démonstration :
Soit f: RP — R™, continue.
e Soit © un ouvert de R™. Soit a € f~1(£2). Alors f(a) € Q, et comme  est ouvert, il constitue un
voisinage de f(a) dans R™. Comme f est continue en a, on peut donc introduire un voisinage U de
a dans RP tel que f(U) < . Mais alors f~1(2) contient U, et donc est un voisinage de a. Comme

c’est valable pour tout a € f~1(2), f~1(Q) est bien un ouvert.
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e Soit F' un fermé de R™. Soit €2 le complémentaire de F' dans R™. Q2 est ouvert, donc, selon le résultat
précédent, f~1(Q) est ouvert. Or, de facon purement logique, f~(F) est le complémentaire de

F~YQ) dans RP :

Cro(fTH(Q) = {zeRP, 2 ¢ f[TH(Q)} = {z e R, f(2) ¢ Q)
={zeRl, f(x)e F}={zeRP,ze f~'(F)} (13.18)

= f7H(F)
C’est donc le complémentaire d’un ouvert, c’est-a-dire d’'un fermé.

Conséquence :

Si f est une fonction réelle continue sur RP, alors pour tout réel «, ensemble des (z1,2,...z,) de
R? tels que f(z1,22,...2p) > a est un ouvert de R” et I'ensemble des (z1,z2,...x,) de R? tels que
f(x1,2z2,...2p) = a est un fermé de RP.

En effet : Ja, +0[ et [a, +00[ sont respectivement un ouvert et un fermé de R.

Applications partielles et continuité

Soit toujours f: D — R" et soit a = (a1,as,...a,) € D.

Pour chaque entier k entre 1 et p, on note D, j 'ensemble des réels ¢ tels que (a1, as,...,t, et ©q
lapplication de D, j, dans R™ qui & ¢ associe f(a1,as,...,t. @qk s’appelle la k-iéme application partielle
associée & f en a.

Définition :
Si 'application ¢4,k est continue en ay, on dit que f est, au point a, continue par rapport a la k-ieme

variable.

Proposition :

Si f est continue en a, alors f est, en a, continue par rapport a chaque variable.

Démonstration :
On peut écrire que gk = f 004, OU dq k est Papplication qui a ¢ associe (a1, as,...,t,...ap). Or, cette
application est continue, donc on obtient le résultat par composition : d, x est continue en ay, donc si f

est continue en a = d, x(ak), alors ¢,k = f 0 04 % st continue en ay.

Attention : La réciproque de la proposition est fausse. Cela signifie que 1’étude de la continuité d’une

fonction de plusieurs variables ne se ramene pas a I’étude de la continuité de fonctions d’une variable.

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R? par

fz,y) = ! o (@,9) = (0:0) (13.19)

21,2 sinon

Alors les applications partielles en (0, 0) sont les applications z — f(x,0) et y — f(0,y), qui sont nulles,

donc f est, en (0,0), continue par rapport & chaque variable. Mais si x # 0, alors f(z,z) = %, et il en

résulte alors que f n’est pas continue en (0,0) :
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Comme f(0,0) =0, si f était continue en (0, 0), elle tendrait vers 0 en (0,0). Mais si on prend € < 3,
on ne trouvera jamais a > 0 tel que [|(z,y)]0 < @« = |f(z,y)| < e (I'implication sera toujours fausse
avec (2,9) = (3, 3)):

Autre maniére : comme = — (x, ) est évidemment continue, si f était continue en (0, 0), alors d’apres
le théoréme de composition I'application z — f(x,z) serait continue en 0, ce qui n’est évidemment pas

le cas (nulle en 0 et constante non nulle sur R*)

f(z,y)
S\
S
o‘o"::“:":‘:“:‘:“
SESISRSSN
SNSRI
SO S SN SIS
B s s
e, 0/ Pamy S eSS
TSSO XA S
= =
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