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Chapitre 11 : Longueur et courbure
d’un arc parameétré

-,

Ici, & désigne un plan affine euclidien, muni d’un repere Z = (O,Z, j) orthonormé (voire direct si
besoin)

I désigne un intervalle infini de R.

y: 1 — £ est un arc paramétré de classe C¥ ot k > 2, et on note F:l — dir(Z) .
t — M(t) t — OM(t)

I Changement admissible de parametre

Proposition, définition :
Soit ¢ une bijection de classe C*, et de réciproque C* d’un intervalle J de R vers I (on dit que ¢ est un
difféomorphisme C* de J vers I). Ce qui revient & dire que : J — I, p est C¥, ¢’ ne s’annule pas et que
p(J) = 1.
Soit 4 arc paramétré 4:J — X .
0 —— M(p(0)) noté M(0)
Alors 4 a essentiellement les mémes propriétés que ~.

On dit alors que ¢ définit un changement admissible de parameétre sur l’arc 7.
Plus précisément :
e 4 a la méme classe et le méme support que 7.
e Soit 01 € J, et notons t; = ().
M (61) = M(t;) est un point multiple de + si et seulement si c¢’est un point multiple de 4
Le point M (1) est stationnaire sur + si et seulement si M (61) est stationnaire sur 4.
Il y a une tangente en M (t;) sur v si et seulement si il y a une tangente en M(Gl) sur ¥, et dans
ce cas c’est la méme.

M ((t) est birégulier sur v si et seulement si M (6;) est birégulier sur 4. Etc.

Explications

M(61) = M(2(61)) M(p(65))

M (p(63))
M(t1) M(tz) M(t3)

e La classe de ¥, c’est la classe de F:0— OM(G), Cest-d-dire de F = F o . Comme ¢ est de classe

Ck et F est de classe C* aussi, F est bien de méme classe que F.

e Le support de ¥, c’est {M(H),GEJ}:{M@(@)),OGJ} = {M(t),te J}

car ¢ est surjective

e Si M(tl) = M(tg) avec tl #* t2 :
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I. CHANGEMENT ADMGSSNHIT R MARAWETRER ET COURBURE D'UN ARC PARAMETRE

Soient 61,65 € J tels que t; = ¢(61) et ta = p(62).

Alors M(p(61)) = M(p(02)), et 01 # 5.

Inversement, si M (01) = M(03) avec 6, # 0y,

Alors M(p(61)) = M(p(02)) et p(01) # ©(02) (car ¢ est injective)

—

o Y0 e J,5(0) = %(9) = F(6) = (F o 9)(6) = ¢ (0)F'(2(0))

Soit
VO e J,0(0) = ¢'(0) T(t)  (avec t = o(f)) (11.1)
——
#0
M(0

Ve J,d(0) = " (0)5(t) + (£ (0)%d(t)  (avec t = (B)) (11.2)
#0

() et () montrent que (7(t),@(t)) est libre si et seulement si (7(6), @(0)) Pest :
Démonstration :
(En notant toujours ¢t = ¢(0))

Supposons que (T(t),@(t)) est libre.

Soient maintenant «, 3 € R, supposons que on:)’(ﬂ) + ﬂé’(@) =0.

Alors ag! (9)3(t) + A" (0)3() + (¢/(0))a(t)) = 0.

Donc, comme (#(t), @(t)) est libre, ag’(8) + B¢”(8) = 0 et B(¢'(0))? =0

Donc, comme ¢'(0) # 0, 8 =0, puis « = 0.

Supposons maintenant que (0(t),d(t)) est liée.

Soit alors (a, 8) € R\ {(0,0)} tel que a@(t) + Ba(t) = 0.

Si 8 =0, alors #(t) = 0 (car alors a # 0), et donc #(A) = 0, donc (F(6), @(6)) est liée.

Si B # 0, alors d(t) = 5(t), et donc :

B

Cest-a-dire ¢/ (0)d(0) — (90"(9) + (90'(9))2%) 7(0) = 0, et ¢ (8) # 0, donc (7(6), @(6)) est lice.

D’ou I’équivalence pour la birégularité.

o (0)i(0) = ¢/(0) (we) n (90'(9))2&> (1) = (we) n <sa'<o>>2§) #0) (11.3)

Cela montre aussi que si M(t) est stationnaire mais @(t) # 0, alors M (6) est stationnaire, mais avec
@(f) # 0 et colinéaire & @(t).

On admet que c’est vrai dans tous les autres cas...
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CHAPITRE 11. LONGUEUR ET COURBURE DONGHRURPPRANVARREOMPACT C2 AU MOINS

Simplification des notations
e On enleve les chapeaux, ce qui revient a ne plus distinguer dans les notations FetFo ©.

e On se repere alors avec les noms de variables.

e o est notée %.

Les formules () et () deviennent alors :

aM dt dM .
I wes @)= 50 50 ont=p) (11.4)
Ou encore % = % d(ﬁ{[.
(1.2) veeJ EM_ M . S (11.5)
- A2 T de? dt d0) de2 '
Exemple :
x=t ) r=0+6°
vy O, t€R+, v y 9€R+ (116)
Yy= Y=

I1 Longueur d’un arc compact C?> au moins

Soit v:[a,b] — £  un arc de classe C*, ot k > 2.
t — M(t)

b
Par définition, | longueur de v = J [T()|| dt = 1(7) |
a ~——~—

»qrr

Explication
Version physique...

Version mathématique Pour n € N*) on introduit ¢, ¢y, ... t,, subdivision réguliere de [a, b] (soit
t;=a+1i=2)

On introduit les M; = M(t;).

Soit i € [1,7]

L’inégalité de Taylor-Lagrange a ordre 1 pour F': t — OM (t) (de classe C*) donne :

. . _ L _ ti—t_1)2 .
F(t;) = F(ti1)+(ti —tio1) F'(ti-1) +Ri, ou |R;| < %Sup IE" ()] (11.7)
:)H - Y _‘Q/—/ la,b]
OM, OM., e ) —

Ainsi, M;M;_1 — b;aﬁ(ti_l) = éi

Done || NG| - |E2a(t )| | < [ MGG — tx2a(t )| < G m

b=a | 5(¢. _ (—a)? MLl < b=a 15t (b—a)?
Done 22 [|[U(ti—1)| oy~ M < || MiM; 1| < 222 |[U(ti-1) | + 57 M
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II. LONGUEUR D’'UN ARAATINIREAQT. CEONGUOINSET COURBURE D'UN ARC PARAMETRE
Donc, en sommant pour ¢ de 1 a n
—a)? > —a)?
Py [y < e+ 8%y
%,O_J i=1 %,O_/
HSﬁ Hﬁ(t)H dt

=2 |5)] dt

Remarque :
() dépend & priori de v (c’est-a-dire du paramétrage) et pas seulement du support
étre raisonnable (en particulier, ne

v
Pour calculer une longueur d’une courbe géométrique simple

pas avoir de points doubles autres qu’en des points isolés)

Exemples
Cercle
/ r
uj
x =rcosb . 2’ = —rsinf
C: , 0¢€][0,2n], v , 60¢€][0,27] (11.9)
y = rsinf Yy =rcosb
(11.10)

7] = Vr2sin20 + 12 cos2 0 = r

Donc [ = So rdf = 27r (si on avait pris 6 € [0, 47], on aurait eu le méme support, mais So rdf = 4nr

d’out l'utilité de ne pas avoir « trop » de points doubles)

Ellipse
x = acosf . 2’ = —asiné
C: , 6¢€l0,2n], O , 6¢€]0,2n] (11.11)
y =bsind y =bcosf
7] = Va2 sin? 0 + b2 cos? § (11.12)
R Va2 sin? 0 + b2 cos? 0@ (Pas de formule simple)
/
t
Formules Sio: { ®) , alors (v S A/ 2 ()2 4y ()2 dt
y'(t
=1
,t € [a,b], on a

Cas particulier :
[a,b], dont un paramétrage est
y =

Pour une courbe d’équation y = f(x)

=1+ f2at
. 2

Par exemple, avec f: z+— x
Longueur de I’arc de parabole entre les points d’abscisse 0 et a > 0
1
f ch?tdt

a 1 2a
I:J Vi+42dt = - AV1+u2du = -
0 u=2t 2 0 u=sht, t=0 2 0
du=2dt du=chtdt
(11.13)

% sh(2 Argsh(2a))

Argsh 2a

Argsh 2a 1 h 2t 1
R LU P Argsh(2a) +

flf
2 2
<2a+\/1+4a2) a\/1—|—4a2

4
4
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CHAPITRE 11. LONGUEUR ET COURBURE D’UN ARC PARAMEIMREABSCISSE CURVILIGNE

111 Abscisse curviligne

On suppose toujours ~ de classe C? au moins.

Définition

On appelle abscisse curviligne sur « toute primitive de ¢ — |¥(t)|.

Ainsi, une abscisse curviligne sur «, c’est une fonction S: I — R, dérivable, telle que Vt € I,5(t) =
[U(¢)]]. Si S en est une, on a donc, pour tous a,b € I :

S(b) — S(a) = SZ [U(t)| dt : longueur (algébrique par rapport au sens des t croissants) de 'arc de
courbe situé entre les points de parametre t = a et t = b.

Si S est la primitive de ¢ — |U(¢)|| nulle en un certain a € I, S(¢) est alors la longueur algébrique de
Parc situé entre M(a) et M (t).

¢
Ainsi; siael, t — f [7(w)] du est Pabscisse curviligne nulle en a.
a

Paramétrisation admissible avec 1’abscisse curviligne

Ici, et jusqu’a la fin du chapitre, v est un arc régulier de classe C*, k > 2.

Dans ce cas, t — |7(t)] est de classe Ck~1 :

t > (t) est de classe Ck~1, et comme t — @(t) ne s’annule pas, t — ||t(t)| a la méme classe.

Ainsi, si S est une fonction abscisse curviligne, S est alors de classe C* sur I. Sa dérivée, t — ||T(t)]
ne s’annule pas et garde donc un signe constant. Donc S réalise une bijection de I vers un intervalle
J. Comme sa dérivée ne s’annule pas, c’est donc un difféomorphisme de classe C* de I vers .J. Cela
correspond donc & un changement admissible de paramétrage sur v (pour S~1)

On note 4:J — & c’est a dire M(¢t) ou S(t) = s.

s > M(S7(s))

Exemple :

On prend comme origine le point d’abscisse curviligne M (¢g).
Le point M (s) correspond dons au point d’abscisse curviligne s. On a alors un mouvement uniforme

(|7] = cte), et méme ||7] = 1.

Proposition :
==

Vs € J, dcﬂ/[(s) = T(t), ou S(t) = s (rappel : T(t) est la tangente & la courbe, orientée, en M(t) et
17 = 1)
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IV. REPERE DE FRENKIHAPITRBURE LONGUEUR ET COURBURE D’UN ARC PARAMETRE

En effet :
ant 3 ) ()
VseJ, —(s)=(FoS Y (s)= (S7Y(s) xF'(S7!(s)) = 1_},( ) _ T(t) (11.14)
s A N F O]
“wE ey w00
Oou S(t) = s.
On retiendra
ds st 1 A -
—(t) = |v(t = Wt=.5"" —(s)=T(t 11.15
()= 100 ()= gy ot =57 S5 =T()  (119)
Ou encore, avec les notations simplifiées :
ds a1 aM  datdM 1
ds _ o a1 B 11.16
a — 17l ds |7 ds _ ds dat |7 (11.16)

IV Repere de Frenet, courbure

Repere de Frenet

AN

Le repére de Frenet en un point M de la courbe est, par définition : (M, f, N ) ol N est tel que ce

repére soit orthonormé direct.

Attention : M, NetT « bougent » et sont fonctions, au choix, de t ou s.

Remarque :
T est fonction de classe CF1 de ¢ (ou de s). On introduit les fonctions a et b de classe C*~! telles que
T =ai+ bf.

Alors N = —bi + aj, donc N est aussi de classe CF~1.

Dérivées des vecteurs T et N (en tant que fonctions de s)
o dd—f T=0
En effet, |T|2 =TT = cte = 1.

Donc2f-%f:0

Il existe donc v € R tel que ‘é—f = vN (dépendant de ).

~ s’appelle la courbure algébrique au point M considéré.

o 4. N =0 (méme raisonnement)

Il existe alors x € R tel que dd—f =aT

Mais T - N = cte = 0.

La dérivation donne alors % N+T- dd—lg =0, c’est-a-dire v+ z = 0.
dN _ 7
Donc <55 = —T.
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CHAPITRE 11. LONGUEUR ET COURBURE D’UN ARCVPARBREIRFRDE FRENET, COURBURE

Composantes de v et @ dans le repére de Frenet

dM _ ds dM _ ds - ds

W@ @l g (1L.17)

17:

d?s = ds dT d?s- dsdsdl  d%s- ds\? -
o dsdl asdasdar @Sy DY N 11.18
‘T T @ T e ae ( dt) (11.18)
Ainsi : ) )
ds - d“s - ds -
F= - T i= — T ) N 11.19
Y dt ’ “ dt? +7 ( dt) ( )
1 27 2 . g
nmeriae tongentiafe  accélération

, o s . . . . PR , . 1
Il en résulte que M est birégulier si et seulement si v # 0 (puisque déja M est régulier, donc 57 # 0)

Commentaire (en supposant v # 0) :

N
%\4

‘31—7: = 7]\7 . Or, i—f est l'accélération pour le paramétrage avec s. Il doit donc étre dirigé dans la

M/

concavité de la courbe.
De plus, en considérant toujours le mouvement uniforme correspondant au parcours avec s, « on
sait » (intuitivement) que || est d’autant plus grand que c’est « courbe », puisque plus c’est courbe, plus

l’accélération normale est importante.

Explication plus précise du mot courbure (toujours avec 7 # 0)

N

o

On note R = % : rayon (algébrique) de courbure en M.

L’accélération normale est alors « (%)2 N = %]\7 , c’est-a-dire celle qu’on obtient pour un mouve-
ment sur un cercle de rayon R.

Soit 2 tel que M O=RN.Q s’appelle le centre de courbure au point M.

Le cercle de centre 2 et de rayon |R| (passant par M) s’appelle le cercle osculateur a la courbe en

M. C’est celui qui est « le mieux » tangent a la courbe (voir fin du cours)

Autre formule

Théoréme (« de relévement » — admis) :

Soit G une fonction vectorielle de classe C? (p = 0) sur un intervalle I, a valeur sur un R-ev euclidien

orienté de dimension 2, muni d’une base orthonormée (i, j).
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IV. REPERE DE FRENKIHAPITRBURE LONGUEUR ET COURBURE D’UN ARC PARAMETRE

On suppose que |G| = cte = 1.

Alors il existe une fonction 6: I — R de classe CP telle que :

Vt e I,G(t) = cos(0(t))i +sin(A(t))] (11.20)

En d’autres termes, on peut trouver une mesure 6(t) de Pangle orienté (©,G(t)) de sorte que ¢ — 6(t)

soit de classe CP.

Ici, la fonction T': s — T'(s) est de classe C*~! et de norme 1.

Il existe donc s — a(s), de classe Ck~! de sorte que :

Vs e J,T(s) = cos(a(s))i + sin(a(s))] (11.21)
Ainsi, Vs € J, 9L (5) = —92 (5) sin(a(s))i + 92 (s) cos(a(s))] = 42 (s)N(s)
D’ou la formule : v = %

. cn o dt da _
En pratique : v = G- 57 = o] dt

Récapitulation des méthodes

e 1% méthode

)" o “i, done [FH]2 = (a/(1)2 + (4 (1))?

T(t) = =it — = (&) b= ®)
() = Far o) b(t) (avec a = e~ Vet mor)

<

oo |—Db(t
a(t)
Or, ‘é—f = 7]\7 d’une part,
. . . |l
; dT _ dt af _ 1 4T .. 4T |Te]
Et d’autre part -3+ = 453 = 3007 a5 SOt G5 ;/(t)\

(GOl

D’otut on tire v apres calculs...

e 2¢me mgthode :

ue) " o 79w [
y(t) y'(t) y"(t)
U= 9T a= 45T+ (%) N.
Donc det(¥,d) = [¢,d] = v (%)3 [T” ]\7] =~ (%)3

-

e 3%™me mgthode :

=492 =dtda ﬁd—? oll v est une mesure de angle orienté (¢,7), ou aussi de (4,7).

Exemple .

Parabole
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CHAPITRE 11. LONGUEUR ET COURBURE D’UN ARCVPARBREIRFRDE FRENET, COURBURE

1 0
Donc [7,d] = =2a, et |73 = (1 + 4a222)3/2.
2ax 2a

— 2a
Donc v = (T 022372

Complément hors programme : a propos du cercle osculateur Soit un arc birégulier de classe
C3. Soit My un point de ’arc, origine des abscisses curvilignes. Le repeére de Frenet en M est noté

(Mo, Ty, No).

Développement limité de G:s— MoM (s) a l’ordre 3 en 0
S T
MoM(s) =0+ sTh + 5 10No + EG”’(O) + s%2(0) (11.22)

Ot &(s) —— 0, et G"(0) = T1(0) Ny + 709¥(0) = L(0) Ny — ~2Tp.

s—0

Composantes de M(s) dans (M, Ty, No)

N PR 2 dy, 83 PR
MoM(s) = (s — Tog T o(s”))To + (705 + E(O)E + 0(s”))No (11.23)

Un cercle de centre Q(xg,yo) (dans (Mo, To, ]\70)) passant par My(0,0) a pour équation

2?2 4+ 9% — 2z — 2yyo = 0 (11.24)

~
=QM?2—R? ou M(z,y)

Définition :

Puissance d'un point M du plan par rapport & ce cercle p(M) = QM? — R?

lei, (M (s)) = (~2r0)s + (~29070% + 1)s? + (220733 — 29022(0))s? + ofs?)

Pour que p(M (s)) soit infiniment petit d’ordre le plus élevé possible, on prend z¢ = 0 (ainsi, —2xq = 0),
ce qui revient a prendre (2 sur la normale & l’arc en M ; et on peut prendre aussi yg = ,%U = Ry (ainsi,

—yoYo + 1 = 0), ce qui revient alors & prendre le cercle osculateur. Ainsi, pour ce choix, p(M(s)) =

(325 ©) o)

#0 en général

Ainsi, le cercle osculateur traverse en général la courbe (car ¢ change de signe), et c’est bien celui

qui est « le mieux » tangent a la courbe.
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