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Chapitre 7 : Coniques

& désigne ici un plan affine euclidien de dimension 2.

I Ellipses, hyperboles, paraboles

Ellipse

-,

C’est une courbe admettant, dans un repére orthonormé (O,z?,j)7 une équation du type i—z + z—; =1

avec a,b e R% et a > b.

Paramétrage classique

=aqacosf
e ) 0 € [—m, 7] (7.1)
y =bsinf
Tracé
Yy
B
b
a
A’ O A T
B/
Vocabulaire :

A, B, A’, B’ sont appelés les sommets, O le centre.
(AA’) est le grand axe, (BB’) le petit axe.

a est la longueur du Yegrand axe, b la longueur du '4petit axe.

Hyperbole

— - 2
C’est une courbe admettant dans un repére orthonormé (O, 1, j) une équation du type ‘Z—z -5 =1

avec a,b e R%.

. x =acht T = —acht
Paramétrage classique Branche des z >0 : , t € R. Branche des x < 0 : ,
y =bsht y = bsht
teR.
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I. ELLIPSES, HYPERBOLES, PARABOLES CHAPITRE 7. CONIQUES

Tracé

A O a\A T

Asymptotes £+ ¥ =0
Vocabulaire :

A et A’ sont appelés les sommets de I’hyperbole, O son centre.

(AA’) est 'axe transverse.

Cas particulier :
Lorsque les asymptotes sont orthogonales (c¢’est-a-dire lorsque a = b), ’hyperboles est dite équilatere.
Elle admet alors, dans un repére orthonormé dont les axes sont les asymptotes, une équation du type

zy =X (A e R*).

Parabole

-,

C’est une courbe admettant dans un repere orthonormé (O, ;7]) une équation du type y? = 2pz ou

p e R*.

t2

r=5L
Un paramétrage évident ¥ teR.
y=t
Tracé
Yy
O T
Vocabulaire :

(Ox) est I'axe de la parabole

O son sommet, p le parametre de la parabole.
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CHAPITRE 7. CONIQUES II. DEFINITION GENERALE, REDUCTION DE L’EQUATION

I1 Définition générale, réduction de I’équation

Définition générale

Définition :

Soit C' une partie du plan &. On dit que C' est une conique lorsqu’il existe un repere Z de & dans
lequel C' admet une équation du type ax? + 2yxy + by? + 2cx + 2dy + e = 0, avec (a,7,b, ¢, d, e) € RS
et (a,v,b) # (0,0,0).

Ainsi, si C est une conique, alors C' admet dans tout repére de & une équation du méme type.

-,

En effet : Supposons que C' est une conique dans un repére Z = (O, ;, 7)

S «
Soit #' = (O',4’,j' un autre repere de &. On note la colonne de composantes de O dans %,

a a e o
P=""" "% la matrice de passage de (z,7) a (¢, 7).

T T
Soit M € £, sa colonne de composantes dans %, | sa colonne de composantes dans #’.

« a1,1 ai2 X
+ /
Yy B a1 @G22 Y

Ainsi, C a pour équation dans 2’ :

On a alors

ala+ a112" + a1 2y )2 +2y(a + a112" + a129) (B + ag12” + az2y) + b(B + az 12’ + az2y’)? (72)

+ 2¢(a + a112" 4 a12y") + 2d(B + az 12’ + az0y’) + e =0
Déja, on voit immédiatement qu’en développant les produits on obtient bien la bonne forme.
Et les coefficients ne sont pas tous nuls, car sinon ’équation serait celle d’une droite (ou I’ensemble
vide) dans le repére #Z’, et en repassant au repére #Z on obtiendrait toujours une droite, ¢’est-a-dire une

équation du type ax + by + ¢ = 0.

Premiére réduction de 1’équation

-,

Soit C' une conique, et soit Z = (O, ;,j) un repere orthonormé de &.

Alors, selon la définition et la remarque qui a suivi, C admet dans le repére #Z 1’équation ax? +
2yxy + by? + 2cx + 2dy + e = 0 avec (a,~,b) # (0,0,0).

On cherche un autre repere orthonormé %’ dans lequel I’équation de C' n’a plus de terme en zy.

Déja, il est clair que s’il existe un tel repére, on peut supposer qu’il a pour origine O et qu’il est déduit
de Z par rotation. En effet, si (Q, I,J ) convient, alors (O, IJ ) convient aussi (On remarque en effet, dans
le , que si on fait uniquement un changement d’origine, c¢’est-a-dire que P = R Lo ,

ai1 a2 0 1

le coefficient de =’y dans I’équation de la conique dans #’ est le méme que celui de zy dans £), et
(O, if) aussi, on peut donc supposer que (zﬂ7 j) et (f, J ) sont deux bases orthonormées de méme sens,
donc déduites I'une de 'autre par rotation.

On doit donc chercher 6 € R tel que ’équation de C' dans %’ n’ait plus de termes en XY, %' étant

. - cosf) —sinf . el NS
le repere (0,1, J) avec comme matrice de passage de (4,7) a (I, J).

sinf cos6
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II. DEFINITION GENERALE, REDUCTION DE L'’EQUATION CHAPITRE 7. CONIQUES

= 0)X — (sinf)Y
Si M(z,y) dans Z et M(X,Y) dans #Z’, on a : @ = (cos?) (sinf)
y = (sinf)X + (cos )Y
Donc ’équation de C dans %’ est :
a(X cos — Y sinf)? + 2y(X cos§ — YVsin ) (X sinf + Y cos @) + b(X sinh + Y cos0)? +--- =0 (7.3)

Le terme en XY est : —2acos @ sin 6 + 2bcos 0 sin @ + 2y(cos? 6 — sin? §)
Et il est nul si et seulement si : 2y cos(26) + (b — a) sin(20) = 0
Si a = b, on peut choisir 0 = 7

Sia # b, on prend 6 tel que tan(26) = %, par exemple 6 = %Arctan (%)

Conclusion :

Si C est une conique, alors il existe un repére orthonormé de P dans lequel I’équation de C' est az? +

by? + 2cx + 2dy + e = 0 avec (a,b) # (0,0)

Nouvelles réductions de 1’équation

Soit C' une conique.

Selon ce qui précede, il existe un repére orthonormé # = (0,1, 7) dans lequel I’équation de C est
az? + by? + 2cx + 2dy + e = 0 avec (a,b) # (0,0)
e 1" cas:siab#0
Alors I'équation peut s'écrire : a(z + <)% + b(y + 4)2 + k = 0,
Avec k € R (indépendant de z et y)

s
)

Ainsi, dans le repere (Q,Z,j) ot 00 = —gf— %j, C a pour équation :
2 2 _
ar” +by*+k=0 (7.4)

On se place donc dans ce repeére :
o Soit ab > 0 : quitte & multiplier par —1, on peut supposer a > 0,b > 0

— Si k>0, alors C = J.

— Si k=0, alors C' = {Q}.

— Si k < 0, alors ’équation s’écrit : 2—2 + g—z =1, 0t o, B € R, donc C est une ellipse.
(éventuellement, si @ < 8, on se place dans (Q,f, ;) pour avoir 'ellipse telle qu’elle a été
définie en []).

© Siab < 0 : quitte & multiplier par —1, on peut supposer a > 0,b < 0

— Si k =0, alors I’équation peut s’écrire (ux — vy)(ux 4+ vy) = 0, donc C est la réunion de

deux droites sécantes en () et symétriques par rapport aux axes du repere.

— Sik#0:
2
Soit k > 0, et ’équation s’écrit 2—2 — % =1

2
Soit k£ < 0, et I’équation s’écrit —z—z + % =1
Et dans les deux cas, C' est une hyperbole. (Attention, il faut changer de repére dans le
deuxieme cas pour avoir I’équation d’une hyperbole telle qu’elle a été définie : il faut se

-,

placer dans ({2, 7 i))
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III. DEFINITION MONOFOCALE D’'UNE CONIQUE NON DEGENEREE ET AUTRE QU'UN
CHAPITRE 7. CONIQUES CERCLE

-,

e 2°M€ cag : gb = 0 Quitte & se placer plutdt dans (O,j, i), on peut supposer a = 0,b # 0.
Or, V(z,y) e R%,by? +2cx +2dy +e = b [(y + %)2 + 23z + k:], avec k € R, indépendant de x et y.
Donc I'équation peut s’écrire (y + $)% 4+ 2¢x + k = 0.
o Sic=0

— Soit k> 0, alors C = &

ol

— Soit £ =0, alors C est la droite d’équation y = —

— Soit k < 0, alors C' est la réunion de deux droites paralleles d’équations :

d
y:*gi v —Fk (75)
o Si ¢ # 0, Péquation s'écrit alors (y — yo)? = —32¢(z — z0).

Donc dans le repére (S, ;,j) avec 08 = Zoi +10J, C admet équation y2? = —%x, donc C est

une parabole.

Conclusion :

Ainsi, on a trouvé :
e Hyperbole, Ellipse (coniques a centre)
e Parabole
= coniques non dégénérées
e (J, un point, une droite, deux droites paralléles ou sécantes

= coniques dégénérées

111 Définition monofocale d’une conique non dégénérée et autre

qu’un cercle

Théoréme (1) :
Soit F' un point de &, soit Z une droite ne contenant pas F' et e € R¥ .
Soit C ={Me P MF=ex MH =d(M,D)} (ot H désigne la projection orthogonale de M sur
9)
e Si e €]0,1[, alors C est une ellipse (qui n’est pas un cercle), dont le grand axe est la droite
orthogonale & 2 passant par F.
e Sie €]l,+ow[, C est une hyperbole dont l'axe transverse est la droite orthogonale & 2 passant

par F.

e Sie=1, C est une parabole dont 'axe est la droite orthogonale a & passant par F.

Démonstration :
Soit Z = (O, i 5) un repére orthonormé de &2 de sorte que laxe (O, Z) passe par F et soit orthogonal a

2. (on choisira O en cours de démonstration)
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III. DEFINITION MONOFOCALE D’'UNE CONIQUE NON DEGENEREE ET AUTRE QU'UN

CERCLE CHAPITRE 7. CONIQUES
M + H
,
o) F K
17

Alors il existe c € R et k € R de sorte que, dans %, F(c,0) et K(k,0) (ou K est le projeté orthogonal

de F sur 2)

Et, pour M(z,y), HM * et FM
0

r—cC

Y

Donc MF =eMH < (z—c)® +y*> =e*(z—k)?

— 22(1 —e?) + 2z(ke? — ¢) +9? = k* — &2

(7.6)

e Sie # 1, on peut choisir O de sorte que ke? —c = 0 (on prend O le barycentre de (K, e?), (F,—1)).

Et ainsi k2e2 — ¢ = & — 2 = 5—2(1 —€?) (avec ¢ # 0 car sinon on aurait k = ¢ = 0 et donc F € 2)

e2

MF =eMH < z%(1 —¢e?) +y* = %k — &2

2 2 2
T Yy 5 C
= —+—"——=1Aveca” = —
a?  a?(1—e?) e2
2
Donc si e €]0, 1] on obtient une ellipse d’équation 2—2 + 4% =1

Son grand axe est Oz et on a les formules :
c c
a’ == v =a*(1—e?) =a* - ¢ et k=— =

2
Et si e €]1, +00], on obtient une hyperbole d’équation 2—2 —%H =1

Son axe transverse est Oz, et on a les formules :

at ==, ¥ =a??—1)=c*—ad? et k=S =

e Sie=1,on obtient MF = MH <= 2z(k —c) +y?>=k? - 2.

On choisit pour O le milieu de F' et K, on a alors k = —c et donc :
MF =MH «— y? =4cx
On obtient la parabole d’équation y? = 2pz avec p = 2¢, son axe est Oz

-,

Théorémes (2) Soit Z = (O, i j) un repere orthonormé de &2.

(7.7)

(7.10)

Théoréme (2.1) :

Soit & lellipse d’équation ﬁ—; + %—j =1laveca >1b

Alors il existe exactement un réel e €]0, 1] et deux couples (F, 2) constitués d’un point F' et d’une

droite 2 ne contenant pas F' de sorte que & = {M € &, MF =e x MH}.

On a alors le dessin :
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III. DEFINITION MONOFOCALE D’'UNE CONIQUE NON DEGENEREE ET AUTRE QU'UN

CHAPITRE 7. CONIQUES CERCLE
K’ K
9 9
et les formules :
A =a® - b e=2< (on a BF = a) (7.11)
a
2
Fl° 2:2=% (7.12)
0 c
_ 2
e 7 a=-L (7.13)
0 c
Vocabulaire :
On appelle e 'excentricité de Uellipse, F', F’ ses foyers, 2, &' ses directrices (on parle de directrice 2
associée a F')

Théoréme (2.2) :
Soit s ’hyperbole d’équation i—z — g—j =1.

Alors il existe exactement un réel e €]1, +m] et deux couples (F, 2) de sorte que :
H ={MeP MF=ex MH)} (7.14)

On a alors le dessin :

174 Z

et les formules :

& =a®+ b e=— (ona OB =bet OQ =c¢) (7.15)
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III. DEFINITION MONOFOCALE D’'UNE CONIQUE NON DEGENEREE ET AUTRE QU'UN

CERCLE CHAPITRE 7. CONIQUES
2
Fl° 2:2=% (7.16)
0 c
L[ —c , a?
F D r=—— (7.17)
0 c
Le vocabulaire est le méme que pour l’ellipse.

Théoréme (2.3) :
Soit C' la parabole d’équation y? = 2pz.
Alors il existe un couple (F, 2) de sorte que C ={M € &, MF = MH}

On a alors le dessin et les formules :

F

SR
S
&
I
|
|

(7.18)

On appelle F le foyer, et Z la directrice de la parabole.

Démonstration :

2

Soit & une ellipse (qui n’est pas un cercle) d’équation %y + g—j = 1 avec a > b dans un repere Z = (O, 0]

)

orthonormé.

Selon le théoréme 1, si un réel e et un couple (F, 2) conviennent, alors F' appartient & I'axe Oz, et

2 est orthogonale a cet axe :
F a donc des coordonnées du type (¢, 0), et 2 une équation de la forme x = k.

Mais, selon la démonstration du théoreme 1, I’'ensemble des M € &2 tels que M F = eM H coincidera

avec & si et seulement si :
2 2 _ 2 2 a
b =a” — c*, e =— et k=— (7.19)
c
Ce qui donne bien deux valeurs opposées de ¢, une valeur de e et une valeur de k pour chaque valeur de

C.

Pour les théoremes 2.2 et 2.3, on fait le méme raisonnement.
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CHAPINREDEFININIQNHSIFOCALE D’UNE CONIQUE A CENTRE (ELLIPSE OU HYPERBOLE)

IV Définition bifocale d’une conique a centre (ellipse ou hyperbole)

Théoréeme :
Soient F' et F’ deux points distincts, et soit a un réel tel que 2a > FF”.
Alors C ={M e P MF + MF' = 2a} est une ellipse de foyers F et F’ et de '2grand axe a.

Théoréme :
Soient F' et F’ deux points distincts, et soit a un réel tel que 0 < 2a < FF’.
Alors C ={M e Z,|MF — MF'| = 2a} est une hyperbole de foyers F' et F” et de 'Adistance aux

foyers a.

Démonstration (simultanée pour les deux théorémes) :

Soient F', F' distincts, et a un réel strictement positif. On note 2c = FF’.

1. Si a > ¢, on peut introduire ’ellipse & de foyers F, F’, de % grand axe a, et, pour tout M de &,
ona:MF+MF =e(MH+ MH') = eKK' = ¢22 = 2q

c

Si 0 < a < ¢, on peut introduire ’hyperbole .77 de foyers F', F’ et de “4distance aux sommets a, et
pour tout M e &, ona: MF — MF' =e(MH — MH') =e¢(+tKK') = +2a

(£ selon la branche)

Hl

@/

Ainsi, dans chaque cas, on a montré une premiere

inclusion (& < C, 52 < C).
2. Montrons maintenant ’autre inclusion :

Placons-nous dans un repére Z = (0,1, ) orthonormé de sorte que O soit le milieu de [F'F] et

FTF)' = 2¢i.
MPSI Mathématiques 9
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IV. DEFINITION BIFOCALE D’UNE CONIQUE A CENTRE (ELLIPSICBNHYRERBOIEYIQUES

Alors, pour tout M € & de coordonnées (z,y) dans ce repére :

—2 — — —
MF? - MF? =ME° — MF = (ME —MF)- (MF +MF)=FF-2M0 = —4cz  (7.20)
Et d’autre part, en désignant par €,&’ deux éléments quelconques de {—1,1} :
MF? — MF"? = (eMF)* — (€ MF”?) = eMF —&'MF')(eMF + & MF') (7.21)
Donc :
, y EMF + & MF' = 2a
eEMF 4+ eMF =24 =
eMF — ' MF' = =<
7.22
== eMF =a-— Ex ( )
a
— (z—c)’+9° = (a— 235)2
D’ou, apres simplification :
22 Y2
EMF +eMF' =204 — S+ 55 =1 (7.23)
a a? —c
Donc :
e Dans le cas a > ¢, en prenant ¢ = ¢’ = 1, on voit que MF + MF' =204 = M€ &.
e Et danslecasa < ¢, en prenant € = 1,&/ = —1 puise = —1,¢’ = 1, on voit que |MF — M F'| =

2a = M e 2.
Remarque :

Le théoréme 1 peut s’étendre au cas F' = F”, et on obtient alors un cercle (de rayon a)
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