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Chapitre 6 : Equations
différentielles

Dans tout ce qui suit, on parle de fonctions d’une variable réelle, & valeurs dans K = R ou C.
Résoudre une équation différentielle F(y',y,z) = 0 sur un intervalle I, c’est trouver les solutions
x +— f(x) définies et dérivables sur I, vérifiant Va € I, F(f'(z), f(x),z) = 0.

Les courbes représentatives des fonctions solutions s’appellent les courbes intégrales de I’équation.

I Equations différentielles linéaires du premier ordre

Généralités

Définition :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation du type a(x)y’ +b(z)y = c(x),
ou a, b, ¢ sont des fonctions, a n’étant pas la fonction nulle.

I étant un intervalle sur lequel a, b, ¢ sont définies, une fonction f est solution de cette équation sur I
lorsque f est définie et dérivable sur I et : Va € I, a(x)f'(x) + b(x) f(z) = c(z).
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Par exemple, la fonction z — e~z est solution sur R de 1’équation v’ + zy = 0.

Proposition :
L’ensemble des solutions sur un intervalle I de ’équation linéaire du premier ordre homogene : (H) :
a(x)y’ + b(xz)y = 0 est un sous-espace vectoriel du K-ev .7 (I,K) (éventuellement réduit a {0}).

Si équation différentielle linéaire du premier ordre compléte (E) : a(x)y’ + b(x)y = c¢(x) admet
une solution fy sur I, alors les solutions sur I de (E) sont exactement les fonctions f = fo + ¢, ¢

décrivant le K-ev des solutions sur I de (H)

Démonstration :
e On note H l’ensemble des solutions de (H). soient f,g € H, A € R.

On a, pour tout x € I :
a(z) f'(x) + b(x) f(z) =0 (6.1)
a(z)g'(z) + b(x)g(x) =0 (6.2)

soit, en multipliant par A : a(z)Ag'(z) + b(z)Ag(z) =0

En sommant les deux égalités obtenues, on obtient :

Vo e I a(z)(f'(x) + Ag'(z)) + b(z)(f(z) + Ag(x)) = 0 (6.3)
Soit :
Vo e I a(z)(f + Ag)'(x) + b(z)(f + Ag)(z) = 0 (6.4)
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I. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRESHNPHAREMIER QRAIAONS DIFFERENTIELLES

Donc f + Ag est solution de (H), donc f + Ag € H.

De plus, la fonction nulle est évidemment solution de (H).
Donc H est un sous-espace vectoriel de .# (I, K).
e Supposons que (E) admette une solution fy sur 1.
o Soit f une solution de (E).
On a alors, pour tout z € I :
a(@) (@) + b(@) (z) = o() et a(@) () + b(z) fo(w) = clz)
Done Va € I, a(z)(f" = fo)(x) + b(z)(f = fo)(x) = c(z) — c(z) = 0
Donc f — fo est solution de (H).
o Réciproquement, soit ¢ une solution de (H).

On a alors, pour tout x € I :

a(z)¢'(z) + b(x)p(z) =0 (6.5)
a(z) fo(z) + b(@) fo(z) = c(z) (6.6)

Donc, en sommant :
Vo e I,a(z)(fo + ¢) () + b(z)(fo + ¢)(2) = c(x) (6.7)

Donc fy + ¢ est solution de (F).

Résolution d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 sur

un intervalle « agréable »

Soit (H) : a(z)y + b(x)y = 0, on suppose que I est un intervalle sur lequel a et b sont continues, et
a ne s’annule pas sur I ; on va résoudre (H) sur I.
Etude :
Sur I, 'équation (H) s’écrit aussi (H) : ' = w(x)y, oit w est la fonction —2, définie et continue sur 1.
Soit G une primitive de w sur /. On remarque alors que ¢1: z — ¢ est solution de (H). (et aussi que
1 ne s’annule pas sur I)

Recherche des autres solutions :

Soit ¢ une fonction dérivable sur I. On peut introduire ¢, dérivable sur I, telle que ¢ = ¥y (on

peut prendre -2, puisque 7 ne s’annule pas et est dérivable sur I).

@1’
Alors Yz € I, ¢ (z) = ¢/ (x)p1(x) + Y (x)¢) (x). Or, ¢1 est solution de (H).
Donc Vz € I, ¢ (z) = w(z)p1(x)

Donc Vz € I,¢'(z) = ' (x)p1 () + ¥(z)w(x)p1 ().

Done ¢ solution de (H) <= Vz e I,¢(z) = w(@)p(z)
— Ve Ly (@)er (@) + w@h(e)e (@) = (@) @)
— Vre i/ (@)p(a) = 0 (6.8)
— VYael,¢/'(z) =0 (car ¢; ne s'annule pas sur I)

= JkeR,Vz e I,¢¥(x) =k (car I est un intervalle)

D’ou le théoréme :
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CHAPITRE 6. EQUATIONEQUAHERKN DIFEEIRENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Théoreme :
Soit (H) : a(x)y’ + b(x)y = 0 une équation linéaire du premier ordre homogene et soit I un intervalle

sur lequel a et b sont continues et a ne s’annule pas. Alors :

e Fn notant G une primitive quelconque sur I de —3, les solutions sur I de (H) sont les fonctions

de la forme z — \e¥®) X décrivant K.
e Si une solution de (H) sur I s’annule en un point, elle est nulle.

e Le K-ev des solutions de (H) sur I est de dimension 1, toute solution non nulle de (H) en constitue

donc une base.

Démonstration :

Le premier point découle de I’étude, les autres sont conséquences directes de ce premier point.

Cas particulier :

Equation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene (H) & coefficients constants :

Il s’agit d’une équation pour laquelle les fonctions a et b sont constantes, avec a # 0. Les solutions
(sur tout intervalle de R, et en particulier R) de I’équation différentielle ay’ + by = 0 sont les x — )\e*%“ﬂ
re K.

Recherche d’une solution particuliére a ’équation différentielle linéaire

du premier ordre compléte (F)

On doit chercher une solution particuliere de (E) : a(x)y’ + b(z)y = ¢(x)

Considérations diverses : Déja, il se peut que le contexte en donne une.
Dans certains cas, on peut voir tout de suite une solution, ou au moins la forme de la solution. Par
exemple, ’équation 3’ + 2y = 4 admet évidemment la solution particuliere y = cte = 2. On verra des

choses intéressantes a ce propos dans le paragraphe @ (qu’il faudra adapter & ce cas).

et ol a ne s’annule pas.

b(z)y =0
On cherche alors une solution f de (F) sous la forme f = Ap, ot A est une fonction dérivable. On

équivalences :

[ = X vérifie (E) <= Vx e I,a(x)(N(z)p(x) + Xz)¢' (x)) + b(z)A(x)p(z) = c(x)
= Voe La(@N(@)p() + Ma)(a(@)p! (@) + ba)e(z)) = e(2)

=0

«— Vzel,a(z)N(z)p(x) = c(z)

c
<= ) est une primitive de — sur [
ap

Meéthode de « variation de la constante » On se place sur un intervalle I ou a, b, ¢ sont continues

On connait une solution ¢, non nulle (et qui ne s’annule donc pas sur I), a 'équation (H) : a(x)y +

a les
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II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECO0HAORIFEES. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Conclusion

On peut énoncer le théoréeme suivant, a propos de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

compleéte (E) : a(z)y’ + b(z)y = ¢(z) sur un intervalle « agréable » :

Théoréme :
Soit (E) : a(z)y’ + b(x)y = c(z) une équation différentielle linéaire du premier ordre, et soit I un
intervalle sur lequel a, b, ¢ sont continues, et a ne s’annule pas. Alors :

e (E) admet une infinité de solutions sur I.

e Si 1 désigne une solution non nulle (donc ne s’annulant pas) de 1’équation homogene associée
(H), et si fo désigne une des solutions de (F), que 'on peut obtenir par la méthode de variation
de la constante, alors ’ensemble des solutions de (E) sur I est I'ensemble des fo+Ap1, A décrivant
K.

e Pour tout couple (xg,yo) de I x K| il existe une et une seule solution de (E) sur I qui prend la

valeur yg en xg.

Démonstration :
Démonstration du dernier tiret, avec les notations des tirets précédents :
Soit (zg,y0) € I x K.

yo—fo(zo)

Existence Une solution de (F) qui prend la valeur yo en g est f = fo + A1, en posant A = e

Unicité Si fi, fo sont deux solutions de (E) telles que f1(zg) = yo et f2(zo) = yo.
Déja, il existe A1, Ay € K tels que f1 = fo + A1 et fo = fo + A2pr.
Alors fi(20) = fo(zo) + A1p1(20) = Yo, f2(70) = fo(zo) + A2p1(70) = Yo-
Donc (A — A2)p1(zo) = 0. Comme ¢1(x0) # 0, on a alors A\; — Ay = 0, soit A\; = Ao, d’ou f1 = fo,

d’ou 'unicité.

11 Equations différentielles du second ordre

Généralités

Définition :
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation du type a(x)y”+b(x)y' +c(x)y

d(x), ou la fonction a n’est pas nulle.

Une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I est solution de cette équation sur I si et seulement

siVe e Ia(z)f"(z) + b(z) f'(z) + c(z) f(x) = d(x).

Comme dans le cas des équations différentielles linéaires d’ordre 1, on établit aisément :

Proposition :
L’ensemble des solutions sur un intervalle I de I’équation différentielle linéaire d’ordre 2 et homogene

(H) : a(z)y” +b(z)y + c(x)y = 0 est un sous-espace vectoriel du K-ev % (I,K) (éventuellement réduit

a {0})
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CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENEIPIIAESONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

Si équation linéaire du second ordre complete (E) : a(z)y” + b(z)y’ + ¢(x)y = d(x) admet une
solution sur I, alors les solutions sur I de (E) sont exactement les fonctions f = fo + ¢, ¢ décrivant

lespace vectoriel des solutions sur I de (H).

On va s’intéresser maintenant aux équations a coefficients constants, c’est-a-dire aux équations pour
lesquelles les fonctions a, b, ¢ sont constantes (avec a # 0). On aura donc & étudier une équation du
type : ay” 4+ by’ + cy = d(x), avec (a,b,¢) € K* x K x K. (le second membre n’est pas nécessairement

constant).

Résolution d’une équation linéaire homogeéne d’ordre 2 a coefficients

constants

Soit léquation (H) : ay” + by + cy = 0, avec a,b,c € K et a # 0. On fait la résolution sur un
intervalle I quelconque (mais infini), étant entendu qu’on cherche les solutions & valeurs dans K.

Par analogie avec ce qu’on a eu pour les équations du premier ordre, cherchons les solutions du type
x— e ourelk.

Lorsqu’on remplace dans I’équation, on a, apres simplification, I’équivalence :

x — e est solution de (H) <= r est solution de I'équation ax?® + bx + ¢ = 0.

Cette équation s’appelle I’équation caractéristique associée a I’équation différentielle (H). Suppo-
sons qu’elle admette dans K des solutions «, 8 (éventuellement confondues). Cherchons alors les autres
solutions de (H).

Soit f deux fois dérivable sur I, et soit h: © — f(z)e™*".

On note s = a+ 3, p = Ba.

On a les équivalences :

[ est solution de (H) <= a(f" —sf' +pf)=0 (— f"—sf +pf=0)
— (K" +2ah’ + o?h) — s(h' + ah) + ph =0
= h"+2ah' —sh' =0  (car a® —sa+p=0) (6.10)
— B = (8- a)h'
— IkeKVeel h(z)=kel 2

Ainsi, si @« = 3, on a donc :

f est solution de (H) «— JkeK,JueK,Vxe I,h(z) =kz+p (6.11)
«— JkeK, FJpeKVeel, f(x)=(kz+ pne*” .

Etsia# B,ona:

k
f est solution de (H) < ke K, JueK,Vrxe I, h(z) = Te(ﬂfo‘)x +u

—a (6.12)
— NeK IpeKVrel, f(z)= e’ + pe®

En prenant K = C, on a la proposition suivante :
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II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECO0HAORIFEES. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Proposition :
Soit (H) : ay” + by + cy = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients (complexes)
constants. Alors les solutions complexes de (H) sur I forment un C-ev de dimension 2.

Plus précisément, si on note (C) 1’équation az® + bxr +c¢ =0, on a :

1. si (C) admet deux racines distinctes «, 3, alors cet espace est engendré par les fonctions x — e**

et z— .

2. si (C) admet une racine double «, alors cet espace est engendré par les fonctions z — e“* et

T — xe®’.

Démonstration :
11 reste simplement & montrer que les deux familles sont libres (puisqu’on a déja montré qu’elles étaient
génératrices dans ’étude précédente).
On note fo: z — €%, fg:x — e fra: x> 2.
Soient Ay, As € C.
Si «, B sont distincts :
Supposons que Aq fo + A2 fg = 0.
Alors Vo € I, Ay fo(x) + A2 fs(x) = 0.
Si Ay #0, alors Vx € I,e** = i—feﬂx.
Soit Va € I,el@=Fr — i—f, ce qui est impossible (car a # (3 et I est infini).
Donc A\; = 0, d’olt Ay = 0 (car sinon Yz € I,e5% = 0)
Si (C) admet une racine double « :
Supposons que A1 fo + Ao fra =0
Alors Va € I, \1e** 4+ Aoxe®® =0
Donc Vx e I, A1 + Moz =0
Donc A2 =0 (car sinon Vz € [,z = —%, ce qui est faux car I est infini)
D’ou A\ = 0.
Donc les deux familles sont libres.

L’une d’elles forme donc selon le cas une base de I'ensemble des solutions de (H).

Proposition (Avec K = R maintenant) :
Soit (H) : ay” + by’ + cy = 0 une équation linéaire du second ordre & coefficients (réels) constants.
Alors les solutions réelles de (H) forment un R-ev de dimension 2.
Plus précisément, si on note (C) I'équation ax? + bx + ¢ =0, on a :
1. si (C) admet deux racines réelles distinctes «, 3, alors cet espace est engendré par les fonctions

x— e et x — 7.

2. si (C) admet une racine (réelle) double «, alors cet espace est engendré par les fonctions x — e**

et  — xe®”.

3. si (C) admet deux racines complexes non réelles conjuguées u + iw et u — iw, alors cet espace est

engendré par les fonctions z — e“* cos(wz) et = — €“* sin(wx).

Démonstration :

Les deux premiers points résultent de la proposition précédente. Pour le troisiéme :
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CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENEIPIIAESONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

Déja, le C-ev Si (I, C) des solutions complexes de (H) est de dimension 2, de base £ constituée des
fonctions fo: x +— ™ et fg: x — €*. La famille des fonctions f = $(fatf8) et g = 55(fa—fs) est donc
aussi une base de Sy (I,C) (puisqu’elle est libre...) donc Sg(I,C) est aussi 'ensemble des Af + pg, A et
u décrivant C. Or, f est, par construction, la fonction z — e“* cos(wz) et g la fonction z — e"* sin(wax).

Comme ces deux fonctions sont & valeurs réelles, une solution Af + pug de (H) est & valeurs réelles si
et seulement si A et p sont réels. (la partie imaginaire de Af + ug est Im(A) f + Im(u)g, qui n’est nulle
que si Im(A\) = Im(p) = 0, puisque (f, g) est libre).

Ainsi, 'ensemble Spr(I,R) des solutions réelles de (H) sur I est 'ensemble des A\f + pg, A et u
décrivant R.

Donc Sy (I,R) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 du R-ev #(I,K) (la famille (f,g) est
évidemment toujours libre dans le R-ev .Z (I, K))

Remarque :
e Dans le troisiéme cas, I'ensemble des solution réelles de (H) sur I est ainsi 'ensemble des fonctions
x — " (A cos(wx)+psin(wx)), A, p € R, mais aussi celui des fonctions « — re*” cos(wz+¢), (r, ¢) €
R4 x [0,27]
e Dans les deux cas (réels et complexes), les solutions sur I se prolongent toutes en des solutions de
R.

Recherche d’une solution particuliere d’une équation linéaire d’ordre 2

a coefficients constants

Dans ce qui suit, a, b, ¢ sont des éléments de K, avec a # 0.

1) Considérations générales

e Si f1 est solution de ay” 4+ by’ + cy = dy(z), et si fo est solution de ay” + by’ + cy = da(z) alors,
pour tous scalaires A, u, Af1 + pufo est solution de ay” + by’ + cy = Ad1(x) + pda(x).

e Si a, b, ¢ sont réels, et si f est une solution complexe de ay” + by’ + cy = d(z), alors f est une

solution de ay” + by’ + cy = d(x), Re f une solution de ay” + by’ + cy = Re(d(z)) et Im f une
solution de ay” 4+ by’ + cy = Im(d(z)).

2) Second membre polynomial

Si @ est un polynome de degré n, alors ’équation ay” + by’ + cy = Q(x) admet, sur R, une solution
polynomiale de degré nsic# 0, n+1sic=0etb#0,n+2sib=c=0.
En effet : L’application ¢: P — aP” + bP’ + cP de K[X] dans lui-méme est linéaire...

e Sic#0,il est clair que ¢ conserve les degrés, donc ker ¢ = {0} et p(K,[X]) est inclus dans K,,[X].
Donc ¢ constitue une bijection de K, [X] dans lui-méme, d’ou l'existence de P de degré n tel que
o(P) = Q, c’est-a-dire tel que z — P(x) soit solution de 1’équation.

e Sic# 0etb#0,il est clair que ¢ abaisse « d'un cran » les degrés, donc ker p = Ko[X] et
©(K,,4+1[X]) est inclus dans K,,[X], donc, d’apres le théoréme noyau — image, (K, +1[X]) = K,[X].
Il existe donc P de degré n+1 tel que p(P) = Q. (mais non unique, contrairement au cas précédent ;

a une « constante additive » prés en fait)
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e Sib=c=0:lexistence de P est évidente.

3) Second membre polynéme fois exponentielle

Si Q est un polynéme de degré n, alors 'équation ay” +by’ +cy = Q(x)e® admet une solution du type
fix— P(x)e)‘””7 oul P est un polyndéme de degré n si A n’est pas solution de ’équation caractéristique,
sinon de degré n 4+ 1, ou méme n + 2 lorsque A est racine simple/double de 1’équation caractéristique.

En effet, on a les équivalences (en notant (E) I’équation différentielle) :

f est solution de (E) <= Vz € R, a(P"(x)e’ + 2\P'(z)e*® + N2 P(z)e®)+
b(P'(z)e™* + AP(x)er) + cP(x)e* = Q(z)e™® (6.13)
«— VzeR,aP"(z) + (2Xa + b)P'(x) + (a\? + bA + ¢)P(z) = Q(x)

donc f est solution de (E) <= 1z — P(x) est solution de ay” + By + vy = Q(z) ot B = 2a\ + b,
v =a\ + b\ +c

On est donc ramené au cas du ) avec comme équation caractéristique ax? + Sz + v = 0, et v n’est
nul que si A est racine au moins simple de I'équation az? 4+ bx + ¢ = 0, et 3 n’est nul que si A est racine

double de cette méme équation (alors A = —%)

4) Cas réel, second membre polyndme fois exponentielle fois sin ou cos

Pour les équations : ay” + by’ + cy = Q(z)e** cos(wx) ou ay” + by’ + cy = Q(x)e’* sin(wx), ol tout
le monde est réel, il suffit de prendre une solution réelle ou imaginaire d’une solution de ay” + by’ +cy =
Q(x)e()\+iw)x
Remarque :

Toutes ces considérations valent aussi, aprés adaptation, pour les équations différentielles linéaires d’ordre

1 a coefficients constants.

IIT Autres équations différentielles

En général, on ne sait pas faire, ou plutot on ne peut pas faire la résolution d’une équation différentielle

avec des fonctions usuelles.

Equations différentielles a variables séparables Une équation différentielle du type ' f(y) = g(x)
« se résout » en F(y) = G(x) + cte, ou F' et G sont une primitive respectivement de f et g.

Reste alors a « inverser » F' pour obtenir pour obtenir y en fonction de z...
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