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Chapitre 3 : Propriétés de
I’intégrale sur un segment d’une
fonction continue par morceaux

Notations, Remarques :
e Toutes les fonctions considérées sont & valeurs dans R.
e Soit S un segment de R.
Soit f: I — R, continue par morceaux (noté parfois ¢.p.m.)
Alors f est continue par morceaux sur tout segment contenu dans S (évident).

Pour a, b de I, on note :
) S[mb] f sia<b

—S[ab]f sia>b

I Premiéres propriétés

Ici, a et b désignent deux réels quelconques

A ) Positivité

Proposition :
Soit f continue par morceaux sur [a,b], avec a < b.

Si f = 0 sur [a, b], alors SZ f=o.

Démonstration :
La fonction nulle appartient & &~ (f).
Or, par définition, SZ f=sup {Sz 0, Q€ é””*(f)}. Donc SZ f= SZO =0.

Proposition :

Soient fi, fo continues par morceaux sur un segment [a, b, et A € R.
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION

I. PREMIERES PROPRIETES CONTINUE PAR MORCEAUX
Alors :
b b b
[them={n+| n (3.2)
a b a b a
J >\f1=)\J f1 (3.3)

b
Autrement dit, application f +— | f, définie sur I’ensemble des fonctions continues sur [a,b], est

D

linéaire (rappel : cet ensemble est un sev de .F ([a, b],R)).

Démonstration :

e Danslecasa > b

o Preuve de (@) Soit £ > 0
1l existe p1 € &7 (f1) et 1 € ET(f1) telles que :

(Lbf1> _5<Lb¢1<Lbf1<Lb¢1< (Lbﬁ) +€ (3.4)
Lb f1 = sup {Lb%@ c g(fl)} (3.5)

Donc (SZ fl) — € n’est pas un majorant de sup {SZ P, pE é?*(fl)}. 11 existe donc 1 € £~ (f1)
tel que (S: fl) —e< SZ 01

Et comme Ss f1 est un majorant de cet ensemble, on a SZ p1 < SZ fi

En effet :

Mais, par ailleurs, SZ fi= inf{Sz e & (fl)} Donc en raisonnant de la méme facon, on

trouve les deux derniéres inégalités de (@)

De méme, il existe @2 € & (fa) et 1 € ET(f2) telles que :

(Lbf2> —EéthpzéLbfziLb%é (ijg) +e (3.6)

En sommant (@) et (@), on obtient alors :

Lbf1+Lbfg—2€<Lb<p1+Lb<pg <Lbf1+ff2 <wa1+wa2 <Lbf1+ff2+25 (3.7)

Par ailleurs :

1 + o est une fonction en escalier, et 1 + o < f1 + fo
Donc ¢1 + w2 € & (f1 + f2).

De méme, 1 + 1y € E(f1 + f2)

Donc

b b b
f (1 +¢2) < f (fo+fo) < f (1 + ) (3.8)

a

En effet, SZ(fl + f2) est la borne supérieure de l’ensemble des SZ ppour ¢ € E(f1+ f2) et la
borne inférieure de I’ensemble des SZ W pour P € ET(f1+ f2).

Or, comme @; + 2 est une fonction en escaliers, Ss(gal + o) = SZ o1 + Sz 2.
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
CONTINUE PAR MORCEAUX I. PREMIERES PROPRIETES

11 résulte alors de (@) et (@) que

Lb(fl + f2) — Lbfl - Lbe

Enfin, comme c’est valable pour tout ¢, on obtient, en le faisant tendre vers O :

<4de (3.9)

fm+m=fh+fﬁ (3.10)

Remarque :

Seule I'intégrabilité a ici été utilisée.
o Preuve de (@)

— Premier cas : A > 0

Avec les mémes notations que précédemment :

(Lb f1> &S Lbsm < Lb f1< wal < <Lb f1> +e (3.11)

Dot Af) fi —Ae <AL o1 AT fL S AT <AL fi 4 Ae
Par ailleurs, Ap; et A1 sont en escalier et Ap; < Af) < A\
Donc Ap1 € & (Af1) et Mpp € ET(Af1)

Donc §! g1 < VA f1 < {0 An

Il en résulte que :

SZ Afi—=A SZ fl‘ < 2¢ d’ou le résultat cherché en faisant tendre ¢ vers 0.
— Deuxieme cas : A < 0, la démonstration est analogue en « retournant » les inégalités.
e Le cas ot a = b est immédiat.

e Le cas ou a > b peut étre traité en écrivant les résultats montrés pour le cas ou a < b et en

multipliant les inégalités par —1.

Additivité par rapport aux intervalles, théoreme de Chasles

Théoréme :

Soit S un segment de R, et f une fonction définie sur S.

ff:ff+ff (3.12)

Alors, pour tous a, b, cde S, on a :

Démonstration :
e Premier cas:sia<c<b
Soit € > 0.
On note & (f) et &*(f) les ensembles des fonctions ¢ et ¢ en escalier sur [a, b] telles que ¢ < f < @

On introduit alors p € &~ (f) et ¥ € ET(f) telles que :

(Lbf>—s<f<p<ff<fw<(Lbf>+s (3.13)
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION

II. MAJORATIONS, MINORATIONS D’INTEGRALES

CONTINUE PAR MORCEAUX

On a alors : S(clgp < S;f < SZ¢
En effet, o)[4,q est en escalier sur [a, ]

Et ¥j[a,q < fila,q

D’ot, d’apres la définition de §° f, §* ¢ < ° f, et, de méme, on montre la deuxiéme inégalité.

De méme, on a aussi : SIZSD < Sl:f < Sf_w

Ainsi, en sommant (et en prenant en compte les propriétés des fonctions en escalier) : SZ(p <
c b b
Saf+5cf<fav
On montre ensuite le résultat de la méme maniére que dans les autres théoremes.
e Pour les autres cas, on montre aisément le résultat grace a celui-ci, par exemple :
o Sia=0b< ¢, immédiat...
oSib<a<calors § f=0f+§f
- . b b
Dot i f =5, f =5, frsoit §o f =5, f+ 5.1
Croissance
Théoréme :
Si f, g sont continues par morceaux sur [a,b] avec a < b, et si f < g, alors :
b b
f f< J g (3.14)
a a
La démonstration est immédiate en utilisant la linéarité et la positivité.
IT Majorations, minorations d’intégrales
Théoréme :
Soit f continue par morceaux sur un segment [a, b], avec a < b.
(Alors f est bornée sur [a,b]).
Ona:
b
(b—a)infféf f<(b—a)supf (3.15)
a
b b
[ <[ (3.16)
a a

Démonstration (cas ol a = b évident) :

. () inf f < f < sup f, donc, par croissance (puisque a < b) :

Sz inf f < SZ f< Sz sup f, d’on I'inégalité (puisque inf f et sup f sont constantes)

o (B.1d) Ona: —|f| < f < |f| Donc § —|f| < §.f < §oIf, soit —§ || < S0 f < S IfI, dou le

résultat (on utilise le fait que si —A < X < A4, alors | X| < A)
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CONTINUE PAR MORCEAUX MORCEAUX

Conséquence :

Si f et g sont continues par morceaux sur [a,b] avec a < b :

b
ol < f f@)ldo < (b-a) _inf 1) (317)
o< [Crwalar < s o) [ 1) (318)
z€[a,b)

Pour la derniere inégalité, on a en effet : Va € [a, 0], [ f(2)g(x)] < supsepq ) [9(t)] % | f(2)], et la croissance

de l'intégrale.

Remarque a propos de la croissance
e La théorie, c'est f < g = SZ f< Sz qg.
e En pratique, on utilise : (Vz € [a,0], f(z) < g(z)) = SZ f(z)dx < SZg(x) dz

On dit « intégrer une inégalité »

Dans les cas ol a > b, en pratique, on « retourne » S f( =— Sb

Il peut cependant étre utile de savoir que ‘S flx dm‘ |dx' (méme quand a > b)

11T Considérations a propos de l’intégrale des fonctions continues

par morceaux

Proposition :
Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a,b] qui ne différent que sur un nombre fini

de points, alors SZ f= Szg.

Démonstration :
f — g est une fonction en escalier dont 'intégrale est évidemment nulle. (car sa valeur constante sur

chaque intervalle ouvert d’une subdivision subordonnée est nulle).

Etude :
Soit f continue par morceaux sur [a,b] (et non continue)

Soit o = (zg,x1,...T,) une subdivision subordonnée a f.

On sait quz pour t01117t i € [1,n], on peut introduire f;, prolongement par continuité de wir il @
[Ti—1, 24].

Alors SJT f= S% .

DOHCS f=3 1&“ lf e 1511 )

Ce qui ramene l'intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un segment a une somme d’in-

tégrales de fonctions continues sur des segments.

IV Positivité stricte
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
V. INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARTZ POUR LES INTEGRAIBSNTINUE PAR MORCEAUX

Théoreme :
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] avec a < b.

Si f est positive et non identiquement nulle, alors SZ f>0

Remarque :

c’est faux pour une fonction continue par morceaux et non continue.

Démonstration :
On se place dans les hypotheéses du théoreme : il existe alors ¢ € [a, b] tel que f(c) > 0.

Comme f est continue en c, il existe a > 0 tel que :

Vee [a,b]n[c—a,c+q] ,f(x))@ (3.19)

segment du type [¢/, "]

aveca<c <c’' <b

— [
=0 >(c"—c) f(26)>0

c” b
AlorsSZf:J f+ Jf +Jf>0
=0

V Inégalité de Cauchy—Schwartz pour les intégrales

Dans cette section, a et b sont deux réels tels que a < b

Un produit scalaire sur C°([a,b],R)

(Rappel : C%([a,b] ,R) est un R-ev)

Proposition :
L’application C°([a,b],R) x C°([a,b],R) — R est un produit scalaire.
b
(fr9) — J fxg
Démonstration :

e Pour tous f, f',9,9' € C°([a,b] ,R) et A\e R, on a :

Lbf(ng/\g') = Lbfg+Afg’—Lbfg+ALbfg’ (3.20)

et
b b b b
J (F+Af)g = f Fg4 Mg = f g+ A f fg (3.21)
D’ou la bilinéarité.

e Pour tous f,g € C%[a,b],R), on a :

Lb fg= Lb 9f (3:22)

D’ou la symétrie.
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
CONTINUE PAR MORCEAUX VI. SOMMES DE RIEMANN

e Pour tout f € C°%([a,b],R), on a :
SZ 2 =0 car Vz[a,b], f(z)? = 0 (d’ou la positivité)
Si Sz f? =0, alors f2 = 0 (positivité stricte puisque f? est positive et continue)
Dou f=0

L’application est donc bien définie—positive.

B) Conséquence : inégalité de Cauchy—Schwartz

Conséquence :

Pour tous f,g € C%([a,b],R), on a :

([ra) <[ 7n] s 529
Lb fa| < \/F X \/E (3.24)

Variante :

VI Sommes de Riemann

Dans ce paragraphe, a et b désignent deux réels, avec a < b.

A) Le théoréme

Définition :

Soit f continue sur [a,b], et ¢ = (ag, - . .a,) une subdivision de [a, b].

Une somme de Riemann attachée g f et ?7, c’est une somme du type :

Stow = 2peqlar — ag—1)f(xk), ot © = (21,...2,) est une famille de points de [a,b] telle que Vk €

[1,n], z € [ag—1, ak].

Visualisation

f(z1) x (a1 — ao)
\ ~

NNWZAAN

1 €2 x3 Ty
a ay az as b

Théoréme :

Soit f continue sur [a, b].
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
VI. SOMMES DE RIEMANN CONTINUE PAR MORCEAUX

Soit € > 0.
Alors il existe a > 0 tel que, pour toute subdivision ¢ de pas inférieur a « et toute somme de
Riemann S attachée a f et o, |S — Sg fl<e.

(Le pas d'une subdivision o = (ao, . ..ay) est la valeur de max;epi,,(a; — ai—1))

Démonstration :
Soit € > 0.

On introduit alors a > 0 tel que Vz,2’ € [a,b], (Jz —2'| <a = |f(z) — f(2')] <é&) (ce qui est
possible car f est continue sur le segment [a, b], donc elle y est uniformément continue)

Soit o = (ag, - . . a) une subdivision de pas inférieur & a.

Pour chaqge ke EL n], on prend xy, € [a;_1, a;

Soit alors S = >'_, (ax — ar—1) f(zk)

Soit k € [1,n]. On a :

[ @ @-a

ar—1

) (3.25)
(@)del < [ 1)~ ] do
Pour tout x € [ag—1,ax], on a |f(z) — f(ag)| < e pulsque |v —zk| <ap —ak—1 <
Donc (z)dz — (ax — ag—1) f(x k)’ <V, cdz = (ar — ag-1)e
De plus, on a :
x)dx—S‘— ZJ r)dz — Zak_ak 1) f (k)
k=1 k=1
; (3.26)
> ( z)dz — (a k—ak—l)f(ifk))‘

[ r@ar— -

ar—1

n
<

z)dx — S

Z ay —ag—1)e = (b—a)e (3.27)
k=1

Cas particulier : les sommes S, s,, M,

Soit f continue sur [a, b]

On note :
n
b—a b—a
Sp = f (a +k > (3.28)
n
k=1

C’est-a-dire :

On prend pour o la subdivision réguliére de [a,b] en n segments, et, en notant ¢ = (ag, . ..ay), on

prend les x, = ag

sn:ib;af(a—i—(k—

k=1

a) _ ni:l b
k=0

Oy (a—&-kzb;a) (3.29)

(Méme subdivision, mais x; = ag_1)
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
SOMMES DE RIEMANN

CONTINUE PAR MORCEAUX

(3.30)

Théoréme :

Les suites (Sy,), (sn), (M,,) convergent, vers SZ f

Démonstration :
Soit € > 0, soit & > 0 comme dans le théoréme précédent.

. b—
Soit N € N* tel que *F* < «

Alors, pour tout n € N tel que n = N, la subdivision réguliére de [a,b] en n parties est de pas

b—a

n

< «a, donc

Sn_SZf’<5

Ainsi, Ve > 0,3IN € N*, Vn > N,

Sy — SZ f ‘ <e

(pour les autres suites remplacer simplement s,,)
Exemple :
Up = D2 py Tluc (pour k = 1). Montrer que (u,) converge.

On a, pour tout n € N* :

“n:%Zzzlli%:%ZZL:lf(%) avec f:[0,1] — R

x >

1

1+2x

Les % sont les points de la subdivision réguliere de [0, 1] en n parties : on reconnait alors une somme

de Riemann :

1 & k
S'rL:n];lf(n)

1

f étant continue sur [0, 1], u,, tend vers f f lorsque n tend vers +oo.

0
—

In2

Retour aux sommes de Riemann générales

(3.31)

Majoration de ’erreur quand f est lipschitzienne On suppose ici 'existence de M € R tel que :

Vz,x' € [a,b],|f(x) — f(z")| < M|z — 2|

Soit S une somme de Riemann attachée & f et ¢ = (ag,...a,) avec le choix z = (z1,...

points zy, € [ag—1,ax] . Majorons |SZ f=5

(3.32)

Zp) des
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
VI. SOMMES DE RIEMANN CONTINUE PAR MORCEAUX

En reprenant la démonstration du @ :

fak f(x)dx — (ar — ak—1) f(zk)

Ak—1 ap—1
ak
<M | — xg| da
ak—1
ax (3.33)
< Mf (ag — ag—1) dx
ak—1

Ot on a noté § le pas de la subdivision.

Ainsi, en continuant la démonstration comme au |A) :

< nMé? (3.34)

Ou, lorsque la subdivision est réguliere :

na)2 (3.35)

fbfs <n=

Remarque sur la méthode des trapézes

Prendre (S,,) ou (s,) comme approximation de SZ f, c’est appliquer la méthode des rectangles. (pour
(M,,) aussi)

Prendre (S"%) comme approximation de SZ f s’appelle appliquer la méthode des trapezes :

Cas ou f est monotone (et toujours continue)

Supposons [ croissante ; alors, en notant toujours (ao,...a,) la subdivision réguliére de [a,b] en n

parties : YV € [ag—1,ax], f(ar—1) < f(x) < f(ax)

Donc
Qg (¢33 Qg
J flag—1)dx < J f(z)dx < J flag) dz (3.36)
ag—1 ap—1 ak—1
—_— (N —
(ap—ak—1)f(ar-1) (ax—ag—1)f(ar)

D’ou, en sommant :
Sn S f f < (337)

Il en est de méme quand f est décroissante (en retournant les inégalités)
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
CONTINUE PAR VIORUEBEXR MOYENNE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

Application :

b
J [ = Sn| <[Sn — sl (3.38)
b
f [ =80 <|Sn — sn (3.39)
b—a « b—a'S b—a
Sp — p = > flaw) = > flaw) = (f(b) = f(a)) (3.40)
[ " o "

s . . . N -1 N ¢l gz
Exemple numérique Donner une approximation a 2 x 107" pres de I = | g el

0] te f: .
n note f x—>1+x4

f est décroissante. Donc S, < I < s,

sn =S, =—(f(0) = f(1)) = — (3.41)

n 2n

On encadre I par S, et s, avec n tel que 2% <2 x107!; on prend ainsi n = 3.

55 = % <f(0) + f(%) + f(§)> —094... (3.42)
Sy = s5 — é = 0.77... (3.43)

Dou 0.77 < I <0.95
Donc I ~ 0.85 &4 10! pres

oul~0.84a2x10""! pres.

Remarque

La théorie parle de S,, = I’_T“ S f(a+ kb_T“) pour f continue sur [a, b].
En pratique, on reconnait le plus souvent % P @(%) ol ¢ est continue sur [0, 1].

Et, en effet, =237 | f(a+k2=2) = (b—a) x 377, (&) avec :

n

©:[0,1] — R (3.44)

VII Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment

Soit f: [a,b] — R, continue, avec a < b.
b

Lf(t)dt

1

On définit la valeur moyenne de f sur [a,b] : ;= §
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CHAPITRE 3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION
VII. VALEUR MOYENNE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UNGRGWENIPAR MORCEAUX

Explication

A\

a b

La valeur moyenne h de f sur [a, b] est le réel h tel que I'aire hachurée soit 1’aire correspondante pour
la fonction constante égale a h. Ou :

Soit (ag, - ..a,) la subdivision réguliére de [a, b]. Moyenne arithmétique des f(a;),i € [1,n] :

f(a1)+f(a2)+--~+f(an): 1 xb;aZf(ak) (3.45)

n b—a

tend vers SZ f(¥)dt
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