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Chapitre 17 : R-ev euclidien orienté
de dimension 3

I Préliminaires

FE est un R-ev euclidien orienté de dimension 3.

Brefs rappels

e Les formes linéaires sur F sont exactement les Z — a - Z.
e Les plans sont les hyperplans de F, admettent une équation du type az + by + cz = 0, avec
(a,b,c) # (0,0,0), dans toute base.

a

Si # est une base orthonormale, et si P : az + by + cz = 0 dans %, alors 7 | b | (signifie : 7 de
c

a
colonne de composantes | b | dans %) est normal & P.

c
Si 4 est un vecteur de F, de composantes (xg, yo, 2z0) dans 2, et p le projecteur orthogonal sur P :

@ = p(id) + M, ol A = ﬁ (17.1)

. |@- 7|  |axo + byo + czo|
d(u, P) = = 17.2
@R =G = Verrre (172)

Orientation induite

Soit P un plan de E, 7 un vecteur normal & P (non nul) :

Lemme :
Soient #Bp = (4, V), Bp = (¥',V") deux bases de P.
—

Alors detg, %ip = det(g’{;) (a',v") = det(a,g’ﬁ) (u', v, 1)

((u,v,1) et (&@',7,7) sont bien des bases de F)
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II. PRODUIT VECTORIEL CHAPITRE 17. R-EV EUCLIDIEN ORIENTE DE DIMENSION 3

o
En effet, si la matrice de (@', ¢") dans (@, ¥) est 7 , alors la matrice de (@', 7", 7) dans (@, ¥, 1)
]

a 0
est | 0
1

0 0
Il en résulte qu’'on peut définir une orientation sur P de sorte que, étant donnée une base (i, ¥) de P :
(i, U) est une base directe de P <= (u, ¥, ) est une base directe de E.

Cette orientation s’appelle 'orientation induite sur P par 7.

Angle non orienté

L’angle non orienté de deux vecteurs @, ¥ non nuls, c’est 'unique « € [0, 7] tel que cosa = H;H.H%H

(définition valable en toute dimension)

Remarque :

Si P est un plan orienté contenant #, v, et si 6 est l'angle orienté (@) dans le plan, alors § = +a

mod 27, puisque cos a = cos @

II Produit vectoriel

Proposition, définition

Proposition, définition :

Soient i, v € F.

- =

Alors il existe un et un seul vecteur @ € F tel que VZ € E, det(d, ¥, %) = W - Z.

s > — —

Ce vecteur W est noté u A ¥, et s’appelle le produit vectoriel de @ et v.

—

Ainsi, @ A U est caractérisé par VZ € E, det(d, U, %) = (4 A U) - Z.

Démonstration :

—

En effet : &: det(@, v, & —) est une forme linéaire (car det est une application 3-linéaire)

1l existe donc un unique @ € E tel que cette forme linéaire soit Z: W - ¥ —.

Composantes en base orthonormeée directe

-

Soit Z = (i, ], k) une base orthonormée directe de E.

a a’
Soient @ | b |,0 | & |. Recherche des composantes de 4 A ¥ :
¢ d
x

Soit .’fEE,f Y

z
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L L b v a da a a o
Alors det(@, U, %) = dety(u, 7, %) = x -y +z =0 - Z,
c c b v
b’ — b’
Ou | ca’ — ac
ab’ — ba’
Ainsi : VZ € Edet(d,0,%) =W - &
Donc w=4 A v
b’ — b’
Ainsi, @ AT | cd’ — ac’
ab’ — ba’
Propriétés diverses
o Si A= (;, 7, Ig) est une base orthonormale de E, alors i A j = k.
a 1 a
En effet : 11 suffit de reprendre la formule précédente avec | b | = |0 | et | &
c 0 d

e Si @, ¥ sont orthogonaux et de norme 1, alors @ A ¥ est le vecteur tel que la base (@, ¥

orthonormée directe.
e L’application: Ex E — FE est 2-linéaire alternée :
(0,7) — UAT
o Linéarité par rapport a la premiere variable :

Soit e F. On a:

det (i + A, 5, %) = ((@ + \@) A 0) &
[

et
det(ii + M7, 7, 7) = det(i, 7, 7) + A det (i, 7, )
=(W@A0)-Z+NE' AD)-T

= (@A T)+NT@ AT T

N

@
¢ Linéarité par rapport a la deuxieme variable : idem

o Alternée :

Pour tout # € F, det(@,4,Z) =0=0-Z.
Donc 0 =4 A u.
e Plus précisément, on a I’équivalence :

—

(@,7) est libre < @AT#0

En effet : Si (@, ) est liée, alors @ A ¥ = 0 car alors Vi € E, det(@,7,Z) =0=0-
Si (u, V) est libre, on peut la compléter en une base (@, ¥, W) de E.

Alors det(w, ¥, %) = (@ A ) - @ # 0, donc @ A T # 0

e UnUliuetd At LV

Z.

0
(1
0
U, U A

—

) soit

(17.3)

(17.4)

(17.5)
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En effet :
(@ A D) -4 = det(d,v,4) =

7 0
(17.6)
7,7) =0

(i A7) -7 = det(i,

e Si 4,7 sont indépendants, alors (i, ¥, A U) forme une base directe de E (non nécessairement

orthonormée)

En effet :
det(d, 0,4 A V) = (@ A V) (T A V) >0, (17.7)

car u AU #0

Produit vectoriel, angles

—

Soient u, v € E\{0}. Soit P un plan contenant @, v (Vect(i, ¥)) lorsque les deux vecteurs sont indé-

pendants). Soit 1 un vecteur unitaire sur P+.
On oriente P avec l'orientation induite par .

Soit 6 'angle orienté (@;v) dans P.
Ainsi, \%H = cos QH%H + sin6d’, ou 4’ est tel que (ﬁ,ﬁ’) soit une base orthonormée directe de P,

c’est-a-dire que (ﬁ, a, w) est une base orthonormée directe de E. (Remarque : @' = o A H%I)

En faisant le produit vectoriel par H%H’ on obtient :

l_, A L_, = sin@i_, A U = sin 60 (17.8)
lal |17 ]

Donc, par linéarité du produit vectoriel :

A U= |d]v] sin 0w (17.9)
Ainsi :
|@ A U = |[@]| 0] sin 6] = ||| 7] sin e, odt cx est I'angle non orienté entre 4 et v\
Donc, si @ AT # 0 : @ A T = |d]|7]sina “n 11 (' est le vecteur unitaire sur P tel que (i, ¥, ')

|@ A

i

est une base directe).

111 Etude de O(E) et Os.

Deux lemmes

Soit f e O(E).
Alors Papplication z: det(f — zIdg) —est polynomiale de degré 3 :
Si A = mat(f, ) = (a;,;) ol A est une base quelconque :

a1 — a1,2 a1,3
det(f —zldp) =det(A —zl3) =| ag, 22— a3 (17.10)
as,1 as,2 ass —

(Rappel : c’est le polynome caractéristique de f).
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Ce polynoéme posséde donc au moins une racine réelle A (puisque la fonction tend vers +00 en —oo
et vers —oo en 400, et elle est continue)

Alors det(f — AIdg) = 0. Donc f — AIdg n’est pas injective.

Donc ker(f — AIdg) # {0}.

Il existe donc u € E\{0} tel que f(u) = Au.

Mais f € O(E). Donc Yu € E, | f(u)|| = |ul.

Donc A = +1.
Lemme (1) :
L’un au moins des deux espaces ker(f — Idg) ou ker(f + Idg) n’est pas réduit a {0}. (ker(f —Idg) est
appelé Pespace des vecteurs invariants, ker(f 4+ Idg) celui des vecteurs retournés)
Lemme (2) :

Soit f € O(E). Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors F'* est aussi stable par f.

Démonstration :
Soit F stable par f, c’est-a-dire Vu € F, f(u) € F (ou f(F) c F)

Comme f est un automorphisme, on a en fait f(F) = F, car f(F) est de méme dimension (finie)
que F'.

Soit v € F+. Soit w e F. Alors w = f(u), on u e F.

Donc f(v)-w= f(v)- f(u) =v-u=0 (carve F+ et ue F donc u L v)

Ainsi, Yw € F, f(v) -w = 0. Donc f(v) € F*. Dot la stabilité.

Classification des éléments de O(FE) selon la dimension de ’espace des

invariants

Soit f e O(E), F =ker(f —Idg).
1" cas : dim F' = 3. Alors f = Idg. (Inversement, Idg € O(F))
2%me cas : dim F' = 2. Alors la droite D = F* est stable par f. fip constitue donc une isométrie
de D, et sans vecteur invariant autre que 0 (puisque l’ensemble des vecteurs invariants est F', et
FnFt=FnD={0}). Donc fip = £1dp (les seules isométries d'un espace de dimension 1 sont

Idp et —Idp). Comme seul 0 est invariant, Jip = —Idp. Inversement, les réflexions sont bien dans

O(E) (et méme O(E)\SO(E)).

FL

3éme a5 : dim F = 1.

Soit P = F*; P est stable par f, et Jip constitue une isométrie vectorielle de P, sans vecteur
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invariant autre que 0 (méme raison que précédemment). fip est donc une rotation d’angle non nul)

Si on se donne un vecteur unitaire k sur F, et i, j (dans P) tels que (;, 7 E) est une base orthonormée

directe de F, si on note 6 I'angle de la rotation f|p du plan P orienté par (;, 5) (c’est-a-dire par E),
cosf —sinf 0

la matrice de f dans (7,7, k) est alors : | sinf  cos@ 0

0 0 1

R
J
)/Cﬁ‘
Ft ‘0

Inversement : un endomorphisme admettant une telle matrice dans une base orthonormée directe

est dans SO(F) (car la matrice est dans SOs)

4%™e cas : dimF =0
Selon le premier lemme, lespace ker(f +Idg) n’est alors pas réduit & {0}. On introduit @ € E\{0}
tel que f(w) = —.
Soit alors D = Vect(w) : alors D est stable par f (car VA € R, f(AMl) = =M\ € D)
Donc P = D% est aussi stable par f.
Donc f|p constitue une isométrie de P, sans vecteur invariant autre que 0.
fip est donc une rotation d’angle non nul. Il existe donc une base orthonormée directe (Z j, IZ),

qu’on définit de la méme fagon que dans le troisieme cas, telle que :

cos) —sinf O
mat(f, (i,5,k)) = | sin@ cos6 0 (17.11)
0 0 -1

Inversement, un endomorphisme admettant une telle matrice dans une base orthonormée directe

est bien élément de O(E)\SO(E), car la matrice est dans O3\SO3

D= pt

P . /
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Etude de SO(F)

1) Proposition, définition

Proposition, définition :
Soit f € SO(E). On peut alors introduire :
e Une droite D, un vecteur unitaire k sur D (c’est-a-dire un axe (D, k))
e Un réel 0
Tels que la matrice de f dans toute base orthonormée directe dont le troisieme vecteur est k soit :
cosf —sinf 0
sinf cosf 0 (17.12)
0 0 1

On dit que f est la rotation d’axe (D, E) et d’angle 6.

Démonstration :

Résulte de I’étude et du chapitre précédent avec les rotations planes.

2) Détermination du couple axe — angle

e Si f =1Idg : on prend un axe quelconque, et comme angle # =0 mod 27.

e Si f # Idg, on a deux couples axe — angle possibles :
((D,k),0) ou (D, —k),—0), ot D = ker(f — Idp).

Détermination pratique :

1. D =ker(f —Idg) (..)
2. k unitaire sur D (deux choix).

3. Choix de 7, ] tels que (Z, 7 E) soit orthonormée directe (pas nécessairement explicités)
cosf —sinf O

-

Ainsi, la matrice de f dans (7, , k)est | sin cosf 0

0 0 1
f(7) = cos 0i + sin 07.
Donc i - f(i) = cosf. Et j - f(j) = sin6, ou alors det(7, f(7)) = sin ou encore i A f(i) =
sin0i A 3 = sin Ok (ces deux derniéres possibilités permettent de n’avoir a calculer que isii
et j ne sont pas explicités).

Figure : Rotation d’axe (D, k) et d’angle 6.

MPSI Mathématiques 7
Algebre et géométrie



III. ETUDE DE O(E) ET O3. CHAPITRE 17. R-EV EUCLIDIEN ORIEN TE DE DIMENSION 3

Formules pour obtenir f(#), image de @ par f, rotation d’axe (D, I;) et d’angle 0 :

On note P = D+
Alors @ = iy + s, o i1 € P et iy € D.
Comme 1w € D, on a iy = Ak.

Bt @ k= @ -k +\|F|?. Donc A = ZE
N e

On a f(@) = f(ity) + f(i).
— =

=1z

Détermination de f () :

Supposons iy # 0 (sinon, f(@) = f(iy) = Uy = ).
On introduit alors @ tel que (H%H’ Ei) soit une base orthonormée de P orienté par IZ, c’est-a-dire tel que

( g, @) soit une base orthonormée directe de E. (on a alors @ = £ A 2L
[l 1% Il ~ Nl
Ainsi :
f (?,1) = # cosf + sinfa, ou 8 € R (17.13)
ladl/

cos —sinf ~
(La rotation plane f|p a pour matrice dans (”“1H , c?))
sinf  cos6

Ainsi, comme @, = U — Uy = U — Ak :

koo k
fdy) = @y cosO + ||ty sin0— A # =1y cosf+sinf— AU (17.14)
& Il I
Donc :
fa) = f(ir) + f(d2)
—
=iy
ik k ok
= (ﬁ Ltk) cosO +sinf— A (40— Ak) + 4 (17.15)
(2 ] (12
knd -k -
— cos O +sinf— 2 4 L (1 —cosb)k
Ikl (]2
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III. ETUDE DE O(E) ET Os.

Tableau résumant la

classification

Dimension de ’espace des
Nature Matrice dans une base adaptée
invariants
1 0 0
3 Idg
SO(E) 0 1 0] dans toute base
0 0 1
cosf) —sinf 0
in 6 0 dans toute
) Rotation d’angle 6 non nul S €08 0
- 0 0 1
d’ D,k
axe (D, k) base orthonormée directe dont le
troisiéme vecteur est ﬁ
1 0 0
01 0 dans une base ortho-
2 Réflexion de plan P 00 -1
O(E)\SO(E
(ENSO(E) normale dont les deux premiers vec-
teurs sont dans P.
s —sinf 0
Composée d’'une rotation o8 Stk
- in 0 s 0 0 dans toute
d’angle 6 non nul d’axe (D, k) s o8
0 et d’une réflexion de plan 0 0 -1
X
P base orthonormée directe dont le
orthogonal a I’axe de rotation s Pt
troisieme vecteur est Ti

Composée de réflexions

Proposition :
La composée de deux réflexions est

Plus précisément :

une rotation.

Si s1 et sy sont deux réflexions de plans P; et Py, alors :

e Si sy = 59, alors s; 059 = Idg.

e Sinon, s1 o s9 est une rotation d’axe porté par Py n Ps.

Démonstration :

e 51089 € SO(E) : évident; c’est la composée de deux isométries indirectes.

e Si sy # S9, §1 0 8o est une rotation autre que Idg. De plus, les éléments de P; n P, sont invariants

par 510 8y (car Yu € P; N Py, 510 82(u) = s1(s2(u)) = s1(u) = u)

Remarque :

MPSI Mathématiques
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T

Dt g

s1 0 s5 est la rotation d’axe (D, k) et d’angle 26.

Proposition :
Toute rotation f est composée de deux réflexions par rapport & des plans contenant I’axe de rotation,

I'une des deux réflexions pouvant étre prise quelconque (mais contenant 1’axe tout de méme)

Démonstration :

Soit P; un plan contenant ’axe D de f, s; la réflexion de plan P;.

Alors s 0 f € O(E)\SO(E), et s1 o f laisse les éléments de D invariants. Donc dim(ker(f — Idg)) # 0.
Donc s; o f est une réflexion sg, de plan contenant D.

Donc s1 o f = s9. Donc f = s1 0 s5. On procede de méme avec f o sj...

Conséquence :
Le groupe O(F) est engendré par les réflexions. Plus précisément, tout élément de O(F) peut s’écrire

comme produit de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.

IV Divers angles non orientés en dimension 3

e De vecteurs u, ¥ :

L’angle non orienté (u;0) est le réel 0 € [0, 7] tel que cosf = %

e De droites D1, D5 :
|@-]
@

L’angle non orienté (D1;D2) est le réel 6 € [0, g] tel que cosf =

Ou D; = Vect(&), et Dy = Vect(?)

e De plans Py, P; :
C’est ’angle non orienté des normales N7, No aux deux plans.

C’est aussi celui de Dy, Do, ot P = (P, n Py)*, D1 = Py n P, Dy = P, n P.
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e D’un plan P avec une droite D.
C’est I’angle entre D et sa projection orthogonale sur P.
(définition non valable si D = P+)

C’est aussi 2 — (D;N), ot N = P+
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