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Chapitre 15 : Espace vectoriel
euclidien

I Définition et notations

Un espace vectoriel euclidien =un R-ev de dimension finie muni d’un produit scalaire.
€

Dans tout ce chapitre, F désigne un R-ev euclidien de dimension n > 2, le produit scalaire est noté

. Pour x,y € F, on note aussi :
e x -y pour p(z,y) (parfois on rencontre aussi (z|y))
e 22 pour o(z,x)
o ||z| pour 4/¢(x, ) (ainsi, z — |z| est la norme associée au produit scalaire ¢, on I’appelle la norme
euclidienne)
e z L ypour p(z,y) =0
Exemple :

R™ muni du produit scalaire canonique : on parle de la structure euclidienne canonique de R".

Remarque :
Si E est un espace vectoriel euclidien, alors tout sous-espace vectoriel F' de E est muni naturellement

d’une structure euclidienne, obtenue par restriction.

1T Bases orthonormales

Généralités
Définition, proposition :
Une base orthonormale (ou orthonormée) = une famille orthonormale de vecteurs de E qui en forme

déf
une base = une famille orthonormale de n vecteurs de F (car une famille orthonormale est libre).

Théoréme (Schmidt) :
Soit (uq1,usg,...uy,) une base quelconque de E.

Alors il existe une unique base orthonormale (e, es, ... ¢e,) telle que :
e Vpe [1,n], Vect(e1, ea,...ep) = Vect(u1,ug, ... up)
e Vpe[l,n],ep-up, >0

On dit que (e, ea,. .. ¢e,) est la base orthonormale s’appuyant sur la base (u1, us, . .. u,) par le procédé

d’orthonormalisation de Schmidt.
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II. BASES ORTHONORMALES CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

Préliminaire (graphique) :

(7,7) : base orthonormée

e (é1,€2) : base orthonormée qui s’appuie dessus
=2\ -

{E:

i

Démonstration :
On montre par récurrence sur p que, pour tout p € [1,n], « on a une et une seule maniére de construire
ep
e Il est évident qu’il y a une seule fagcon de construire e; de sorte que :
o Vect(ey) = Vect(uq) (cela impose que ey = Auy, avec A # 0 car e; # 0,u; # 0)
o |er] =1 (cela impose alors que |Al|u1| = 1, ainsi e; = |\ |ug)

o e -up > 0, donc e = +|A|u;.

Ainsi, e; = “1”. Réciproquement, ce vecteur convient bien.

[m
e Soit p € [1,n — 1]. Supposons (e, ez, ... €,) construit.

Montrons qu’il y a un et un seul choix de sorte que :
1. Vect(eq,ea,...epy1) = Vect(ug, ug, ... Upy1)
2. ep41 est orthogonal aux e;,1 <i<p
3. fleprill =1
4. epy1 - Upy1 >0

o m impose que e,y soit combinaison linéaire des u;,1 <7 < p+1,

€p+1 = AUp4+1 + combinaison linéaire des u;,1 <4 < p (15.1)

-~
combinaison linéaire des e;,1<i<p
et A # 0 car sinon Vect(eg,ea,...epq1) = Vect(ug, uz, ... up) = Vect(ug, ua, ... upt1) et upp1
serait alors combinaison linéaire des u;, 1 < i < p.
P
Donc epi1 = A (upy1 + 25— iei).
Et inversement, si ep11 = A (up41 + Zle aye;), alors on a bien m
o E impose que pour j € [1,p],e; - ep11 = 0.
: _ P _ _
Or, pour j € [1,p], ej-epr1 = A (upt1 - €5 + D5, iei - e5) = Mupq1-ej+a;) caronae;-e; =0
si ¢ # 7, 1 sinon, par hypothése de récurrence.
AiHSi7 V] € [[1,71]],(1]‘ = —Up+1 - €5.
Inversement, si cette condition est vérifiée, on a bien E
o E impose que [e,11] = 1, c’est-a-dire que 1 = |A||Jupr1 + Db, aseil.
=t — .
Done A =+ lupr1+25_, aiel]
(upt1 + DF_, aye; # 0 car sinon u,41 € Vect(eg, e ep) = Vect(uy, u Up))
p+1 i=1 Qi p+1 1,€2,..-Cp 1, U2, ... Up

Inversement, si on a cette valeur de A, on a bien E
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CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN II. BASES ORTHONORMALES

o H impose le choix de +, car ep1 - €pr1 = A (Upy1 - €ptr1 + Dby i€ €pi1).
Or, Zle o;e; - epy1 = 0 car epqq est orthogonal aux e;, 1 <17 < p.

Donc epy1 - epy1 = Aupy1 - epy1 donc A > 0.

=1 >0
Inversement, si A > 0, on a bien {.
Ce qui acheéve la récurrence.

Conséquence :

e Dans un espace vectoriel euclidien, il existe au moins une base orthonormale.

e Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale.
En effet : Soit (eq,eq,...ep) une famille orthonormale. Comme elle est libre, on peut la compléter en
une base (eq,e2,...€p,€pt1,...€,) de E. Par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on obtient
alors une base orthonormale (e, €5, ...¢e.). Mais, d’aprés le théoréme de Schmidt appliqué dans F =
Vect(er,ez,...€,),0na (e1,...ep) = (€,...¢€)).

P

Produit scalaire et base orthonormale

Soit & = (e1,ea,...e,) une base orthonormale de E.

Ty
€2
Soit x € F, de composantes (x1, g, ...Z,) dans %, notons X =
Ln
Y
Y2
Soit y € E, de composantes (y1,ya, . .. yn) dans A, notons ¥ =
Yn
On identifie ici R et .#; 1(R) pour ne pas charger les notations :
Y1
Ty = (Z Ii€i> : (Z yj@j> = Z i€ 'yjejzl’iyi = (931 T2 ... zn) | [ =X)Y
i=1 j=1 ijell,n] i=1 :
Yn
(15.2)
n
Ainsi, |z -y = 2 riy = ((X)Y |
i=1
n
Et, en particulier : |2% =z -2 = Z 2 = (X)X |.
i=1
Ainsi, 'application ¢4: R*" — FE , qui est un isomorphisme de R-ev, est aussi un

n
(x1,22,...2,) +—> Z Tie;
E B =1
isomorphisme de R-ev euclidien®, R™ étant muni de sa structure euclidienne canonique.
Remarque :
Inversement, soit £ un R-ev de dimension n, & = (u, us,...u,) une base de E.

Alors il existe un et un seul produit scalaire tel que £ soit orthonormale dans le R-ev euclidien £ muni

*. C’est-a-dire que pour tout u,v € R™, ¢z (u) - ¢(v) = u - v, en plus des régles pour un R-ev
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III. ORTHOGONAL D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL, PROJECTEURS ET SYMETRIES
ORTHOGONAUX CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

de ce produit scalaire.
En effet, c’est 'application ¢ définie par :
Pour tout z,y € E, de composantes (21,2, ...2y) et (y1,Y2,...yn) dans B, p(z,y) = i | T;y;.

Exemple :
R2, muni de la base [ (1,2), (1,1)]. On note (i, ;) la base canonique de R,
N~ ——
U1 U2
Soit x = (z1,72) € R2.
Alors = = 211 + xgj': x1(2ug — up) + x2(ur — uz) = (k2 — x1)ug + (221 — x2)us.
Ainsi, (Z, ;) est une base orthonormale pour le produit scalaire naturel, mais (u1,u2) n’en est pas une

pour ce produit scalaire ; en revanche, c¢’en est une pour le produit scalaire

©: R? — R (15.3)
(= (v1,72),y = (y1,92)) — (22 —21)(y2 — v1) + (221 — 22) (241 — ¥2)

111 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel, projecteurs et symétries

orthogonaux

Orthogonal d’un sous-espace vectoriel (rappel)

Définition :
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
On définit F* = {xe E,Yye F,x -y = 0}.

Alors F'* est un sous-espace vectoriel de F, et E = F @ F*.

Démonstration :

Déja, c’est un sous-espace vectoriel de F (vu dans le chapitre précédent).
e Si FF={0}, alors F* = F, et on a bien £ = F @ F*.

e Si F' # {0}. On note p la dimension de F'; ainsi, 1 < p < n.
Soit (e1, e, ...€p) une base orthonormale de F.
On la compléte en une base orthonormale Z = (eq, ea, . ..e,) de E. Soit alors « € E, de composantes
(z1,22,...z,) dans A.

On a alors les équivalences :

reFt — Yy € F, (ineZ) -y=20

i=1

n p
— Yy1,Y2,-- . Yp € R, (Z $¢€i> : ( yﬁi) =0
i=1 i=1 (15.4)
= Vje[l,p], <2 xiei> -e; =0
i=1

— Vje[Lpla; =0

L’avant-derniere équivalence se justifie dans un sens en prenant, pour j € [1,p] y; = 1 et Vi €
[1,p]\{j},y: = 0, et dans ’autre sens par linéarité de la deuxiéme variable.

Donc Ft = Vect(ept1, €pta, ... €n), donc F est bien supplémentaire de F' dans E.
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III. ORTHOGONAL D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL, PROJECTEURS ET SYMETRIES
CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN ORTHOGONAUX

Conséquence :

Dans un espace euclidien, (F+)+ = F.
En effet, on a déja vu que F < (F*)*. De plus, en notant p = dim F, on a :

dim(F+) = n — p, donc dim((F4)*) =n — (n — p) = p = dim F. D’ot1 I'égalité.

Projecteur orthogonal

Définition :

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Le projecteur orthogonal sur F est, par définition, le projecteur sur F selon F*.

Pour z € E, p le projecteur orthogonal sur F', alors p(x) est appelée la projection orthogonale de x sur

F.

FL

F

Ainsi, p(z) est I'unique élément de F tel que z s’écrive = p(z) +u, ot u € F*. (car E = F® F*,
et x € E,p(x) € F). Autrement dit, p(z) est I'unique élément de F tel que  — p(z) € F*. Ainsi, pour
yeF

yeE, y=px) <=
r—yeFt

Distance d’un élément a un sous-espace vectoriel

Définition :

Soit A une partie non vide E et soit 2 € E. Alors la distance de x & A, notée d(z, A), est : d(z, A) =
€

infyea d(z, y).

La borne inférieure existe bien, car {d(z,y),y € A} est non vide (car A est non vide), et minorée (par 0).

(Définition : frontiere = adhérence d’une partie, privée de l'intérieur)

Théoréme :

Soit F' un sous-espace vectoriel de E, soit p le projecteur orthogonal sur F'.

Soit zg € E.

Alors p(xg) est 'unique élément de F tel que d(xzg, F') = |20 — p(z0)|. Autrement dit, la distance de zg

est atteinte, en un et un seul point, qui n’est autre que p(xg).

Démonstration :

Soit y € F.

Alors |y — zo|* = [y — p(xo) + p(zo) — zo?.

Or, y — p(xo) € F car y € F,p(x0) € F; et p(xg) — 29 € F+ par définition de p.
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III. ORTHOGONAL D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL, PROJECTEURS ET SYMETRIES
ORTHOGONAUX CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

Donc y — p(xo) L p(xg) — zo. Ainsi, d’apres le théoréme de Pythagore :
ly = zoll* = ly — p(wo) + p(x0) — zo|* = [ly — p(x0)|* + [p(w0) — w0l (15.5)
Dot |y — xo] = |p(x0) — 20|, et il n’y a égalité que si y = p(xg) (car sinon |y — zo|? — ||p(x0) — x0]? =
ly — p(zo)[? # 0)
Symétries orthogonales

Ce sont les symétries par rapport & un sous-espace vectoriel F, selon F-.

Autrement dit :

La symétrie orthogonale par rapport a F est, par définition, I’application

f:E=F®F* — E (15.6)

r=z +2z' 2 —

FL

1

"

Remarque :

f(z) = 2p(x) — x, ol p est la projection orthogonale sur F.

Proposition :

Soit f une symétrie sur E. On a 1’équivalence :

f est une symétrie orthogonale <= Vz € E, | f(z)| = ||z

Symétrie quelconque :

8

Démonstration :
Soit f une symétrie par rapport a F selon G. (ou G est tel que E = F ® G).
Soit ze E. Alorsz = zp + zg ,et f(z)=2ar —2q.
N~ =
el eG
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CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIENIV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Donc [[z|? = |zr[* + 225 - 2c + |zc|? et [ f(2)|* = |zr|?* — 22F - 2c + |2a]?.
Ainsi :
e Si G = F*, alors xp - xg vaudra toujours 0. Donc Yz € E, | f(z)| = ||

e Si G # F*, on peut trouver 2’ € F,z” € G tel que 2’ - 2” # 0. Alors, en prenant z = 2’ + 2" (¢ E),

on aura trouvé z tel que | f(x)| # ||z|. D’ou I'équivalence.

IV Formes linéaires et hyperplans

Formes linéaires

Théoréme :

Les formes linéaires sur E sont exactement les applications du type: E — R, ouae€ E. Plus
T — a-z
précisément :

e Les applications du type x — a - x sont linéaires, et

e Si h e E* alors il existe un et un seul élément a de F tel que Vo € E, h(z) = a - z. (on retrouve

ainsi le fait que dim(E*) = dim(FE))

Démonstration :
Le premier point résulte de la linéarité du produit scalaire par rapport a la seconde variable. Pour le
deuxieme :
Soit B = (e1, ea,...e,) une base orthonormale de E.
Soit h € E*.
Il existe alors aj,as,...a, € R tels que, pour tout © € E de composantes (x1,x2,...2,) dans %,
h(z) = a121 + agxe + -+ + apxy, = a-x, avec a = y,._; a;e; (on introduit en fait (a1 as ... an),
matrice de h dans les bases % et (1)). D’ou I'existence.

Unicité :
Si il existe a,a’ € E tels que Vo € E,h(z) =a-x et h(x) =a’ -z, alors Vz € E, (a — a') - x = 0 (linéarité
par rapport a la premiére variable).

Donc a —a’' € E+ = {0}, dotta = a'.

Hyperplans

Soit H un hyperplan de E. Alors H est le noyau d’une forme linéaire sur E, h, non nulle (attention,
il n’y a pas unicité!).

Or, il existe 7i € E tel que Vx € E,h(z) =7 - z.

Ainsi, H =kerh = {z € E,h(z) =0} = {z € E, il - x = 0} = [Vect()]*.

Donc 7 dirige la droite vectorielle N = H+. On dit que N est la normale & H : N = H*, ou encore
Nt =H, et que 7 est un vecteur normal & H.
Remarque :
Si # = (e1,es,...6,) est une base orthonormale de F,

Si H a pour équation H : ayxy + asxs + -+ + anx, = 0 dans 4, alors le vecteur 7 de composantes
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IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANSCHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

a1

az

dans Z est normal & H. En effet, 'équation « dit » : x € H < n-x =0.

Qn

Projection orthogonale sur un hyperplan

On considére un hyperplan H, un vecteur 7 normal & H et p le projecteur orthogonal sur H.

/
. ) y z’ = p(x)
Soit xe E. Alorsx=_ o' + 2" et
Y v " - N
eH crrt " =i, ou AeR

Donc |z = p(x) + A7t

Ainsi, -7 = p(x)-7  +N7A|?
—
=0 car p(z)eH

Dou A\ = Hzﬁ‘\rlé’ et, par conséquent :

plx) =z — 2" =x— A\, soit | p(x) =z — (WQL} i

Conséquence :

Pour tout x € E, |d(z, H) = |z — p(x)| =

Réflexion

Une réflexion = une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.
e

Proposition :
Etant donnés deux vecteurs z, ' de E, distincts et de méme norme, il existe une et une seule réflexion

qui les échange.

Démonstration :
o Existence :
Soit H I’hyperplan tel quun vecteur normal soit x — 2/, et soit f la réflexion d’hyperplan H. On

note enfin p la projection orthogonale sur H. Alors :

flz) =2p(a) —z =2 (:c =), _ x’)) —

EETIE
|2]? — 2 -2 ,
=-2 (z—2')—=z
2 _ .l 7|12
(Bl . 2z $/+H$ I (15.7)
_9 H:Z?” —z-z (I—l’l)—ilf

2||x||? = 2z - 2

=—(x—2)—z=2a
Et, de méme, f(z') = x.

e Unicité :

Supposons qu’il existe deux réflexions f, g d’hyperplans F', G telles que :

f@)=a  f@)=2 g@)=d @)= (15.8)
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Alors :
Déja, v — x’ est normal & F. En effet :

Pour tout y € F', on a déja :

[f@ =yl =lz—yl=1f(=) - fW)l=lz"—yl (15.9)
Dot [z — y| = [2" — y].
De plus, pour tout y € F' :
/ ! 1 /12 2 ! 2 1 2 2 2
(@—a)-y=a'-y—z-y=5 (2P +yl* =" = yI*) = 5 (l|* + Iy |* = = = v[*)
(15.10)
=0 car [o'] = |z] et 2" — y| = ||z — y]
Donc F+ = Vect(x — a').
De méme, G+ = Vect(z — 2')
Donc F =G+, don F =G.
V Automorphismes orthogonaux
Définition, théoreme
Définition, théoréme :
Soit f € Z(F). On a les équivalences :
f est un automorphisme orthogonal <= f « conserve le produit scalaire » : (15.11)

déf
Vr,ye B, f(z) fly) ==y

< f « conserve la norme » : (15.12)
Vee E,|f(z)| = |z

<= [ « conserve les bases orthonormales » : (15.13)
Pour toute base orthonormale (eq, e, ... €,),
(f(e1), f(e2),... f(en)) est orthonormale

<= f « conserve une base orthonormale » : (15.14)
Il existe une base orthonormale (eq, e, .. .é€,)

telle que (f(e1), f(ez2),... f(en)) est orthonormale

Démonstration :

o () - () : évident ; si (), alors f(z)? = 22
o () - () : supposons ()
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Soient x,y € E. Alors :

(If (@) + F@I2 = [ @) = 1 F@)I?)
(If @+ = 1F @)1 = 1fw)I?)

(lz +yl* = 1* = y]?)

f(@)- fy)

(15.15)

8 IR~

<

o (15.11) = (15.19) - supposons ((15.11).
Soit (e1, e, .. .e,) une base orthonormale.
Alors, pour tout i,j € [1,n], f(e;) - f(e;) =ei-ej =6, ;
o () = () : il en existe puisque ’ensemble des bases orthonormales n’est pas vide.
e (514) = (1511 : supposons (15.14).
Soit # = (e1,ea,...e,) une base orthonormale telle que B’ = (f(e1), f(ez2),... f(en)) soit aussi

orthonormale.
Soient alors x,y € E, de composantes (x1,za,...2,) et (y1,y2,...y,) dans A.
Alors z -y = 21" | 2y;.
Et f(z) - f(y) = 2, xiy; car A est aussi orthonormale, et les composantes de f(z) et f(y)
dans &’ sont (z1,22,...x,) et (y1, Y2, ... Yn) puisque f est linéaire (rappel : pour une application
linéaire, z = >\ | w6, = f(x) =20 zif(ei))

Remarque :

Si une application f est un automorphisme orthogonal, alors c¢’est aussi un automorphisme.

En effet : Si f est un automorphisme orthogonal, alors :
f@) =0 — |f@)|=0 — |a| =0 — 2=0 (15.16)

Donc ker f = {0}. Donc f est injective, donc bijective (puisque F est de dimension finie)

Définition, proposition :
On note O(E) 'ensemble des automorphismes orthogonaux de E. Alors O(F) constitue un sous-groupe
de (GL(E), o) des automorphismes de E. On I'appelle le groupe orthogonal de E. Les éléments de O(E)

sont aussi appelés des isométries vectorielles.

Démonstration :
e Idg € O(F)
e Si f,ge O(E), alors foge O(E) et f~1e O(E) :
[(feg)@) = [f(g@)] = lg@) =], et [fH (@) = IF (@) = 1~ @)] = [].
Exemple :

Les symétries orthogonales sont des éléments de O(FE).

Matrices orthogonales
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CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN V. AUTOMORPHISMES ORTHOGONAUX

Théoreme :

Soit # une base orthonormale de E. Soit f € Z(F), et A= (a;j)1<i<n = mat(f, #).
1<j<n

Alors :

feO(E) < les colonnes de A forment une base orthonormale de ., 1 (R) muni de son

produit scalaire naturel <= A*A =1, <= A est inversible et A=t =4

Démonstration :

On a les équivalences :

feOF) < (f(e1), f(e2),... f(en)) est orthonormée
Aand V’L,j € [[13”]]; f(ei) : f(ej) = 5i,j

i (15.17)
R V’L,j € [[13”]]; Z Q0,5 = 51’,]'
k=1
<= les colonnes de A forment une famille orthonormale de ., 1(R)...
et
Vi, j e [1,n], Z apqarj =6;; = 'AA=1,
k=1
(15.18)

<= A est inversible et A7 = A
— AA=1,

D’ou le résultat.

Définition, proposition :

o Soit A € 4, (R)
A est orthogonale = ‘AA =1, < A est inversible et A~! =A.
e

e L’ensemble des matrices carrées et orthogonales, noté O,, (ou O(n), ou O,(R)), forme un sous-
groupe de (GL,(R), x)

e Si A est une base orthonormale de FE, si f est une application linéaire de E dans FE, et si
A =mat(f, B), alors fe O(E) < A0,

e A étant une base orthonormale de E, lapplication ¢: O(E) — O, est un isomor-
[ — mat(f,2)
phisme du groupe (O(E), o) dans (O, x).

En effet : déja, ¢ est correctement définie, puisque pour f € O(F), mat(f, B) est bien orthogonale.
o 6(f og) = mat(f o g, ) = mat(f, B) x mat(g, #) = 6(f) x 6()
o o(ldp) = I,
o C’est surjectif d’apres le point précédent : pour A € O, on trouve f € O(E).

o C’est aussi injectif : ker p = {Id}

Exemple :

€0, (15.19)

S s

Sl &l
B

Sl &L
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V. AUTOMORPHISMES ORTHOGONAUX CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

Déterminant d’un automorphisme orthogonal

Proposition :
Si f e O(F), alors det f = +1.
Si Ae O, alors det A = +1

Démonstration :

Si Ae O, on a alors :

tAA = I,,, donc det(*AA) = 1, soit det(*A) x det(A) = 1, d’ou det(A4)? =1
Si f e O(F) : soit A =mat(f, %), ou £ est une base orthonormale.
Alors det f = det A = +1 car A est orthogonale.

Définition, proposition :
On note SO(E) 'ensemble des éléments f € O(F) tels que det f = 1.
On note 8O, 'ensemble des A € O,, tels que det(A) = 1.
Alors SO(FE) est un sous-groupe de (O(E), o), on 'appelle le groupe orthogonal spécial de E. Et SO,
est un sous-groupe de (O,, x), on appelle le groupe orthogonal spécial d’ordre n (attention, SO,, n’est
pas pour autant de cardinal n!)

Ces deux groupe sont isomorphes; plus précisément, si % désigne une base orthonormale de FE,

lapplication O(E) — O, définit, par restriction, un isomorphisme de SO(F) vers SO,,.
f— mat(f, #)

Remarque :

O(E)\SO(E) n’est pas un sous-groupe, puisque si det f = —1 et det g = —1, alors det fog=11)
Exemple :

Soit f une symétrie orthogonale par rapport & un sous-espace vectoriel quelconque F de E. (on note p
la dimension de F).

Alors f € O(F) (puisque f conserve la norme)

On considére la matrice de f dans une base adaptée (le « début » dans F, le « reste » dans F'1) :

1 0 ... ... ... 0
0
! (15.20)
~1
0
0 0 -1

Ainsi, det f = (—=1)"?

Vocabulaire :

Un élément de SO(F) est un automorphisme orthogonal direct / une isométrie vectorielle directe. (et
indirect(e) pour les éléments de O(E)\SO(FE))

Ainsi :

e Les réflexions sont toujours indirectes (n —p = 1)

MPSI Mathématiques 12
Algebre et géométrie



CHAPITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLINIENORIENTATION ET CHANGEMENT DE BASE

e Les symétries orthogonales par rapport a une droite (appelées aussi retournements) sont indirectes
en dimension 2, directes en dimension 3.
Vocabulaire (Autre) :

Les éléments de SO(FE) s’appellent aussi des rotations.

VI Orientation et changement de base

Orientation d’un R-ev F de dimension n

Définition :
Orienter F, c’est choisir une base & de E, décréter qu’elle est directe, et convenir qu’étant donnée une

base %’ de E :
o A est directe == detz B’ >0
o %A est indirecte <= detz %’ <0

Ainsi, étant données deux bases %' et #” de E, B’ et $” sont de méme sens (c’est-a-dire toutes les

deux (in)directes) si et seulement si detg A" > 0

En effet : detg B” = detgy B x dety B" = (dety B')~! x dety B”, qui est positif si et seulement si
les deux déterminants on méme signe.
Exemple :

e En dimension 2 :

Si (;, j) est directe, alors (5, ;) est indirecte, (—f,z) est directe, (—;, —J) aussi.

(Les déterminants sont « multipliés par —1 » lorsqu’on échange deux vecteurs)

-

e En dimension 3 : Si (;, 7, E) est directe, alors (5, IZ, Z) est directe, (;,Z,E) est indirecte, et (f,i, 712)
directe.

On considére dorénavant E orienté.

Proposition :
Si (u1,uz,...up) est une famille orthonormale de E, avec p < n, on peut la compléter en une base

orthonormée directe de E.

Démonstration :
On sait construire (uy,us, ... u,) base orthonormale. Ainsi, soit (u,us, ... uy), soit (ui,us, ... —u,) sera

directe.

Changement de base orthonormale

Proposition :

Soit B = (e1, ea,...e,) une base orthonormale de F.

Soit B’ = (€], ¢€h,...€]) une autre base de F, et P la matrice de passage de # a #'.
Alors %’ est orthonormale <= P est orthogonale.

Plus précisément :
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VI. ORIENTATION ET CHANGEMENT DE BABF¥PITRE 15. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

AB' est orthonormale de méme sens que & <= P e SO,,.

A’ est orthonormale de sens contraire & # <= P € 0,\80,,.

Démonstration :
P donne les composantes de %’ dans %4, qui est orthonormale.
Donc, pour tout i,j € [1,n], ¢ - €} = C; - C; (produit scalaire naturel des colonnes de P), et donc %'
est orthonormale si et seulement si les colonnes de P forment une base orthonormale de ., 1(R). (Par
ailleurs, detg %' = det P, d’ou le sens...)

Ainsi, si Z est une base orthonormée directe et si %’ est une autre base, P la matrice de passage de

B A A, alors X' est une base orthonormée directe si et seulement si P € SO,,

Automorphismes orthogonaux et orientation

Proposition :

Soit f € Z(F), soit B = (e1,ea,...e,) une base orthonormale de E.

On sait déja que f e O(E) < (f(e1), f(e2),... f(en)) est une base orthonormale.
On a, plus précisément :

feSO(E) < (f(e1),...f(en)) est une base orthonormale de méme sens que 4.

fe OE)\SO(E) < (f(e1), f(e2),...f(en)) est une base orthonormale de sens opposé a 2.

Démonstration :

Si B’ = (f(e1), flez),... f(en)), alors detz(H') = det f.

Déterminant en base orthonormeée directe

Proposition, définition :

Soit Z une base orthonormée directe de E.

Soit (u1,us,...u,) une famille de n vecteurs de E.

Alors detg(uy,us,. .. u,) ne dépend pas du choix de la base orthonormée directe %, et s’appelle le

produit mixte de uy,us, ... u,, qu'on note det(uy, ug, ... uy) ou (U1, Uz, ... Uy

Démonstration :

Si B, #' sont deux bases orthonormées directes :

detg (u1,ua,...u,) = deteg B xdetg(u,us,...uy,) (15.21)
—

=1 car B,%’
sont deux bases
orthonormales
de méme sens
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