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Chapitre 13 : Fractions rationnelles

Dans ce chapitre, K est un sous corps de C.

I Généralités

Définition

On note K(X) le corps des fractions de 'anneau inteégre (K[X],+, x). Les éléments de K(X) sont

appelés fractions rationnelles formelles & coefficients dans K.

Premiéres conséquences

1. K(X) est muni de deux lois + et x, contient K[X], les lois + et x sur K(X) prolongent celles de
K[X].
(K(X),+, x) est un corps commutatif, les neutres pour + et x sont :

OK(X) = OK[X](: OK), noté 0 (131)

lk(x) = lgx)(= 1), noté 1

2. Tout F de K(X) s’écrit sous la forme P x Q~!, ot P € K[X], et Q € K[X]\{0} (Q~' désigne
linverse dans le corps K(X) de 1’élément @ non nul de ce corps).

P x Q7! est noté g (c’est aussi Q! x P car le corps est commutatif)

Il en résulte diverses « regles de calcul » :

Pour tous P,Q, R, A, D € K[X] :

e Z=P(car17! =1)

oo

Si P,Q # 0, alors (g>_l = % (en effet : (%>_1 = (PQ H)1=QP1=9)
SiQ1,Q2 # 0, alors % X % = PIQT'PQy" = (PLP)(Q2Q1) ! = %

Si Q,D # 0, alors g% = g (DP)(DQ)™' = DPQ'D ! =D 'DPQ~! = g)
SiQ1,Q2 # 0, %:% = P1Q2 = PG

SiQ#0, 5+ 5= Ath

i P Po . PiQs PQ1 _ P1Qa+PoQs
SiQ1,Q:#0, 3 + 52 = 58 + o = “o0;

Produit externe

Pour F e K(X) et A € K, on note A.F (ou AF') le produit A x F'
1l en résulte que (K(X),+, x,.) est une K-algebre.

MPSI Mathématiques 1 Ismaél Bouya
Algebre et géométrie


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://www.immae.eu/cours/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr

II. DIVERSES NOTIONS CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES

I1 Diverses notions

Représentant — représentant irréductible
Définition :
Soit F e K(X).
e Un représentant de F est, par définition, un couple (P, Q) € K[X] x K[X]\ {0} tel que F = g

e Un représentant irréductible de F' est, par définition, un couple (A4, B) € K[X]| x K[X]\ {0} tel

que F = 4 et pged(4, B) =1

Proposition :
1. Toute fraction rationnelle F' admet un représentant irréductible.

2. Si (A, B) est un représentant irréductible de F, alors les autres représentants de F' sont les

(DA,DB),D e K[X]\ {0} (parmi lesquels les irréductibles sont les (AA, AB), A € K\ {0})

Démonstration :

1. Soit F' e K(X), (P, Q) un représentant de F'. On pose G = pged(P, Q). Alors P = GPy, Q = GQ,
avec pged(Pr, Q1) = 1. Ainsi, F' = % = ggll = %.

2. Supposons F = %, avec pged(A, B) = 1, soit (P,Q) un autre représentant. Alors % = %, soit
PB = QA. Donc B divise QA, donc @ car pged(A, B) = 1. Donc Q = @1 B. Donc QlLB = %
% = A (car B # 0). Donc P = Q1 A. Donc (P, Q) = (Q1A4, Q1 B). Inversement, les (DA, DB), D €

K[X]\ {0} sont des représentants de F'.

Degré

Définition :

Soit F' = g. La valeur de deg P — deg@ est indépendante du choix du représentant (P,Q) de F
(immédiat), on appelle le degré de F. Alors deg F' € Z u {—o0}.

Exemple :
F = gﬁié est de degré 0.
F= 52))((2114 est de degré —1.

Proposition :
Ona:
deg(F1F3) = deg(F1) + deg(F?) (13.2)
deg(AF) = deg(F) si A # 0 (13.3)
deg(Fy + F3) < max(deg(Fy), deg(F»)) (13.4)

(Démonstration immédiate en raisonnant sur les degrés des représentants)
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CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES II. DIVERSES NOTIONS

Zéros, poles

Définition :
Soit F' = %7 irréductible.
e Un zéro de F est, par définition, une racine de A. Son ordre de multiplicité est celui qu’il a en

tant que racine de A.

e Un pdle de F est, par définition, une racine de B. Son ordre de multiplicité est celui qu’il a en

tant que racine de B.

Exemple :

. -2
F= Xfi}lﬁ = (X_])g(j;_j ). Done j et j2 sont des zéros d’ordre 1, et 2 est un pole d’ordre 1.

Remarque :

Si F= g, non nécessairement irréductible :
e Si A est racine de P d’ordre «, alors A est racine de F' d’ordre < « (voire 0)

e Si )\ est racine de @ d’ordre «, alors A est pole de F' d’ordre < « (voire 0)

Fonction rationnelle associée

Notation :
Soit F' = %, irréductible.

On note Dp = K\ {podles de F'} : domaine de définition de la fonction rationnelle associée a F
(Remarque : ensemble des poles de F' est fini car B # 0)

On note alors F': D — K

A
. (2)
B(x)
Proposition :
e Si F= g non irréductible, et si x n’est pas une racine de @), alors x € Dp, et F(x) = ggf;

e Si F1,Fr e K(X) et AeK, alors :
¢ Dp, " Dp, € Dp, 4+, et Vo € Dp, n DF2’FTI_F2(I) = Fl(ft> + FQ(I)
o Dp, " Dg, © Dp, s, et Yo € Dp, n Dy, Fy x Fy(z) = Fy(z) x Fy(x)

o Dp, © Dyp, et Yz € Dpl,)f\E = )\Fl

Proposition :
Soient Fy, Fy € K(X). S'il existe un ensemble infini E inclus dans D, n D, tel que Yz € E, Fi(z) =
Fg(ac), alors F| = F».

Démonstration :

Fi = 2—1, Fy = g—z irréductibles.

Donc Vz € E, A1(x)Ba(x) = A2(x)Bi(x). Donc A1 By et AsBp coincident sur une infinité de valeurs.
Donc A1B2 = AQBl. Donc F1 = FQ.

Conséquence (des propriétés) :

De méme que pour les fonctions polynomiales, on peut enlever les ~ sur les fonctions rationnelles.
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III. PARTIE ENTIERE CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES

Dérivation formelle

Définition :

Soit F' = g. La valeur de % ne dépend que de F' (immédiat). On Pappelle F".

Toutes les regles de calcul valables pour les dérivées formelles de polynomes sont aussi valables ici.

Substitution
Exemple :
_ X?-2X+4 — =X’42X+4 2y _ X5-2Xx°4+4
F = Syxqr - Alos F(=X) = o755, F(X®) = St

Attention : étant donnée F' € K(X), on ne parlera de F(Q) que lorsque @ est un polynéme ou une

fraction rationnelle autre que constant et égal & un podle de F.

Remarques, définitions complémentaires

On a les équivalences :

o F est paire < F est paire (13.5)
> F(-X)=F(X) (13.6)
. F est impaire <= F est impaire (13.7)
= F(-X)=-F(X) (13.8)

e Soit F'e C(X). On a I’équivalence : F' n’a pas de pole dans C(X) < F e C[X].

e Soit F'e C(X), ae C. Alors :

1. Tl existe r € Ry« tel que B(a,r)\ {a} ne contienne aucun pdle de F. On peut donc considérer

la fonction :

p:]—rr\{0} — K (13.9)
t — Fla+1t)

2. a est pdle de F si et seulement si ¢ admet une limite infinie & droite et & gauche en 0 (et dans
ce cas la multiplicité du pdle a de F' est le plus petit entier k € N tel que t — th(a + 1) ait

une limite finie en 0)
3. a est zéro de F' si et seulement si ¢ tend vers 0 en 0.

4. a n’est ni zéro ni pole de F si et seulement si ¢ admet une limite finie non nulle en 0.

111 Partie entiére

Proposition et définition

Proposition, définition :
Soit F' e K(X). Alors il existe un et un seul polynéme F € K[X] tel que F = E + F; avec F} € K(X) et
deg F} < 0. E s’appelle la partie entiere de F'.
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CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLESIV. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

Démonstration :
unicité Si F' = FE; + Fy et F' = Ey + F; avec deg F, F» <0
Alors E1 — E2 = F1 — F2
—_— —

degeNuU{—ow} deg<max(deg(F;),deg(F2))<0
Donc E]_ —E2 = Fl - F2 = 0. Donc E]_ = E2 et Fl = FQ.

existence F = g. Division euclidienne de P par Q) : P = PiQ+ Ry, avec Ry € K[X], de deg Ry < deg @,
et P1 € K[X]
Donc F = % =P+ % avec deg Ry < deg @

Exemples
. N X+2 . . BN X342X .
e Partie entiere de 575 : 1. Partie enticre de ko1 L
sz . P3N aX" . a
e Plus généralement, partie entiere de 3577 © -
. LB 2
o Partie entiere de F = 254X

2X2 + X =2X(X —3)+7X =2X(X -3)+7(X =3)+21=(2X +7)(X —3) +21 (13.10)

Donc F= 2X+7 —&—Xz—i?)
]

partie entiére

e Partie entiere de F' = % : de la forme X + b
(X -1)"=X"-7X%+21X° 4 --- (13.11)
(X+2)(X+1)° = (X +2)(X°+5X*+. ) =X +7X° + ... (13.12)

X"—  7X%4+ 21X%+ ... | XO47XP
(13.13)
14X6+ X —14

IV Décomposition en éléments simples

Donc F=X —14+ R,

Premiere décomposition

Lemme :

Soit F = 515, ot P e K[X], Q1,Q2 € K[X] et pged(Q1,Q2) = 1.

Alors il existe Py, P> € K[X] tels que F' = % + %

Démonstration :

Selon le théoréeme de Bézout, il existe Uy, Us € K[X] tels que U1Q1 + U2Q2 =1
Donc PU1Q1 + PUsQs = P

PULQ1+PU>Qs _ _P
Done . Qlle = Q1Qz2"
P __ PU, | PUy
Donc Q1Q2 Qzl + Q12
Théoréeme :
Soit F' = m ot A € K[X] et les Q; sont des polyndmes non nuls premiers entre eux deux a deux.
Alors F' se décompose de maniere unique sous la forme :
A A A
F=E+214 224 422 ouvVie[l,n], A € K[X] et degA; < degQ; (13.14)
Q1 Q2 Qn
MPSI Mathématiques 5

Algebre et géométrie



IV. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLESCHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES

Démonstration :
existence par récurrence sur n.
Pour n =2 : le lemme donne F = % + %, avec Py, P, € K[X]

La division euclidienne de P; par Q1 et de P, par ()2 donne :
P =FQ1+ A et Py = FEsQo + Aq (1315)

Donc F = Ey + E> + Ql + Q2 avec deg A, < deg @, et deg As < deg Q3.
Supposons que c¢’est vrai pour un entier naturel n > 2. F = m, ou les (Q; sont premiers
entre eux deux a deux. On applique le lemme (@11 est premier avec chaque Q;, i < n, donc avec

Q1Q2...Qyp) :

Donc F = o Qf. o. + SJ: On applique ensuite I'hypotheése de récurrence, et on fait la division

euclidienne de P, +1 par Qpn41-

unicité supposons que F'= FE + Ql + A2 + -+ S"
Déja, E est la partie entiere de F :

E e K[X] et deg (li gi) < zg[[lf‘};]] deg (Q7> 0 (13.16)
Si on a une deuxiéme décomposition :
F = E—&—%—i—%—i— —I—% ou Vi€ [1,n], B; € K[X] et deg B; < deg@; (13.17)
Donc
%-ﬁ-%%— +& %—&-%—i— % (13.18)

On obtient alors :

n A n
Q2. Qn (Z 5 ) Q2. Qn <2 S ) (13.19)

1=1 =1

Q1Q> .. (2 g) +01Q2...Q,_1C, =0o0uVie [[1, n]], C;=A; — B; (1320)

divisible par Q,,

Donc Q,, divise Q1Q>...Q,_1C,. Donc Q,, divise C,,.
Donc C,, = 0 car deg C,, < max(deg A4,,,deg B,,) < deg @,
Et, de proche en proche, Vi€ [1,n],C; =0

Donc Vi € [1,n], A; = B;

Deuxiéme décomposition

Théoréme :
Soit F' = @

Alors F' s’écrit de maniére unique sous la forme

ou A e K[X], Q € K[X], n e N*

P, P P, ‘
F=E+ 51 + Q—"; ook G U BEK[X] et Vi [1n], P K[X] et deg Py <degQ  (13.21)
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CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLESIV. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

Démonstration :

Existence on a :

F= o o (Division euclidienne de A par Q) (13.22)
Donc F' = % + 5;3 avec deg P, < deg Q.

La division euclidienne de D; par ) donne ensuite, de la méme maniere :

D2 Pn—l Pn

F= + + — 13.23
Qn72 anl Qn ( )
Et ainsi de suite :
Dn—l P2 Pn
F = S S Tl 13.24
Q Q? Q" ( )
Enfin, la division euclidienne de D,,_; par @ donne :
P P P,
F=FE+—+ <+ 4+ — 13.25
Q @ Q" ( )
Unicité Si F = E + % + % +o 4 %, ou Vi € [1,n],deg P; < deg @, on a alors :

Donc P, est le reste dans la division euclidienne de A par @, d’ou 'unicité de P,. On note ensuite

Aq le quotient de cette division euclidienne...

Décomposition en éléments simples

Définition :
Un élément simple de K(X) est une fraction rationnelle du type Q—Pn, ou @ € K[X] est irréductible,
n e N* et P e K[X]\{0}, de degré < degQ.

Exemple :
o x2a7 ot a€ K, A€ K* est un élément simple de K(X).
e Pour K = C, elles sont les seuls éléments simples de C(X)

e Les éléments simples de R(X) sont les :

(X,a)n,OflaER,)\eR* et n e N*.

1°'¢ espece

2%me egpéce ()(2)\—);7;(_117)"’ ott (A, 1) € R\ {(0,0)},s,peR,s? —4p < 0,n e N*

Théoréme :

Soit F' = 4 e K(X), ot A € K[X] et B € K[X]\Ko[X] (ainsi, F' ¢ K[X])

B g’écrit sous la forme Q7'Q5? ... Q% ol les Q; sont irréductibles, non associés deux a deux et les
Q; € N*,

Alors F s’écrit de maniére unique sous la forme :

n (e 77 Al
F=_E +> ] Q—j , ot Vi € [1,n],Vj € [1, 4], deg Ai; < deg Q; (13.27)
eK[X] i=1 j=1 %
élément simple

partie polaire de F' relative
au facteur irréductible Q;
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V. PRATIQUE DE LA DECOMPOSITION CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES

Démonstration :

Existence Selon ’étape 1, on a :
oA o
F:E—I—ZW, ou Vi€ [1,n],deg A; < deg Q7" (13.28)

Et, selon I’étape 2, on a, pour tout i € [1,n] :

A O A
o = FE; + Z ;, ou Vj € [1, oy],deg A;j < deg Q; (13.29)
! =0 car g=1 i
deg A;<deg Q5
Unicité On décompose F sous la forme F = E+ )" | Zj 1 Q’ .
Pour chaque i € [1,n], Zj 1 Qlj s’écrit sous la forme Qai ,ou A; € K[X]. Ces A; sont déterminés de

maniere unique d’apres la premiere decomposmon Ensuite, chacun de ces A; se décompose

(2] QO%

de maniére unique sous la forme Y ou I'unicité.

j=1 Qy
Remarque :

Ceci est valable méme si (A, B) n’est pas un représentant irréductible de F', mais si (A, B) est irréduc-
tible, les A; o, sont tous non nuls (en effet, si A; o, = 0, alors, en remettant au méme dénominateur la
décomposition, on obtient F = 4L ot By = QY Q5> ...QY ' ...Q%" donc (A, B) n’était pas irréduc-
tible)

Exemple :

On considere la fraction rationnelle

X041 — A

P -Px+2op (15:30)

On a
B=(X?-1*X+2)=(X-1)*X - 5)*X - 7*)*X +2) (13.31)

A(=2), A(1), A(j), A(42) sont non nuls. Donc pged(4, B) = 1

A « S8
F=X>4+bX?+cX +d —_—
+ +cX +a+ X 12 + X—1+(X—1)2
N —
partie polaire realtive  partie polaire relative au pole 1
au pole —2 (1332)
o ’ o ”
+ -+ p - + + p -

X—j X—jp X-7

partie polaire relative au pole j

Attention : on ne peut utiliser le terme de partie polaire relative & un nombre (comme dans l’exemple

donné) que lorsqu’on travaille dans C(X).

V Pratique de la décomposition

Exemple :

On considere la fraction rationnelle

F= . (13.33)

a décomposer en éléments simples dans C(X) :

MPSI Mathématiques 8
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CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES V. PRATIQUE DE LA DECOMPOSITION

1. Factorisation du dénominateur :
B=(X*"-1)(X?-1)=(X —)(X +9)(X - 1)*(X +1)? (13.34)

On a donc les racines 4, —14, 1, —1.

Donc (A, B) est irréductible. Les poles de F sont donc 4, —%,1, —1 avec les multiplicités 1,1, 2, 2.
2. Partie entiére : obtenue en faisant la division euclidienne de A par B. Ici 0.

3. Forme de la décomposition :

/ /

o o B gl g gl
F =
LIS GRr R oL G IS QNS R GV O R

29 ou a7a/7ﬂ7ﬁ/777’7/ eC (1335)

(Remarque : o, o/, 7,7 # 0)

4. Considération de symétries Ici, F' = W(XQ_I) Donc F(—X) = —F(X) (impaire).
On a:
—a = -5 g —5 24
F(-X) = 13.
Al il ol s oru Il o ans AU uE I o Qg (13.36)
—F(X)

D’ou, par unicité de la décomposition, on obtient :
o =a, g =5, v = (13.37)

Et

o o p Y p Y
F- - 13.38
X—i X+4i X1 X—12txt1 X+ (13.38)

5. Détermination des parties polaires
e D’abord celles relatives & des poles simples (c’est plus simple )

X —a)Q = BavecQa)#0
En effet : Pour F' = %, si a est un pole simple de F', c’est-a-dire si ( ) (a) :

A(a) #0
alors F' = ﬁ + G ou G est une fraction rationnelle dont a n’est pas pole.
Donc (X —a)F =X+ (X—-a)G .Donc SEZ; = A

— —

:%, fraction rationnelle fraction rationnelle
dont a n’est pas poéle dont a est un zéro
Ici,

; ; . o p Y B v
Fx(X—-1)= X — G G= — .
Fx(Xzg=at(X=ix G otl=smt v+ o T xs1 x1 1)

(13.39)
_ i _ 1
Donc a = m =3
Remarque :
dans certains cas, calculer Q(a) n’est pas aisé.
Ona:B=(X—a)Q. Donc B’ = (X —a)Q + Q. Donc B'(a) = Q(a)
el ) — Al Aa)
Ainsi, A = Q) = B'(a)
e Les poles multiples : d’abord les poles doubles
X —a)’Q = B avec Q(a) #0
Pour F = %, si a est pdle double de F' : ( ) (@) . Alors
A(a) #0
A A
F= _4+ 2 _1qG (13.40)
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V. PRATIQUE DE LA DECOMPOSITION CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES

ou a n’est pas pole de G.
Calcul de Ay : en multipliant 1’égalité par (X — a)?, on obtient :
Fx(X—a)?=MN(X—a)+ X+ (X —a)?CG (13.41)

|

Ol

En remplacant X par a, on a alors Ay = ggzg

Pour calculer A\{, on a deux méthodes :
/
1% méthode on dérive la deuxidme égalité : (g) =\ +2(X —a)G + (X — a)2G.
/
Ainsi, A = (%) (a)
Ao

2%me méthode on connait déja \o. D’aprés la premiere égalité, F — Xz = (XA%Q) + G.

D’apres le membre de droite, celui de gauche n’a a pour pdle que d’ordre au maximum 1.

Le calcul donne F} = F — (X’\_za)2 = (Xfal)Ql.

On est ensuite ramené au probléme du pdle simple.

Application sur I’exemple :

B o

F= G
Xo1 x-nE i
) - (13.42)
(X = 1D2(X2+1)(X +1)2
DoncWzﬁ()(—l)—l—’y—&-(X—l)gG.Doncvzﬁ:é
Méthode 1

(X +1D)*(X2+1) - XX +1)(X%+1) + (X +1)%2X)
(X +1)4(X2+1)2

=B+G (X -1 +2G(X -1)

(13.43)

(X +1D)(X2+1) —2X(X%2+1) — (X +1) x 2X2

(X + 1)3(X2 1 1)2 =B+G(X -1 +2G(X —1)

(13.44)
Donc g = %1
Méthode 2 :
~y X _ 1
(X —1)2 (X -12(X2+1)(X+1)2 8(X —1)2
. 8X — (X +1)*(X2+1)
CO8(X —1)2(X +1)2(X2+1)

(13.45)

on vérifie que le numérateur est nul en 1 puisque 1 est au mieux pole simple

8X — (X +1)*(X?+1)=8(X —1+1) — (X —1+2)(X +1)(X*+1)
=(X-1)B—(X+1)(X*+1)]+8—2(X +1)(X*>+1)
(13.46)

8§—2(X +1)(X?+1)=8-2(X —1+2)(X*+1)
= (X —D[-2(X2+1)]+8—-4(X*+1) (13.47)
= (X —D[-2(X?+1)] —4(X*-1)
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CHAPITRE 13. FRACTIONS RATIONNELLES V. PRATIQUE DE LA DECOMPOSITION

Donc
—(X+D(X?2+1)—-2(X%24+1)—4(X+1
o0 8- (XHDXP+ D) 20X+ ) 4N +1) B LG (13.48)
(X —1) 8(X — 1)(X +1)%(X2+1) (X —1)
Ainsi, g = 8=2x2=2x24x2 _ 1
6. Conclusion :
1 1 1 1 1 1 1
F=3 - — - 13.4
8<X—i+X+i X—1+(X—1)2 X+1 (X+1)2> (13.49)

Intérét de la décomposition en éléments simples : pour l'intégration.
Exemple (Autres) :

1 .
® F = m ouae€ (C* (1350)

Partie entiére nulle ( deg FF = —2)

Forme de la décomposition :

o B
F= 13.51
X —a + X+a ( )
On multiplie par X — a, on prend la valeur en a : o = i
De méme, § = 5—;
Donc
1 1 1 1
— = - 13.52
X? —a? 2a<X—a X+a) ( )
1
F= 13.53
Forme de la décomposition :
F=_2 “ dn—1 ollwp =en" (13.54)

X*W0+X*W1 +.“+X7Wn—l7

Pour chaque k : on multiplie par X — wg. On obtient é = ap + (X — w)G, ou Q est tel que

X" —1=(X —w)Q.
Donc ay = m
Ona: X" —1= (X —wg)Q. Donc, en dérivant :
nX" ' =Q+ (X —w)Q' (13.55)

Donc aj = —— = “£ Donc
nw n

k
1 wo w1 Wn—1
F=_ R Lt B 13.56

n(X—w0+X—w1+ +X—wn1) ( )

Autre méthode :
On multiplie par X — 1. D’ot g = % ouQ=14+X+---+X"1!
Donc ag = %

On remarque que :
1

FuwnX) = = =F(X 13.57
@X) = gy = o = P (13.57)
On a donc : o o o
F= o 1 I ey SR
w1 X — wo + w1 X —wq + + w1 X — Wn—1
— % 1 + % 1 4+ On—1 # (13'58)
lewa/wl lef]. w1 Xfwn_z
——
Wn—1
Donc a1 = 3—‘1’, ay = %...O&n_g = a::l’l Comme aq est connu, on peut trouver les autres.
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n—1

1 Qg Bk
L] F = —— = 13-59
X7 —1) ;O(X—wk+(X—wk)2> (13.59)
Symétries :
n—1
ag Bk
FunX)=FX)= 13.60
(@1 X) = F(X) §O<W1X—wk+(w1X—wk)2) (13.60)
Pour tout k € [0,n — 1], on a :
B Bk 1 ag ag 1
(WiX —wg)? W (X —wr-1)? X —wp w; X —wp (avec woy =wn1) )
D’ou :
Vk e [0,n — 1], X _ ap_1 et B—’; = Br—1 (13.62)
w1 w1
D’ou,
k
QE = W) = WX
vk € [0,n — 1], 1k 0 0 (13.63)
B = wi*Bo = wakfo
Obtention de ag et [y :
1
F= 2 b g (13.64)

(Xr—12 X-1 ' (Xx-17

Donc, en multipliant par (X — 1)2 ft en prenant la valeur en 1, on trouve 5y = %

F= =ao(X = 1)+ B+ G(X — 1) 13.65
Q
En dérivant, on obtient :
—20)
5 o0t (X —1)%G" +2(X - 1)G (13.66)
Valeur en 1 : o = 723;(1) Q) =n—-1)+Mn-2)+--+1= ”(n;l)
Donc ag = _(Zz_l
1
. F = 5 dans C(X) (13.67)

Poles : —j,—52,1 / /
o B o B Y
= -+ ~— + = + —— + 13.68
X+j (X+j)? X+ (X+52)? X-1 (13.68)

Symétries :

Pour tout z € R\ {1}, F(x) € R (car F e R(X))

Donc F(z) = F(x)

Or,
o B o g gl
F(x) = -+ — + - + -5 T 13.69
(@) r+j (x+j)? xz+52 (z4+42)?% z-1 ( )
et
a B @ B gl P
F(z) = — + = + -+ — + rappel : j° = 13.70
() 472 (+2)? z+j (x+j)? x-1 (rappel : j 7) ( )
Donc
a B a« B gl
= - + - T+ - + ~— + 13.71
X+j52 (X452 X+j (X+j)2 X-1 ( )
(car les deux fractions rationnelles coincident sur une infinité de valeurs, a savoir R\ {1})
Donc, par unicité de la décomposition en éléments simples :
o = a, B =B, veR (13.72)

En multipliant par X — 1 et en prenant la valeur en 1, on obtient v = 1% =1

En multipliant par (X + 5)2 on obtient la valeur de 3, puis o en dérivant...
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Remarque (a propos de la décomposition dans R(X)) :

1%r idée mauvaise quand les poles non réels sont d’ordre plus grand (ou égal) & 2 :
Pour F = % irréductible :
Si B a toutes ses racines dans R, on procéde comme dans C(X)

Si B a une racine a non réelle, alors a est aussi racine de B avec la méme multiplicité :

e Si cette multiplicité vaut 1 :
B=(X-a)(X—-a)Q,ouQa) #0
| —

X2—sX+p
La décomposition en éléments simples dans C(X) donne :

A\ X <« voir exemple précédent G A+ NX — (aX +a))
X-a X-a te= X2 —sX +p

F= +G (13.73)

e Si cette multiplicité est > 2 (ici, 2) La décomposition dans C(X) donne :

A A 1 i
F= G 13.74
X—o X—a! X-a? x-a27 (13.74)
N
CEREETY s 000 oy simple

(Remarque : on peut quand méme s’en sortir avec la décomposition de la forme % =FE+

Ay Ay 4 .. An
atato ey

Autre idée (pour un péle a non réel d’ordre 2)
Ecrire la forme de la décomposition dans R(X) :

AX + 4 NX +

F =
X2—-sX+p (X?2—-5X+p)?

+G (13.75)

En multipliant par (X2 — sX + p)? et en prenant la valeur en a, on obtient la valeur de Na + p/
d’ott X et p' car a € C\R et X, ' € R ((1,a) est une famille libre du R-ev C)

Ensuite, par dérivation, on peut obtenir A et u.
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