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Chapitre 11 : Matrices

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif (souvent un sous corps de C). Les lettres n, p,

q..désignent des éléments de N*.

I Définition

Matrice

Définition :
Une matrice de type (n,p) & coefficients dans K est une famille (a; ;) d’éléments de K indexée par

[1,n] x [1,p]. Leur ensemble est noté 4, ,(K). A, (K) est noté aussi .4, (K).

Représentation d’une matrice

Une matrice A = (a;j)1<i<n de ., ,(K) est représentée par un tableau a n lignes, p colonnes de

<J<p
sorte que, pour tout (z,7) € [1,n] x [1,p], a; ; est placé sur la i-éme ligne de la j-éme colonne.

Ainsi :
1.1 a2 s Q1p
@21 ag 2 e a2.p
A= i . . € M p(K) (11.1)
An,1  Qn2 e CLnA’p

La i-éme ligne de A est (a;1,a:2...a;p) € A1 ,(K) (matrice ligne)
La j-éme colonne de A est (a1,j,a2;...an,;) € AMn1(K) (matrice colonne)

Une matrice de type (n,n) s’appelle une matrice carrée d’ordre n.

IT Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Ici, E est un K-ev de dimension p, muni d’une base Bg = (e1, ez, ...€p).

T
)
Soit v € E, on lui associe la matrice colonne | | de ses composantes dans la base %g.
Tp
L’application :
p: E — M,1(K) (11.2)
1
T2
v — .
Tp
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III. MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DANS DES BASESCHAPITRE 11. MATRICES

est évidemment bijective, d’inverse

Z1

T2 P

N Z T;i€; (11.3)
: i=1

Tp

Plus généralement, étant donnée une famille # = (vi,vs...vy) d’éléments de E, on introduit la
matrice A € 4, ,(K) telle que, pour tout j € [1,¢], la j-éme colonne de A soit la colonne des composantes
de v; dans la base #g. Cette matrice sera notée mat(#, Bg).

Exemple :

P=1-2X, Q=3+X2 R=1+X+X? (11.4)
Matrice de (P,Q, R) dans la base naturelle de Ry[X] ((1, X, X?)) :

1 31
—2 0 1 (11.5)
0 11

C’est aussi la matrice de ((1,-2,0),(3,0,1),(1,1,1)) dans la base canonique de R3.

11T Matrice d’une application linéaire dans des bases

Définition :

Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base Bg = (e1, 2, ...¢p).

Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Zr = (f1, fo, .- fn)-

Soit p € Z(E, F)

La matrice de ¢ dans les bases #Bg et B est, par définition, la matrice a n lignes, p colonnes, qui
donne, par colonne, les p(e;) dans la base % :

C’est mat((p(e1), ¢(e2) ... v(ep)), Br), notée mat(p, B, Br).

Proposition :
La matrice A € 4, ,(K) détermine une unique application linéaire ¢ € Z(E,F) telle que A =
mat(p, B, Br).

Démonstration :
C’est le fait que la donnée des images des vecteurs de &g détermine une et une seule application linéaire.

Ainsi, lapplication ¢z, 2,: L(E, F) — My p(K) est bijective.
¢ > mat(p, B, Br)

Cas particulier :

Si E =F et Bg = Br, alors mat(p, B, Br), notée mat(p, Bg) est la matrice de ¢ dans la base B

IV Le K-ev #,, ,(K)

Idée : Transporter avec ¢z, %, la structure de K-ev de Z(E, F') de sorte que pg, %, devienne un

isomorphisme (et pas seulement une bijection).
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CHAPITRE 11. MATRICES IV. LEK-EV #n p(K)

Somme

Etude :

Soit E un K-ev de dimension p, muni d’'une base Zr = (e1,e,...¢€p).
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Br = (f1, fo,... fn).
Soit f e Z(E,F), de matrice A = (a;,j)1<i<n dans Bg et Bp.

1<j<p

Soit g € Z(E, F), de matrice B = (b; j)1<i<n dans &g et Bp.
1<j<p
Alors, pour tout j € [1,p] :
(f +9)e; = fle;) +gley) ZawmeZb ifi= Z @i+ bijfi (11.6)
=1

La matrice de f + g dans B, Br est donc la matrice C = (¢; ;) définie par :
Vi e [[1,n]],\7j € [[1,]9]], Cij = Q4 j + bz}j (11.7)

Définition :
Soient A = (a”)1<z<n et B = (b”)1<z<n deux éléments de 4, ,(K). A+ B est la matrice C =
<j

1< 1<j
(c”)1<l<n telle que V(z j)e1,n] x [[1 pﬂ c” a;; +bij.
1<y<p

Théoréme :
Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base Bg = (e1,ez,...¢€p).
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Br = (f1, f2,.-- fn)-
Soient f,ge Z(E,F).

Alors mat(f + g, B, Br) = mat(f, Bg, Br) + mat(g, Br, Br)

Démonstration :

Résulte de I’étude.

Produit par un scalaire

L’étude est analogue a celle de la somme, avec f € Z(E,F) et A e K.

Définition :
Soient A = (az j>1<z<n7 e K.
1<j<p
AA est la matrice A’ — (a) )1<Z<n telle que V(i, ) € [1,n] x [1,p],a; ; = Aa; ;.
1<j<p
Théoreme :

Soit £ un K-ev de dimension p, muni d’une base #g.
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Ap.
Soit f e Z(E,F).

Alors mat(\ - f, Bg, Br) = X - mat(f, Br, Br)
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IV. LEK-EV #n p(K) CHAPITRE 11. MATRICES

Le K-ev 4, ,(K)

Théoréme :

b (%n,p(K), +, ) est un K-ev.

e Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base %g.
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Zp.

Alors ¢zp .z, L(EF) — My p(K) est un isomorphisme de K-ev.
¢ — mat(p, Bg, Br)

Démonstration :
e Vérification immédiates des différentes reégles de calcul dans un K-ev (le neutre est noté 04, (),

matrice dont tout les coeflicients sont nuls).
e Idem.

Cas particulier :
Si £ = K? muni de sa base canonique %,
et F' = K" muni de sa base canonique 4,

alors I'isomorphisme ¢: Z(K?,K") — ., ,(K) est I'isomorphisme canonique de .2 (KP, K™)
[ — mat(f, By, Br)
vers My p(K).

Dimension

Théoréeme :
M p(K) est de dimension n x p, une base naturelle de .4, ,(K) étant la famille des E; ; pour (4, j) €
[1,n] x [1,p] ou E; ; est la matrice de ., ,(K) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice

(,4) qui vaut 1.

Démonstration :

Repose sur le fait que pour toute matrice A = (ai’j)%fiin’ onaA=73 ai;E;.
<j<p

Conséquence :

Soit £ un K-ev de dimension p, muni d’une base A .

Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base .

Alors Z(E, F) est de dimension n X p.

Démonstration :
Z(E, F) est isomorphe & ., ,(K).
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CHAPITRE 11. MATRICES

V. PRODUIT MATRICIEL

V Produit matriciel

Définition

Etude :

Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base g = (e1, e, ...
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Br = (f1, fa2,. .-

Soit G un K-ev de dimension m, muni d’une base B¢ = (g1, ga, - - -

Soit ¢: E — G linéaire.
Soit ¢: G — F linéaire.
Alors @ o 1) est linéaire de E dans F'.

Soit A = mat(p, Ba, Br) = (@i ;) € Mnm(K).
Soit B = mat(y, Br, Ba) = (bi ;) € Mm p(K).
Soit C' = mat(p o ¢, Bg, Br) = (¢; ;) € Mp p(K).

Pour tout j € [1,p], on a :

pole;) =p(¥(e)) =¢ <i ka!]k)
k=1
= Z b (Z a; kﬂ) = m

ep).
fn)-
Gm)-

m
Z b ,j@ gk
k=1

Z i kbk,jfi>

7~

=1 k=1
n [ m (11.8)
= Z a; kb i fi = Z (Z a; kb jfz)
ie[Ln], i=1 \h=1
ke[1,m]

Z <Z ai7kbk,j> fi
=1 \k=1

Donc Vi € [1,n],¢;j = Dy @i kb, ;-
Done (i, j) € [1,n] x [1,p], cij = 25, ai kb,

Définition :

Soit A € My m(K), B € Mp,,(K). On note A x B la matrice C, élément de .4, ,(K), définie par

Vie ﬂl,nﬂ,Vj € [[Lp]]vci,j = Z;cn:l al}kbk,j

Théoréme :

Soit F un K-ev de dimension p, muni d’une base #g.
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base %r.
Soit G un K-ev de dimension m, muni d’une base %g.
Soit v € Z(FE,G), p € Z(G,F). Alors :

mat(p o ¢, Br, Br) = mat(p, Ba, Br) x mat(y, B, Ba) (11.9)
Démonstration :
Résulte de 'étude.
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V. PRODUIT MATRICIEL CHAPITRE 11. MATRICES

Exemple :

1 -1 3 -1 -1 -8
x - (11.10)
2 4 4 7 22 26
Composantes de 'image d’un vecteur
Théoréme :
Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base Br = (e1, eq,...¢€p).
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Br = (f1, fo,... fn).
Soit p € L(E, F), A =mat(p, Br, Br).
Soit u € E, X € #,1(K) la colonne des composantes de u dans Zg.
Soit ve F, Y € #,1(K) la colonne des composantes de v dans Zp.
On a P'équivalence : v = p(u) <= Y = A x X.
T U
Démonstration :
L2 Y2
Notons A = (a;j)i<i<n, X =| |, Y =
1<j<p .
Tp Yn
Ona:u=3"_ zje; Donc
p p n n P
ZOESITICIEDIEIN DICFT EDINN DIETIRY I (11.11)
j=1 j=1 i=1 =1 \j=1
i-éme composante de
¢(u) dans la base
(fl»va---fn)
Ainsi,
v=p(u) <> vet p(u) ont les mémes composantes dans Bp (11.12)
P
= Vie[Ln]y =) aijz; (11.13)
j=1
— Y=AxX (11.14)
En effet :
a1 a12 ... Qlp 1 Z?:l a1,5%;
as i a2 .2 ce. Q2 i) Zp: ag ;T
x| = (11.15)
An1 Ao oo Qnyp T Z§=1 A, jTj
Exemple
1 3
Soit ¢ € .Z(R?) de matrice A = ) dans la base canonique % de R2.
2 4
Notons %y = (e1,€3) ; alors p(er) = (1,2

Pour tout (z,y) de R?, on a p(x,y) = (z',%),

T x’ N 1 3 T x4+ 3y
avec A X = , soit = X =

y y y 2 4 Yy 2 + 4y
MPSI Mathématiques 6
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CHAPITRE 11. MATRICES V. PRODUIT MATRICIEL

Propriétés du produit

Proposition :
Pour tous A, A" € My, ,(K),B,B" € #,4(K),C e #,,K),\€K, ona:

1. AxB)xC=Ax(BxC)=AxBxC
2. (A+A)xB=AxB+ A" xB

3. Ax(B+B)=AxB+Ax B

4. (M) x B=X.(Ax B) = A x (AB)

1 0 0
0o 1 . o
5. AxI,=Aet I, xB=DB,oul, = = (0;,j)1<i<p avec 0;; = 1sii=j4,0
Lo 1<j<p
0 0 1
sinon.
Démonstration :

En passant par les applications linéaires, par exemple pour (2) :
Soit £ un K-ev de dimension p, muni d’une base g .

Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base %#r.

Soit G un K-ev de dimension ¢, muni d’une base %¢.

Soient o, ¢’ € Z(F, F) de matrices A, A’ dans les bases Zg et Bp.
Soit 1 € Z(G, E) de matrice B dans les bases B¢ et BE.

Alors :
(A+A") x B=mat ((¢+¢') o, Ba, Br) (11.16)
=mat (p o + ¢’ o, Bg, Br) (11.17)
= mat (¢ 09, Ba, Br) +mat (¢’ oV, Be, Br) (11.18)
=AxB+ A xB (11.19)

(On procede de la méme maniére pour les autres formules)
La démonstration directe sans passer pas les applications linéaires est pénible.
Remarque :

I,, s’appelle la matrice unité d’ordre p.

Attention : Il n’y a pas commutativité en général :

e A x B peut étre défini mais pas B x A.
Ezemple : A de type (n,p), B de type (p,q) avec g # n.

e A x B et B x A peuvent étre définies mais pas de méme type.

Ezemple : A de type (n,p), B de type (p,n) avec p # n.

e A x B et B x A peuvent étre définies, de méme type mais différentes.
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VI. LA K-ALGEBRE ./, N (K) CHAPITRE 11. MATRICES

Ezemple : A de type (n,n), B de type (n,n) :

1 -1 1 2 00
x = (11.20)
7 -7 12 0 0
12 1 -1 15 —15
x = (11.21)
1 2 7 -7 15 —15

Il n’y a pas intégrité non plus (voir exemple ci-dessus).

VI La K-algébre ., (K)

Rappel

M (K) = A, (K) : ensemble des matrices d’ordre n a coefficients dans K.
Une K-algebre est un ensemble A muni de deux lois de composition internes 4+, X et d’une loi a opérateurs

dans K tels que :
o (A, +,) est un K-ev.

e X est associative, distributive sur + et, pour tout A € K et tous, a,be A, (Aa) xb=X-(a xb) =

ax (X\-b).
o il existe un neutre 14 pour x.

Ezemple : K, 7 (K, K), K[X]

Théoréme

Théoreme :
o (M,(K),+, x,-) est une K-algebre.

eSi FE est un K-ev de dimension n muni dune base HBg, alors D'application

bz L(E) — Mn(K) est un isomorphisme de K-algebre. (On sait déja que
¢ > mat(p, Bp)
(Z(E),+,0,-) est une K-algebre)

Démonstration :
e On sait que (.#,(K),+,-) est un K-ev (de dimension n?). De plus, selon le paragraphe précédent,
x est une loi de composition interne sur ., (K), associative, distributive sur +, admet comme

élément neutre I, et « les scalaires sortent des produits ».

e On sait déja que ¢z, est un isomorphisme de K-ev. De plus, pour tous ¢, € Z(E) : ¢z, (po)) =
mat(pot), Br) = mat(p, Br) xmat(V, Br) = ¢z, (p) X ¢z, (1), et ¢z, (Idg) = mat(Idg, Br) =
I,.
Remarque :

Si on note A une autre base de E, alors Papplication Z(E) — #,(K) est toujours un
¢ ~—— mat(p, Zp, Bp)
isomorphisme de K-ev mais plus de K-algebre (car mat(Idg, Bg, Bf) # In,).
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CHAPITRE 11. MATRICES VI. LA K-ALGEBRE ./, v (K)

Exemple :

Dans R?, 2 = [(1,0),(0,1)] et &' =[(1,2), (3,1)].

. (11.22)

0
1
-1 3

1
mat(Idg, B', B) = mat(ldg, B, #') =
2 -1

2 1

1 0 1

mat(ldg, B, B) = mat(ldg, B, #') = (
1 0

1

= 11.2
! (11.23)

Conséquences : regles de calcul

e Regles habituelles de 'anneau (., (K), +, x),
du K-ev (A, (K), +, ).
« Les scalaires sortent des produits ».
(C’est-a-dire les reégles habituelles d’une K-algebre)
o Notation habituelle dans un anneau :
A =1,
Vk e N, Akt = A4~

e Et (toujours dans 'anneau), si A, B € #,,(K) sont deux éléments qui commutent, alors :

Pour A € 4, (K),

¥meN,(A+B)" =) CkA*B"* (11.24)
k=0
et

YmeN* A™ - B™ =(A—B) x (A" '+ A" 2B+ ...+ B™ ) (11.25)

Exemplef:3 2 1
Soit A= [0 3 2], calculer A

0 0 3
Premiére méthode; chercher une récurrence en calculant les premieres valeurs, puis la montrer et

donner le résultat.

Autre méthode, plus simple; on peut en effet poser B telle que :

3 2 1 0 2 1
A=10 3 2| =3L+|0 0 2 (11.26)
0 0 3 0 0 O
[
B
0 2 1 0 0 4
Onaalors: B®=1;, B'=|0o o 2|, B*=|0 o 0|, B*=0.
0 0 O 0 0O

Donc, comme I3 et B commutent (I3 commute avec tout le monde), on a :

Q

k
AF = 3L+ B)F = ) CP(3L3)F P B?
p=0

k
= Y cr3hrpr

. (11.27)
p:
(pour k = 2) = C](C)Sk_OBO + C;i?)k_lB + C]%Sk_zBQ
-1
=33+ k3" B+ LZ J3-2p2
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VII. TRANSPOSITION CHAPITRE 11. MATRICES

Donc
3k 2k3F1 g3kl 4 2k(k — 1)3F2
AP =10 3k 2k3k—1 (11.28)
0 0 Rl

VII Transposition

Définition
Définition :
Soit A € M, ,(K), disons A = (a; ;)1<i<n-
1<j<p
La transposée de A est la matrice ‘A € ., ,(K) définie par A = (a];)1<i<p o0 Vi € [1,n],Vj €
“ligj<n
[lvpﬂvafi,j = Qji-
Exemple :
1 4
) 12 3
A=12 5 A= (11.29)
4 5 6
3 6

Propriétés
Propriété :
Pour tous A, A" € A, ,(K),B e M#,,K), eK,ona:
o (tA) = A
o (A+ A ="tA+1A
o (AA) = \A
o (AB) ='B'A
Démonstration :

Pour les trois premiers, c¢’est immédiat. Pour le quatrieme :

_ _ _ tA (o t (1 tptg _
Notons A = (aij)i<i<n, B = (bij)1<i<p, AB = (cij)i<i<n, ‘A = (a ;) 1<i<p, B = (b ;)1<i<q, ‘B'A =
1<j<p <i<q 1<j<q 1<j<n 1<j<p
]
(cij)1<i<q-
1<j<n

Pour tous i € [1,¢],j € [1,n], on a :
P P P
C;,j = Z b;k}a%’j = Z bk7iaj7k = Z CLjJCbkﬂ; = Cj,i (1130)
k=1 k=1 k=1

Donc {AB) = 'B'A.
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Matrices symétriques, antisymétriques

Définition :

Soit A € 4, (K).

A est symétrique — Vie[l,n],Vje [1l,n],ai; =a;;, — A=A (11.31)
A est antisymétrique = Vie [1,n],Vje [1,n],a;; = —a;; — 'A=-A (11.32)
1 3 0 0 -3 0
Ezxemple : |3 2 2| est symétrique, |3 0 2| est antisymétrique.
0 2 0 0 -2 0

Proposition :

Les ensembles .7, (K) et 7,(K) des matrices symétriques et antisymétriques de .4, (K) forment deux

n(n;—l) ot n(n—1)

sous-espaces supplémentaires de .4, (K), de dimensions —

Démonstration :

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
InK)=Vect [ o o . . |,]o 1 . . ‘lss]o 0o . . tlsflo oo
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(1) M
2
(11.33)

Et cette famille est évidemment libre est génératrice.

De méme, dim 7, (K) = w (méme famille que .}, (K) en enlevant les n derniers et en remplagant le
1 « du haut » par —1 dans les autres).

Donc dim #,(K) + dim ., (K) = n?.

De plus, si M € #,(K) n .7, (K), alors évidemment M = 0_4, (k)-

Donc .7, (K) et 7, (K) sont en somme directe, et 7, (K) ® .7, (K) = 4, (K).

VIII Matrices inversibles

Définitions — Rappels

Définition :
Soit A € 4, (K).
A est inversible = iBe #,K),AB=BA=1, (11.34)

(C’est la définition générale de 'inversibilité pour x dans un anneau).

MPSI Mathématiques 11
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VIII. MATRICES INVERSIBLES CHAPITRE 11. MATRICES

Proposition :
Si A € #,(K) est inversible, alors il existe un et un seul B € #,(K) tel que AB = BA = I,,. Cet
élément s’appelle 'inverse de A et est noté A~!. (la démonstration a été faite dans le cas général pour

un anneau).

Définition :
L’ensemble des éléments inversibles de ., (K) est noté GL,, (K). Il forme un groupe pour la loi x. (idem,

voir cours sur les anneaux).
Plus précisément :
e GL,(K) est stable par x :
Si A,B e GL,(K), alors AB € GL,,(K) et (AB)"! = B~1A~!.
e Si Ae GL,(K), alors A=t e GL,(K) et (A~1)~1 = A.
o I, eGL,(K)

Remarque :
Si AB = BA, alors A et B sont carrées de méme type. Le fait d’avoir choisi 4, (K) pour la définition

d’inversibilité n’est donc pas restrictif pour GL,, (K).

Théoréme essentiel

Théoréme :

Soit A € A, (K).

Soit E un K-ev de dimension n, muni d’une base %g.

Soit E' un K-ev de dimension n, muni d’une base %Bg:.

Soit ¢ € Z(E, E’) de matrice A dans les bases #g et B .

Alors A est inversible si et seulement si ¢ est bijective. Si c’est le cas, A~! est la matrice de ¢! dans

les bases B et BE.

Démonstration :
e Supposons A inversible : on peut introduire A~! et I'application linéaire v: E' — E de matrice
A~ dans les bases B et Br. Alors o =Idg et ¢ o p = Idg. En effet :
mat(p o), By, Br) = mat(p, By, Brr) x mat(yh, Bp, Br) = Ax A~ =1,,, (11.35)
et
mat (v o @, Br, Br) = mat(y, Br, Br) x mat(p, Bp, Bp) = A" x A=1, (11.36)

Donc ¢ est bijective et ¢! = 1.

e Supposons ¢ bijective. On introduit =1 et B = mat(p !, Br, Bg). Alors :
A x B =mat(p, B, Br) x mat(o ', Br, Br)
=mat(p oy~ ', Br, B)
(11.37)
= mat(IdE/,e@E/“%E/)

=1,
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et
B x A=mat(p !, Bp, Br) x mat(p, Br, Br)

=mat(p ! o, B, Br)
= mat(IdE, %E; %E)

(11.38)

=1,

Donc A est inversible et A~ = B.

Théoréme (Cas particulier) :
Soit E¥ un K-ev de dimension n, muni d’une base %.
Soit p € Z(E), A = mat(p, B).

Alors A est inversible si et seulement si ¢ est bijective, et dans ce cas A~! = mat(p~1, %).

Conséquence :
Soit £ un K-ev de dimension n, muni d’une base .

Alors ¢g: GL(E) —  GL,(K) est un isomorphisme de groupe.
o — mat(p, %)

Exemples

1
Soit A = . A est-elle inversible, si oui que vaut A= ?
2 1

e premiere méthode, exclue :

x z
Soit B = . On a les équivalences :
y t

AB = BA=1 {systéme de 8 équations (11.39)
" a 4 inconnues '

e deuxiéme méthode :

Soit ¢ I'endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique %,. Alors, pour tout (z,y) €

R? p(x,y) = (x — y, 27 + y). Soit (a,b) € R2. On a les équivalences :

— __ a+b
rT—y=a x =94
o(z,y) = (a,b) = — b732a (11.40)
2c4+y=> y ==
I 1 . /3 1/3
Donc ¢ est bijective et ¢~ a pour matrice dans %,.
—-2/3 1/3
1 1
Donc A™' =4
-2 1

Autre exemple :

- o

2 4
Soit A = . Soit ¢ € Z(R?) de matrice A dans la base canonique %, = (i, 7).
1 2

2 >
)

Alors Im ¢ = Vect(p(7), () = Vect((2,1), (4,2)) = Vect((2,1)). Donc Im ¢ est de dimension 1. Donc

o n’est pas de rang 2, donc ¢ n’est pas bijective, donc A n’est pas inversible.

MPSI Mathématiques 13
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Diverses caractérisations

Ici, A € A, (K).

1) Avec les endomorphismes

Proposition :
Soit £ un K-ev de dimension n, muni d’une base 4.
Soit ¢ € Z(F) de matrice A dans la base 2.

On a les équivalences :
A est inversible <= ¢ est bijective
<= ¢ est injective (11.41)

<= ( est surjective

2) Avec les colonnes

Proposition :

On a les équivalences :

A est inversible <= Ses colonnes forment une base de ., 1 (K)
<= Ses colonnes forment une famille libre (11.42)

<= Ses colonnes forment une famille génératrice de .4, 1(K)

Démonstration :
Les deux dernieres équivalences viennent du fait que ., 1(K) est de dimension n.
Concernant la premieére équivalence :

Soit ¢ I’endomorphisme de .4, 1(K) de matrice A dans la base naturelle de ., 1 (K) :

1 0 0
0 1 0

EBE=| |.EBo=| |.....E.=| (11.43)
0 0 1

Alors :

A est inversible <= ¢ est bijective
(11.44)

— [¢(E1), 9(E2),...0(E,)] est une base de 4, 1(K)
Or, pour tout j € [1,n], ¢(E;) n’est autre que la j-éme colonne de A, d’ou 'équivalence.
Généralisation :
Soit E un K-ev de dimension n, muni d’une base & = (e, ez, ... €,).

Pour tout j € [1,n], on note v; le vecteur de E dont les composantes dans £ sont données par la j-éme
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Algebre et géométrie



CHAPITRE 11. MATRICES VIII. MATRICES INVERSIBLES

colonne de A.

Alors :

‘ A est inversible <= [v1,v2,...v,] est une base de F ‘ (11.45)

La démonstration est la méme en prenant ¢ € Z(F) de matrice A dans la base & (puisque Vj €
Hlvnﬂvvj = ¢(6J))

Cas particulier :
Si E = K" et A est la base canonique de K”. Les v; sont alors appelés les vecteurs colonnes (c’est-a-dire

les colonnes vues comme n-uplets)

3) Avec les systémes

Proposition : by
A est inversible si et seulement si pour tout B = | : | € 4, 1(K) le systeme
by,
AX = B, (S)
T
ol X = | : | estla colonne des inconnues, a une unique solution.
Zn

Démonstration :
En effet : (B) traduit I'assertion « ¢ est bijectif, ou ¢ est un endomorphisme d’un K-ev E de matrice A

dans une base £ ».

En effet : Si ¢ € L(F), mat(¢p, B) = A, B = (e1,ea,...¢€,), alors :

A est inversible <= ¢ est bijective

— Vbe E,AFc E,¢(&)=b

. (11.46)
<« V(by,ba,...b,) e K", Iz, 20,...2,) K", (Z) = b
< Y(b1,ba,...b,) e K", (21, 29,...2,) e K" AX =B
Définition :
Un systeme AX = B ou :
Ae gL, (K)
Be #,1(K) (11.47)

X € M, 1(K) est la colonne des inconnues

est appelé un systéme de Cramer. II admet I'unique solution X = A~'B.
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4) Inversibilité 4 droite ou & gauche seulement

Théoréme :

On a les équivalences :

A est inversible <= 3B e .#,(K),AB =1, (11.48)
< IBe #,(K),BA=1, (11.49)

Et dans ces cas la B = A~1,

Démonstration :

Déja, les implications de gauche a droite sont évidentes.

e Pour la premiére équivalence : Supposons qu’il existe B € 4, (K) tel que AB = I,
Soit E un K-ev de dimension n, muni d’une base 4.
Soit ¢ € Z(E) de matrice A dans la base £.
Soit ¢ € Z(F) de matrice B dans la base 2.
Alors g o) = Idg.
Donc ¢ est surjective : tout élément v de E s’écrit ¢(¢)(v)). Donc ¢ est bijective. Donc A est

inversible. Et on a AB = I,,, donc A~'AB = A~!, donc B = A~".

e Pour la deuxiéme équivalence : on introduit les mémes éléments.

1 o ¢ = Idg. Donc ¢ est injective :

o(a) = p(x) = Y(p() =P(p(z)) = 2’ =z (11.50)

Donc ¢ est bijective. Donc A est inversible et B = A™!,

5) Transposition

Proposition :
On a ’équivalence :

A est inversible <= ‘A est inversible, (11.51)

et dans ce cas, (‘fA)71 =1A471).

Démonstration :
Supposons A inversible : AA™l = A71A =1,,.
Alors :

(AA Y =A=', =1, ; (A™HYA =tA A ) =1, (11.52)

Donc A est inversible, d’inverse {A71).

Réciproquement, si ‘A est inversible, alors {(*A) est inversible, c’est-a-dire que A est inversible.
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Conséquence :

On a les équivalences :

A est inversible <= Ses lignes forment une base de .#; ,(K)
<= Ses lignes forment une famille libre
(11.53)
<= Ses lignes forment une famille génératrice de .4 ,,(K)

<= la famille de ses vecteurs lignes (€ K™ !l) a les mémes propriétés...

(Les vecteurs lignes de A sont les vecteurs colonnes de ‘A)

Exemples importants

1) Les matrices diagonales

On note Diag,, (K) 'ensemble des matrices diagonales d’ordre n & coefficients dans K. (attention, ce
n’est pas une notation standard!). Alors Diag,, (K) est une sous algebre de .#,,(K) (et méme commuta-

tive).

Proposition :

Soit A € Diag,, (K) :

A0 0
0 X .o

A= 2 (11.54)
ST
0 ... 0 X

Alors A est inversible si et seulement si Vi € [1,n], A; # 0, et dans ce cas :

M0 .0
0 At
A7l = 2 (11.55)
0
0 0 Al

Démonstration :
e Siun des A; est nul, la colonne C; est nulle, donc la famille des colonnes de A n’est pas libre. Donc

A n’est pas inversible.

e Si aucun des A; n’est nul, on introduit la matrice proposée (on la nomme B), et alors AB = BA =

I,,. Donc A est inversible et A~! = B.

2) Les matrices triangulaires supérieures

On note T'S,,(K) l'ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n & coefficients dans K,

c’est-a-dire du type (a; ;) 1<i<n OU 7 >j = a;; = 0. (la notation n’est pas standard non plus)
<js<n
Alors T'S,,(K) est une sous algebre de .4, (K) (mais non commutative).
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Proposition :

Soit A = (a@j)lgign € TSn(K)'

1<j<n
Alors A est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Démonstration :

e Siles a; ; sont tous non nuls :

A= . (* désigne un scalaire non nul) (11.56)

Alors la famille de ses colonnes (C1,Cy...C),) est libre :
Si AMC1+ XCo + -+ + X, Cy, = 0, alors, avec le dernier coefficient, A,a, ., = 0. Donc A, = 0 (car

an,n # 0), et ainsi de suite...

e SiI'un des a;; est nul : Cy,Cy...C; sont ¢ éléments d’'un ensemble de dimension 7 — 1, & savoir

Ha]

Ti—
I’ensemble des colonnes du type ! (qui est Vect(E1, Es,...E;_1), ou (F1,Es,...E,) est la

base naturelle de ., 1(K)).
Donc (C1,C5 ... C;) est liée. Donc A n’est pas inversible.

D’ou I’équivalence.

Remarque :
On peut montrer que si une matrice triangulaire supérieure est inversible, alors I'inverse de cette matrice

est aussi triangulaire supérieure.

3) Matrice triangulaire inférieure

On a le méme résultat que pour les matrices triangulaires supérieures, avec la méme démonstration

(ou en remarquant que A est triangulaire supérieure si et seulement si ‘A est triangulaire inférieure...)

Conséquence : x1 b1 T

Un systéme carré (c’est-a-dire du type Ax | © | =] : |,o0 | : [ estla colonne des inconnues) qui
Tp bn Ty

est triangulaire (c’est-a-dire que A est triangulaire) sans 0 sur la diagonale est de Cramer (c’est-a-dire

qu’il admet une et une seule solution)
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Exemple :

On consideére le systéme suivant :

)\1:[;1 _|_ = bl
)\2332 + == bg

AZn = by
Alors :
e Le systéeme admet une et une seule solution lorsque les coefficients diagonaux sont tous non nuls.

e Sil'un des A; est nul, le systéme n’a pas une et une seule solution.
Démonstration (de la conséquence, en utilisant la notation de ’exemple) :
Supposons 'un des A; nul. On note k = min {i € [1,n], \; = 0}.
e Si k=n (cest-a-dire \,, =0 et Vi < n, \; # 0), alors :
o Soit b, # 0 et le systéme est incompatible.
o Soit b, = 0, alors on voit qu’on peut fixer x,, quelconque et obtenir une solution (x1,zs...z,)
a (E) en résolvant le systéme (S”) composé des n — 1 premiéres équations et considéré comme
d’inconnues 1,23 ...2,—1 (qui a une unique solution puisque triangulaire sans 0 sur la dia-
gonale). Donc (B) a une infinité de solutions (avec un degré de liberté).
e Sinon, soit (S”) le systéme « sous » (strictement) la k-iéme équation, en tant que d’inconnues
Tk, Lkt - - Ty
o Si (S”) est incompatible, alors (E) Pest aussi.
o Si (S9”) est compatible :
— Si aucune des solutions de (S”) ne satisfait la k-ieme ligne, alors (B) est incompatible.

— Sinon, I'une au moins, (Tgt1, Tgt2 - . - Tn) par exemple, des solutions de (S”) satisfait la k-

ieme ligne : on peut alors fixer arbitrairement x, et obtenir une solution (z1, z9, ... Xk, Thy1 - - .

en résolvant le systéme (S”) au-dessus (strictement) de la k-iéme ligne, qui est de Cramer
en tant que d’inconnues x1, Ts,...Tg. Donc (E) a une infinité de solutions (avec au moins
un degré de liberté)

Démonstration (Autre argument) :

On considere le systéme plus générique

T by
AX =B, AeupX), x=|:1, B=]: (11.57)
Ty by,
On va voir plus généralement que si A ¢ GL,,(K), alors soit () n’a pas de solution, soit il en a une
infinité (pour K infini seulement). En effet :
o Si () n’a pas de solution, alors il n’a pas de solution... !

e Sinon, il admet une solution Xy. Montrons alors qu’il en a d’autres :
A n’est pas inversible. Soit ¢ I’endomorphisme canoniquement associé a A. Donc ¢ n’est pas injectif.
Donc ker ¢ # {0}. Donc I'équation AX = 0_4, ) a des solutions autres que 0. Alors les X + AU,
ot U est une solution non nulle de AX =0_4, ) et A € K sont des solutions de () En effet :
Ax (Xo+ANU)=Ax Xo+ AU =B+0=B.

MPSI Mathématiques 19
Algebre et géométrie

Tn)



IX. CHANGEMENT DE BASE CHAPITRE 11. MATRICES

IX Changement de base

Changement de base : matrice de passage, composantes d’un vecteur

FE est ici un K-ev de dimension n.
Soit B = (e1,ea...e,) une base de E (« ancienne »).

Soit B’ = (e],¢€h...el) une autre base de E (« nouvelle »).

On suppose qu’on connait les composantes des e;. dans la base #. (d’ou le nom d’ancienne et de
nouvelle). Alors la matrice qui donne, par colonne, les composantes des vecteurs de %’ dans la base 2
s’appelle la matrice de passage de % a %#’.

Ainsi :

P = la matrice de passage de & & %'

n (11.58)
= la matrice des (a; ;) de sorte que Vj € [1,n],¢; = Z i je;
i=1

notée mat(#’, #) (matrice de la famille %’ dans la base A)

Proposition :
On a:
P =mat(ldg, #', B) (11.59)

(attention, la base de départ est #')

Conséquence :

Si P est la matrice de passage de # & %', alors P est inversible, et P~! est la matrice de passage de %’

aA.

En effet : Onaldg € GL(E). Donc mat(Idg, &', #) est inversible, d’inverse ma‘c(ldgl7 B, B =mat(ldg, B, #')

qui est la matrice de passage de &’ a 4.

Remarque :
Si & est une base de E et Z une famille de n vecteurs de F, alors .# est une base de F si et seulement

si la matrice qui donne par colonne les composantes des vecteurs de .% dans la base 4 est inversible.

Théoréme :

Soit # une base de F, %’ une autre base de E.

Soit P la matrice de passage de B a %’'.

Soit u € E, et X la colonne de ses composantes dans %, X' celle de ses composantes dans %’.

Alors X = PX’ (on obtient les anciennes en fonction des nouvelles)

Démonstration :

On a u = u donc u = Idg(u), c’est-a-dire X = PX’ (la base de départ est %’ pour Idg!)
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Démonstration (variante) :

On note
Z1
P =(aij)i<ci<n, X = :
1<j<n
Tn
On a
n n n n
_ VSN ! _
u = rie; = T; ajje; | =
j=1 j=1 =1 i=1
et

T1
) = n .l
Donc Vi € [1,n],z; = ijl a; jv’;. Donc
Ty T
Exemple :

- -

Dans R? muni de sa base canonique % = (i, j).

Soit € la courbe d’équation :

222 + 5y% — 2zy =9

T
X' = (11.60)
Ty,
<Z ai7jx3> e (11.61)
j=1
(11.62)

(E)

dans Z (C’est-a-dire que € est 'ensemble des éléments de R? dont les composantes (z, y) dans £ vérifient

).

=

Soit I = 2i + 7, J = i—j alors B = (f, ) est une nouvelle base de R2. On cherche I’équation de ¢ dans

B
1
Matrice de passage de & a B’ :
1 -1
/
Soit u € R?, de composantes dans 4 et dans #'.
Y Y
T 2 1 x!
Alors =
y 1 1) \y

On a les équivalences :

uwe€ — 222 +5y> —2zy=9
—
—
922 +9y% =9

JC/2 +y12 =1

Aspect :

8x’2+8x’y’+2y’2+5m’2—10x’y’+5y’2—4x’2+2y'2+2x’y’=9

222" +y)* +5(z' —y)? — 222" +¢) (2" —y) =9

(11.63)
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~i

~y

Les formules de changement de base pour une application linéaire

Théoréme :

Soit E un K-ev de dimension p, et Bg, B deux bases de E. Soit P la matrice de passage de Bg a
Soit F' un K-ev de dimension n, et B, By deux bases de F. Soit () la matrice de passage de B a
Soit p € L(E, F), soit A = mat(p, Bg, Br), A’ = mat(p, By, Br).

Alors A’ = Q~'AP

Démonstration :
On a
¢ =Idpopoldg (11.64)
Donc
mat(p, By, Br) = mat(ldp, Br, By) x mat(p, Br, Br) x mat(ldg, By, Br) (11.65)

Soit A= Q7 1AP

Démonstration (variante) :

Pour tout vecteur colonne X', on note X = PX'| Y = AX,Y' = A’X’'. Alors Y = QY’, donc QY’ =
APX’. Donc Y’ = Q"' APX'. Or, Y’ = A’X". Donc A’X’ = Q" 'APX’. Dot A’ = Q' AP.

Cas particulier :

Soient ¢ € Z(E), & et B’ deux bases de E, et P la matrice de passage de B & #'.

Soient A = mat(p, B), A’ = mat(p, #').

Alors A’ = P71AP.

X Matrices équivalentes et rang

Rang d’une matrice

Définition :
Soit A € My p(K).

rg(A) = le rang de la famille de ses colonnes. (11.66)
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Proposition :

Soit E¥ un K-ev de dimension p, muni d’une base %g.

Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Ap.

Soit p € Z(FE, F) de matrice A dans les bases B et Br.

Soit (v1, vz, ...vp) une famille de vecteurs de F' dont les composantes dans % sont les colonnes de A.

Alors rg(A) = rg(vi,v2, ... vp) = 1g(p).

Démonstration :

On a lisomorphisme ¢ de .4, 1(K) dans F' qui envoie la base naturelle (E1, Es, ... E,) de 4, 1(K) sur
Br.

Cest-a-dire : ¢: Mp1(K) — F

1 n
— Y aif;
z, i=1
Alors les v; ne sont autres que les ¢(C;) (ou Cy,Ca,...C)p sont les colonnes de A).
Or, ¢ conserve le rang (c’est un isomorphisme).
Donc rg(A) = rg(C1,Ca, ... Cp) =1g(v1,v2,. .. 0p).
Or, les v; sont les ¢(e;), et on sait que rg(yp) = rg(w(e1), p(e2),. .. p(ep)).
Donc rg(A) = rg(v1,ve, ... vp) = rg(p).
Conséquence :
e Si Ae Mp,p(K) et sir =rg(A), alors » < n (rang d’une famille de vecteurs dans un espace de
dimension n) et r < p (rang de p vecteurs).
e A est inversible si et seulement si r =n = p.

e A est nulle si et seulement si 7 = 0.

Matrice équivalente

Définition :

Soient A, B € A, ,(K). On dit que B est équivalente & A lorsqu’il existe P € GL,(K) et Q € GL,,(K)

telles que B = Q LAP.

Remarque :

Le ~! n’est que décoratif : si Q est dans GL,,(K), alors Q' = Q™! y est aussi

Proposition :
Soient A, B € A, »(K).
Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base %Ag.
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base %r.
Soit ¢ € Z(F, F) de matrice A dans les bases B et Br.
Alors B est équivalente & A si et seulement si il existe une base &Yy, de E et %} de F telles que B soit
la matrice de ¢ dans les bases #}, et B.
En résumé, une matrice B est équivalente & A si et seulement si elles représentent la méme appli-

cation linéaire dans des bases différentes.
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Démonstration :

Si on trouve B, et B} telles que B = mat(p, By, BY), alors B = Q7 1AP ou Q est la matrice de
passage de Br & B} et P la matrice de passage de Bg & B;.

Inversement : si B = Q !AP, on peut introduire une base %5 de E telle que P soit la matrice de
passage de B & B, et une base By de F telle que @ soit la matrice de passage de B a H#}. Ainsi,
B = mat(yp, By, Br).

Proposition :
La relation « étre équivalente & » sur .4, ,(K) est une relation d’équivalence, c’est-a-dire réflexive,

transitive et symétrique :
Réflexive : A =1I,1AI,
Symétrique : Si B=Q 'AP, alors A=QBP ' = (Q1)"'B(P})

Transitive : Si B = Q'AP et C = R7!BS, alors C = R'BS = R 1(Q'AP)S =
(RT'Q™HA(PS) = (QR)TA(PS)

Théoréme

Théoreme :
Soient A, B € My, »(K).
A et B sont équivalentes si et seulement si rg(A4) = rg(B).

Démonstration :

1. Si A et B sont équivalentes : Soit F un K-ev de dimension p, muni d’une base Ag.
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Zp.
Soit ¢ € Z(E, F) de matrice A dans les bases B et Br.
Donc il existe une base B de E et By de F telles que B soit la matrice de ¢ dans les bases £,
et Bp.
Cest-a-dire : A = mat(p, Bg, Br) et B = mat(p, By, B).
Donc rg(A) = rg(¢) = rg(B).

2. Supposons inversement que rg(A) = rg(B) = r.
Lemme :

Soit A € M, ,(K), notons r = rg(A). On va montrer que A est équivalente & :

10 ... .. ... .00

1 0
. ) . rn

Jnpr = | o0 : (11.67)
0 0
| —
P
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1 sii=j5<r

Clest-a-dire Jy pr = (Vi,j)1<i<n OU i j =

Isisp 0 sii#jou(i=jeti>r)
Démonstration (du lemme) :
Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base Zg.
Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Zp.
Soit ¢ € Z(E, F) de matrice A dans les bases B et Br.
Alors rg(p) = r. Donc dim(ker ¢) = p — 7. Soit (ty41,...up) une base de ker .
Soit G un supplémentaire de ker ¢ dans F.
Donc dim(G) = r. Soit (uq,...u,) une base de G.
Alors By = (u1, ... Ur, Up41,. .. Up) est une base de E.
Soient v1, ... v, les images par ¢ de uy, ... u,.

Alors (vy,...v,) est libre. En effet :

a1v] + agug + -+ v, =0 = p(aiur + agug + -+ apuy) =0
= au; + agug + -+ au. ekerpn G
(11.68)
= aiu1 +aguz + -+ a,u, =0
= Vie[l,r],a; =0
On complete alors cette famille en une base de F : # = (v1,...v,).
Ainsi, par construction : J, p,, = mat(p, By, Br).
Donc A est équivalente & J, 5 .
D’ou, pour la démonstration du théoréeme : A et B sont toutes les deux de rang r, donc équivalentes

a Jppr. Donc A et B sont équivalentes.

Théoréme :

Soit A € A, ,(K). Alors rg(A) = rg(*A).

Démonstration :

Notons r = rg(A). Alors, comme J,, ,, - est de rang r, A est équivalente & J,, ,, ,. Il existe donc P € GL,(K)
et Q € GL,(K) tels que A =Q ' J, . P.

Donc ‘A =P, ,  (Q71).

Or, 'P e GL,(K), {Q1) = (\Q)~ ! et 'Q € GL,,(K) et ', . = Jpn,r (qui est de rang r).

Donc 'A est équivalente & une matrice de rang r. donc rg(*4) = r.

Donc rg(A) = rg(*A).

Ainsi, le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille de ses lignes.

Exemple (Recherche pratique du rang) :

On considére la matrice

(11.69)

SO O O = N
o O O N Ww
[ S S

= o= W O O

Quel est le rang de A7
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Remarque :

On a vu que, étant donnés (vy, ... v,) vecteurs d'un K-ev F, les modifications du type

v «— Av; avec A # 0 (11.70)
v; < v; + au; avec i # j (11.71)
Vi <> Vj (11.72)

ne modifient pas Vect(vy,...v,) et par conséquent le rang. On va utiliser cette remarque sachant que le

rang d’une matrice est celui de ses colonnes, mais aussi celui de ses lignes.

Ainsi :
0 2 3 -1 -1 0 2 3 -1 -1
012 1 =2 000 1 =3
rg(A) b Tia, 8|0 00 1 0] = 1g]0 00 1 0
popne 000 1 -3 012 1 -2
fre ks 100 0 1 100 0 1
00 -1 -3 -3 00 0 0 1 (11.73)
00 0 1 -3 00 0 1 -3
= rgl0 0 O 1 0 = rgl0 0 -1 -3 3
L1 « L1—2L4 L3 & L,
01 2 1 -2 okt o1 2 1 -2
3
10 0 0 1 10 0 o0 1

X1 Transformations élémentaires

Sur les colonnes

Définition :

On note C), 'ensemble des matrices & p colonnes. Une transformation élémentaire T sur les colonnes

d’une matrice & p colonnes est une application T¢: C, — C, ou A’ est déduite de A par 'une

A — A
des opérations suivantes :

o c; — Ac; avec A # 0
e ¢, —c;t+acjaveci # j

® <y

Théoréme :
Soit Te une transformation élémentaire sur les colonnes d’une matrice a p colonnes. Alors il existe une

et une seule matrice P € GL,(K) telle que VAe C,,Tc(A) = Ax P

Démonstration :
Soit A € A, p(K).
Soit E un K-ev de dimension p, muni d’une base Br = (e1, e2,...¢€p).

Soit F' un K-ev de dimension n, muni d’une base Br = (f1, f2,... fn).
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Soit p € Z(E, F) tel que A = mat(p, Br, Br).
Soit A" =T (A).

e Si T¢ est la transformation ¢; < Ac; avec \ # 0,
on voit alors que A’ = mat(p, By, Br) ou By = (e1,€2,...X¢e;...¢€p).
Selon les formules de changement de base, A’ = I ' AP = AP, ou P est la matrice de passage de

B & B, est-a-dire

1 0 0
0 :
P=i|: . X . |l=L+0X\-1Ey (11.74)
: 0
0 0 1

e Si T¢ est la transformation ¢; < ¢; + ac; avec i # j,
alors, de méme, A’ = mat(p, By, Br) avec By = (€1,€2,...e; +aej...ep).

A’ = I71AP = AP ot

~.

!
1 0 0
i-10 1 «
P= D1 s | =L 4aE;y, (11.75)
: SRR
0 0 1

e Si T¢ est la transformation ¢; < ¢,
A" = mat(p, By, Br) avec By = (€1,€2,...€5...€;...€p).

A’ = I-1AP = AP ou

i J
1 l
1 0 0
0
-l 0o o . 1
P= : .. .. .. e I,—FE;; —E; + E;; + E; (11.76)
i | 1 . 0 0
0 0 1

D’ou 'existence.

Unicité : Si P convient, on a nécessairement : T¢(I,) = I,P = P. Donc P est 'image de l'identité.
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Transformation élémentaire sur les lignes

Définition :
Soit L, l'ensemble des matrices a n lignes. Une transformation élémentaire T, sur les lignes d’une

matrice & n lignes est une application Tp: L, — L, ou A’ est déduite de A par l'une des
A — A

transformations suivantes :
o [; — N;avec A #0
o l;—lj+aljaveci # j

° lz“_’lj

Théoréme :
Soit Ty, une transformation élémentaire sur les lignes des matrices a n lignes. Alors il existe une et une

seule matrice Q € GL,,(K) telle que VA € L,,, Tr.(A) = Q x A.

Démonstration :
On peut refaire la méme démonstration que précédemment (attention, c’est Zr qui sera alors changé),
ou alors :
Soit A € M, ,(K), on note A" = Ty (A). Alors il est évident que *A” est obtenue & partir de A par une
transformation élémentaire sur les colonnes (correspondant & T7). Donce il existe P € GL,(K) tel que
‘A" = (*A) x P. Donc A’ = i/ X A.

€GL, (K)
Remarque :

SiVAe L,,Tr(A) = Q x A, alors Q = Tr(I,,).

Intérét de ces théorémes

e On retrouve le fait qu'une transformation élémentaire sur les lignes/colonnes d’une matrice conserve
son rang. En effet, une matrice A sera changée, par succession de transformations, en A’ =
Q;...Q1 AP;... P, donc A’ est équivalente & A, donc de méme rang.

—_— N—
eqgr,, (K) Egﬁp(K)

e On voit ce qui se passe quand on fait des transformations élémentaires sur les lignes d’un systéme :

On considere le systéme

AX = B7 A= (ai,j)léién € %n,p(]K)a B = € %n 1(K), X = € %p,l(K) (S)

1<j<p

(A : « matrice du systéme », B : « matrice du 2°¢ membre »)

Alors
1,171+ a12T2 + - a1 pTp, =by
§ o Tt = (11.77)
An1T1 + Qp2To + -+ AppTp = by
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Faire une transformation élémentaire sur les lignes, c’est simplement écrire :
AX =B < A'X = B/, ou A et B’ sont déduites de A et B par une méme transformation 77,
sur les lignes. Autrement dit, c’est écrire AX = B «— QAX = QB ou Q € GL,(K).

Transformation sur les colonnes d’un systéme : déconseillée. Exemple :

2ce4+y+2z =a 2 1 1 T a

2x —y =b , A=[2 -1 0of, Alyl=10b

5%% =c 5 0 z c
(11.78)

z+y+2xr =a 1 1 2 z a

— < —y+2r =b , A=10 -1 2], Ayl =1|0»

St =c 0 0 5 T c

On a juste échangé deux inconnues.

XII Retour a la méthode du pivot

Cas des matrices inversibles

Proposition :
Soit A € GL,,(K). Alors il existe une suite de transformations élémentaires sur les lignes qui conduit a

1.

Exemple :
1 4 3 1 4 3 1 4 3
A=12 5 2 — Ai=10 -3 —4 — Ay=|0 -3 -4 (11.79)
Ly «— Lx—2L, L3 « L3—2L>
3 6 0) Ls< Ls=3l 3 —6 -9 0 0 -1

On voit ici que A est inversible car rg(A4) = rg(A;) = rg(A2) = 3. On continue :

1 4 3 1 4 0 1 4 0
As=10 -3 —4 - 0 -3 0 il 0 1 0 — I (11.80)
Lo «— Lo—4L3 Lo «— 7%L2 Ly «— L1—4L>
0 0 —-1) Br=Iizks \g 0 -1/ Ls< -Ls \0 0 1
Exemple :
3 2 3 4 2 3 4
A=14 6 7 - 0 0 —1 - 1 3
L2 «— L2—2L1 L2 > L3
-2 —2 —1) s Lstla \o 1 3 00 -1
(11.81)
2 3 4 2 3 0
— 0 1 3 — 01 0 — I3
Ls < —Lg Ly « L1—4L3 Ly « L1—3L,

0 O 1 Lo «— Lo—3L3 0 O 1 Ly, «— %Ll

Démonstration (par récurrence) :
Pour n =1, ok.

Soit n = 2. Supposons que pour toute matrice A € GL,,_1(K), il existe une succession de transformations
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élémentaires sur les lignes qui conduit a I,,_1.

Soit alors A = (a;,j)1<i<n € GL,(K) (On note L; ses lignes).
1<j<n

Alors 'un des a;,1 est non nul (car A € G£,(K)). Un éventuel échange de lignes ramene au cas a11 # 0.

Puis les transformations L; < L; — Zli Ly pour i € [2,n] aménent & :

ai,1 ‘ ai2 ... Q1n

0

(11.82)

Alors B est inversible : ses lignes forment une famille libre car sinon il existerait un (n — 1)-uplet
(A2y...An) # (0,...0) tel que X", Xil; = 0 (ou [; est la (i — 1)-éme ligne de B), et on aurait aussi
o AiL; =0.

De plus, les transformations sur les lignes de B reviennent aux mémes transformations sur les L; (i = 2),

et aménent par hypothese de récurrence a :

ai,1 a2 <o Q1

(11.83)

Ensuite, les transformations Ly < Ly — a1 ;L; pour j > 2, puis la transformation L; < ?11111 amenent

al,.

Application :

On a une nouvelle présentation pour calculer 'inverse d’une matrice A inversible.

Exemple :

On considére la matrice

1 4 3
A=12 5 2 (11.84)
3 6 0
x
1¢¢ méthode : point de vue des systémes. On cherche & résoudre le systéme AX = B avec X = | y | et
z
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a
B=|b].On a les équivalences :
c
1 4 3 T 1 0 0 a
AX=B < |2 5 3|x|y|=]0 1 0fx]b
3 6 0 z 0 0 1 c
1 4 1 0 0
= 0 -3 4| xX=]-21 0|xB
Ly « Ly—2L4
bs = La=3li \0 -6 —9 -3 0 1
1 4 3 1 0 0 (11.85)
— 0 -3 4| xX=]1-21 0 |xB
L3 « L3—2Ls
Ls= =Ls \o 0 1 -1 2 -1
7
0 0 -4 6 —3
<o 0 1 xX=|2 -3 4 |xB
Ly « Ly+4Ls 3
Ly « L1—3L
none 0 1 -1 2 -1
L2<— 7%[42
-12 18 -7
DoncA_lzé 6 -9 4
-3 6 -3
Autre présentation :
1 4 3
Soient A,M € #5(K) (A=12 5 2|)
3 6 0
On a les équivalences :
1 4 3 1 0 0 1 0 0 —-12 18 -7
1
AM =13 <= |2 5 2|M=|0 1 0] = - = 010M=§ 6 -9 4
3 6 0 0 0 1 0 0 1 -3 6 -3
(11.86)

Ainsi, on a trouvé un inverse & droite, donc un inverse, de A.
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Cas d’une matrice quelconque

Exemple :
1] 1 2 2 1 0 -1 1 2 2 1 0
2 0 2 -1 1 0 0 [2] 6 3 3 0
A=|1 1 4 1 2 0 - 0 2 6 6 6 0
Lo « Lo+2L,
I -1 -2 =2 -1 1|popEtfo 0o 0o 0 0 1
2 0 -2 1 o0 of Pl 2 6 -3 -2 0
-1 1 2 210 -1 10 2 1 2
0 2 6 330 0 203 36
- 0o o[0f o000l - o 00000
Ly «— L3—Lo C3 < Cs
Ls—lstl=1 0 0 0 0 0 1 0 01 00O
00 0 010 000010
(11.87)
-1 10 2 1 2 -1 101 2 2
0 203 36 0 203 3 6
— 001000 — 0 01000
L3<—>L4 C4<—>C5
0 00000 0 00000
0 00010 0 00100
-1 10 1{2 2
0 20 3|36
- A= 0 01000
Ly o Ls
0 00 1/00
0 00 0/0 0

On voit ici que la matrice A est de rang 4 (puisqu’elle est équivalente & A’). On peut maintenant faire

des transformations élémentaires pour se ramener a Js 6 4.

*. Comme il n’y a plus que des 0 sur la troisiéme colonne, on fait un échange de colonne.
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Généralisation, théoréme :
Soit A € M, ,(K), de rang r. Alors :
1. Une succession de transformations élémentaires sur les lignes et, éventuellement, d’échange de

colonnes, conduit a une matrice du type :

* — — — — — —
0 T

* — — — R
0 0o |o 0 "

o (11.88)
0 0o |o 0
N —
P

(A adapter quand 7 =0 : on a alors A = 0)

2. Des transformations élémentaires sur les colonnes conduisent alors & .J, , r.

On retrouve ainsi le fait que A est équivalente & Jp, pr @ Jppr =Qm ... Q1 AP ... Py.
NS N .
€GLy, (K) €GLy (K)

Remarque :
Une matrice du type de G s’appelle une réduite de Gauss. Une telle matrice est évidemment de rang r.
Par conséquent, si, partant de A de rang inconnu, on arrive & (G, on trouve alors le rang de A.
Démonstration (Rapide) :
Soit A € M, ,(K).
Pour la premiére colonne de A, si elle est nulle :

e Soit toutes les autres colonnes de A sont nulles, et alors A = 0.

e Soit une colonne, C;, n’est pas nulle : on fait alors C; < Cj.
On peut supposer maintenant C; # 0.
Si ai 1 =0, on cherche ¢ tel que a; 1 # 0 (c’est possible car Cy # 0), et on fait Ly < L;.
On peut supposer maintenant a; ; # 0.
ai,1

oLy (pour ¢ > 2), ce qui amene 4 :

On fait ensuite les transformations L; «— L; —

Ay = (11.89)
Puis on recommence avec A’ et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive a
* J— J— J— J— J—
0 -
*® J— J— J—
(11.90)
0
0
0o ... 0
MPSI Mathématiques 33

Algebre et géométrie



XIII. SYNTHESE ET COMPLEMENTS SUR LES SYSTEMES CHAPITRE 11. MATRICES

XIII Synthése et compléments sur les systémes

Définition

Un systeme linéaire de n équations, p inconnues a coefficients dans K est :

a;1ry +ai2T2+--tai,r, = b
(2,171 + G22T2 + -+ a2 pTp, = bo
(S)
an1T1 + Ap2T2+ + Qnply = by
T
Ou la matrice A = (a;,;)1<i<n € Ay p(K) est appelée la matrice du systéme, X = | : | la colonne des
1<j<p
Tp
by
inconnues et B = | : | la colonne du second membre.
bn

Résoudre (E), c’est donner I’ensemble des solutions, c’est-a-dire I’ensemble des p-uplets (z1,...zp) €

KP tels que les égalités de (E) soient satisfaites.

Interprétation

(E) peut traduire une égalité vectorielle du type Z?:l x;U; = W, ou les ¥; sont les vecteurs de
ai,; b
composantes et W le vecteur de composantes | . | (dans une base Zr d’un espace vectoriel F'

Qn,j bn

de dimension n, par exemple .4, 1 (K) avec sa base naturelle). On voit alors que :
o (E) admet au moins une solution si et seulement si W € Vect(1, ¥, ... Tp).
. (E) admet au plus une solution si et seulement si (77, ¥, .. . U,) est libre.

Démonstration (le premier point est évident) :

e Si (Uh,%s,...7,) est libre :

¢ siil n’y a pas de solution, on a 0 solutions.

o siil y en a une, disons (z1,22,...7p). Soit (z7,23,...7,) une autre solution. Montrons que

(z1,29,...2p) = (¥}, 75,...2,). On a Z§=1 xU; = Z§:1 a0y = 0, soit Z§=1(93j — a};)v; = 0.

Donc Yk € [1,p], 21 = ..
o Si (¥h,0,...7p) est lide, il existe (A1, A2,...,A,) # (0,0,...0) tel que 3¥_; A\;@ = 0. Donc si
(x1,29,...xp) est solution de (E), alors (x1 4+ A1, z2+ A2, ..., 2, + Ap) en est aussi solution.

Remarque :

—

Si (¥, ¥, ..., U,) est une base de F, (n = p), alors (E) admet une unique solution quel que soit .

(E) peut traduire une égalité du type ¢(i) = W, ol ¢ est une application linéaire d’un espace E

de dimension p vers un espace F' de dimension n et dont la matrice dans les bases £ et Zr données
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by
est A et ol W est un élément de F' de composantes | : | dans #r et ou 4 est un vecteur (inconnu) de
bn
T1
composantes | : | dans &g (remarque : si B = (e1,e2...€p), les U; sont les p(€))).
Tp

. (B) admet au moins une solution si et seulement si w € Im ¢.
o (E) admet au plus une solution si et seulement si ¢ est injective (méme démonstration).

Si ¢ est bijective (alors n = p), (E) a une et une seule solution, quel que soit le second membre.

e Si ¢ n’est pas bijective, le comportement de (E) dépend du second membre :
o Si ¢ Im o, alors (E) n’a pas de solution.
o Siw e Imy, alors (B) a au moins une solution. Plus précisément :
— Si @ est injective, une seule solution.

— Sinon, une infinité (pour K infini), et ces solutions sont les {uy + 7, 7 € ker }, ol @ est
une solution fixée de (E) En effet : si @y est solution, alors : 4 solution <= (i) =
p(t) < iy — U € kerp.
Cas particulier :

Sin =p (alors ¢ est injective si et seulement si ¢ est surjective). Si ¢ n’est pas bijective, alors :
e Si ¢ Imp, alors (E) n’a pas de solution.

e Si W e Imp, alors (E) a une infinité de solutions.

(E) peut traduire un systéme de la forme

p1(u) = b1
P2 (u) = by
(11.91)
(Pn(u) = bn
O les ¢; sont n formes linéaires sur un espace vectoriel £ de dimension p :
V5 EF — K (11.92)
T P
u de composantes | — Z a; jx;
Tp J=1

Dans le cas particulier d’un systéme homogene (c’est-a-dire que la colonne du second membre est nulle),

le systeme traduit : v € ﬂ?:l H; ou H; est 'hyperplan ker ;.

Remarque :
Dans tout les cas, 'ensemble des solutions de (E) : AX = B est 'ensemble {Xg + U,U € Sy} ou Xy est

une solution de (E) et .#y I'ensemble des solutions du systeme (@) homogene associé a (E) :

AX =0 (H)
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Résolution

Apres méthode du pivot (transformation sur les lignes et, éventuellement, échange d’inconnues), on

est ramené a :

« by
0 I T b2
I x2
= (S)
0
. . O xp
0 ... 0 bn
ou le premier bloc est carré de taille r.
On voit déja que (E) est compatible si et seulement si Vi € [r + 1,n],b; = 0.
e Sidie[r+1,n],b; #0, alors (E) est incompatible.
e SiVie[r+1,n],b; =0, le systéme (E) équivaut alors au systéme (B) :
X1 bl
*® J— J— J— J— J—
T2 b2
0 I = ()
*
- = Tp b,
Or, en tant que d’inconnues x1, 3, . . . T,, ayant fixé les autres, le systeme est un systeme triangulaire
supérieur sans 0 sur la diagonale :
)\ (= by — 31 157
0 S, . - E = E (11.93)
* Ly br — Z?:T'-‘rl Qr,jTj

Le systeme a des solutions, obtenues « en fixant arbitrairement p — r inconnues ».

Ainsi :
On considére un systéme a n équations, p inconnues, de rang r. Alors :
e Il y a n —r conditions de compatibilité
e Lorsqu’elles sont satisfaites, le systéme admet des solutions avec p — r degrés de liberté.

Cas particulier :

e Sir =n, le systéme est toujours compatible (0 conditions de compatibilité)
e Sir =p et que le systeme est compatible, il y a une unique solution.
e Sir=p=n, le systéme a une et une seule solution.

e Sile systéme est homogene, il est toujours compatible (au moins la solution nulle) et 'ensemble de

ses solution est un K-ev de dimension p — r.
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Compléments

1) Polynéme de matrices

Soit A € M, (K).
Pour P € K[X], disons P = Y;_, ax X", on note P(A) = >/_, arAF (A° = I.,,).
Alors I'application ¢: K[X] — #,,(K) est un morphisme de K-algebres, c’est-a-dire que pour tous
P — P4
P,QeK[X]et AeK:
e (P+AQ)(A)=P(A)+2Q(4)
* (PQ)(A)=P(A) xQ(A)
o Igx)(A) = I,

(Vérifications simples, sauf pour la multiplication ou il faut faire attention)

Proposition :
Toute matrice A admet un polynéme annulateur de A non nul et de degré < m? (un polyndéme annu-

lateur est un polynome tel que P(A) = 0).

En effet : A%, A', ... A™ sont m? + 1 vecteurs de .#,, (K). Donc la famille (AF)efo,mz2] est lice. 11 existe
donc (Mg, Ay.. s Am2) # (0,0,...,0) tel que kajo MAF = 0. Le polynéme P = ZZio A XF est donc
non nul et vérifie P(A) = 0.

(On a montré en méme temps que o n’est pas injective, puisque ker ¢ # {0}).

Proposition :
1l existe M € K[X] tel que {P € K[X], P(A) =0} = {MQ,Q € K[X]}.

M est unique a une constante multiplicative prés.

En effet : On pose M un polynoéme de degré minimal (mais non nul) annulateur de A.

Soit alors N un autre polynéme annulateur.

La division euclidienne de N par M donne :

N =M@ + R avec deg R < deg M

Donc N(A) = M(A) xQ(A) + R(A). Donc R(A) = 0. Donc R = 0 car sinon M n’est pas de degré
N

=0 —0
minimal. Donc M divise N.

2) Matrices semblables

Soient A, B € #,(K). On dit que A et B sont semblables (ou que B est semblable & A) lorsqu’il
existe P € GL,(K) tel que B = P~1AP

On peut montrer aisément que « étre semblable & » est une relation d’équivalence. Elle est plus fine
que la relation « étre équivalent & » sur ., (K), c’est-a-dire que « étre semblable & » implique « étre

équivalent a ».
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1 0
Mais la réciproque est fausse : A = et I = sont équivalentes (car de méme rang),
2 4 0 1

mais non semblables : si on trouve P tel que A= P~ 'IP, alors A= P 'P=1.
Ainsi, B est semblable & A si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans une
base différente.
Plus précisément :
Etant donné E un K-ev de dimension n muni d’une base &, et ¢ € Z(F) tel que A = mat(p, &),
B est semblable & A si et seulement si il existe une autre base %’ de E telle que B = mat(p, %#').
(La démonstration est la méme que pour ’équivalence)
Une matrice semblable & une matrice diagonale est une matrice diagonalisable (attention, toutes ne
le sont pas)
Exemple :

1
On consideére la matrice A = . Montrons que A n’est pas diagonalisable.

0 1

Soit E' un K-ev de dimension 2 muni d’une base # = (e, e2).
Soit v € Z(FE) tel que A = mat(p, A).
Peut-on trouver %A’ telle que mat(p, #’) soit diagonale ?

Supposons que &’ existe, disons &' = (e, e5).

x
Alors il existe A1, A2 € R tels que p(e]) = A€ et p(ey) = Aaely. Soit la colonne des composantes

Y
de €| dans A.
x x r+y=XAhr o .
Alors A =)\ , donc . Si Ay # 1, alors x = y = 0, ce qui est impossible car €]
Yy Y Yy =My

est un vecteur d’une base.
Donc A\; = 1. De méme, Ay = 1.

Donc ¢ = Idg, ce qui est contradictoire car A # I. Donc A n’est pas diagonalisable.

3) Trace
Définition :
Soit A = (a;;)1<i<n € #,»(K). On note
1<j<n
Tr(A) = ) a;, (11.94)
i=1
Proposition :
L’application #,(K) — K est une forme linéaire (évident).
A — Tr(4)

Proposition :
Pour tous A, B € #,(K), Tr(AB) = Tr(BA).
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CHAPITRE 11. MATRICES XIII. SYNTHESE ET COMPLEMENTS SUR LES SYSTEMES

Démonstration :

SOit A = (aiﬁj)lgign, B = (bi,j)1<i<n7 C = AB = (Ci,j)léign, D = BA = (di,j)1<i<n~
1<j<n 1<j<n 1<jsn 1<j<n

On a :

0 I N (11.95)
=] (Z bk,zai,k> = ) dy = Tr(D) = Tr(BA)
k=1 \i=1 k=1
Conséquence :

Si A et B sont semblables, alors elles ont méme trace (réciproque fausse) :

Tr(B) = Tr(P 'AP) = Tr(P~'(AP)) = Tr(APP™ 1) = Tr(A) (11.96)
1
Contre-exemple pour la réciproque : Tr =Tr = 2, mais n’est pas sem-
1 01 1

blable a

Conséquence :
On peut définir la trace d’'un endomorphisme :

Tr(p) est la trace de n’importe quelle matrice A telle que A = mat(p, A).
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