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Chapitre 10 : Espaces vectoriels de
type fini

E désigne ici un K-ev (ot K est un sous-corps de C)

I Les théorémes fondamentaux

Existence de base

Théoréme :

On suppose que F admet une famille génératrice finie g. Alors, de g, on peut extraire une base de F.

Démonstration :
Montrons par récurrence que, pour tout m € N, « si £ admet une famille génératrice g de cardinal m,

alors, de g, on peut extraire une base de E » (£ (m)).

e #(0): Si E admet une famille de cardinal 0, c¢’est que E = {Og} et la famille vide est une base de
E.

e (1) :Si E admet une famille génératrice de cardinal 1, disons g = (uq) :

o Siu; =0g, alors E = {0g}, et J est alors une base de E, extraite de g.

o Siwuy # 0g, (u1) est une famille libre et génératrice de F, extraite de g (car égale & g).
e #(2):Si E admet une famille libre et génératrice de cardinal 2, disons g = (u1,us) :

o Si (u1,us) est libre, alors c’est une base de F, extraite de g.

o Si elle ne est pas, alors I'un des w;, disons us, est combinaison linéaire des « autres » (c’est-
a-dire uq). Alors (u;) est génératrice de E. D’apres &(1), on peut donc en extraire une base
de E.

e Soit m € N*. Supposons & (m). Montrons &(m+1). Si E admet une famille génératrice de cardinal
m+ 1, disons g = (u1,ug, ... Upy1)

o Si (ug,uz,...umni1) est libre, alors elle est une base de E, extraite de g.

o Si elle ne l'est pas, alors I'un des u;, disons u,,;1 est combinaison linéaire des autres. Alors
(u1,ug, ... un) est génératrice de E. D’apres &2(m), on peut donc en extraire une base de E,
ce qui acheve la récurrence.

Conséquence :
e Tout K-ev de type fini admet une base (finie)
e « théoréeme d’extraction de base » : de toute famille génératrice finie d’'un K-ev, on peut extraire

une base (finie) de ce K-ev.
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I. LES THEOREMES FONDAMENTAUXHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

Dimension

Théoréme, définition :
Soit E un K-ev de type fini. Alors toutes les bases de E ont le méme cardinal, il est appelé la dimension

de E, noté dim(FE).

Démonstration :

On commence par démontrer un lemme :

Lemme :

Pour tout entier n € N, n+1 vecteurs qui sont combinaisons linéaires de n vecteurs de E forment toujours
une famille liée.

Démonstration :

Montrons ce lemme par récurrence sur n :

e Pour n = 0: « 1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est 1ié ». C’est vrai car une combinaison

linéaire de 0 vecteurs, c’est Og.

e Pour n =1 : « 2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment une famille liée ». Si vg = Agus
et v1 = A\juq, alors (vg, v1) est liée :
Si Ag # 0, alors vy = %U&
Sinon vy = 0. Donc vy et v1 sont colinéaires.
e Soit n > 2, supposons le résultat vrai pour n — 1.
Considérons n + 1 vecteurs vy, vs, ... v,, combinaisons linéaires de n vecteurs uq, us, ... u,. On a

donc des scalaires o; ; avec 0 <i<mnet 1< j<n tels que:

vo = a@oiU1l +apous + ... Faoat,  (Lo)
v =aiiu Forgus+ . Faau, (L)
(10.1)
Un = Qp1Ul + QpoU2 + ...+ Qpplpn (Ln)
o Si Vi € [0,n],;n = 0, alors vy,va,...v, sont combinaisons linéaires des n — 1 vecteurs

U1, Us, ... Uy, — 1. Par hypotheése de récurrence, (v1,vs,...v,—1) est liée. Donc (vi,ve,...v,)

P’est aussi.

o Sil'un des «;,, pour i € [0,n] n’est pas nul, disons «,, ,, (sinon on échange les lignes), alors

. Qi n .
les transformations L; « L; — L,, pour i € [0,n — 1] donnent :
n,n
Ai
v9 — Ao¥Un = Combinaison linéaire de uy,us, ... u,
v1 — A0, = Combinaison linéaire de uy,us, ... u,
(10.2)
Up — Ap¥Un = Combinaison linéaire de uy, us, ... u,

Les vecteurs v; — \jvp,, i € [0,n — 1] forment donc une famille liée puisque ce sont n vecteurs

combinaisons linéaires de n—1 (hypothése de récurrence). Il existe donc des scalaires 51, B2, . .. Bn—1
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINL. LES THEOREMES FONDAMENTAUX

-1
non tous nuls tels que Z?:o Bi(v; — Ajuy,) = 0.
-1 1 . .
Donc 7 Bivi +7.v,) = 0, avec v = — >, Bi\;, ce qui prouve que (v1,va,...v;,) est liée car au
moins 'un des 3; est non nul, ce qui achéve la récurrence.

Maintenant :

Soient #, #B' deux bases (finie) de F, notons m, n leur cardinal.
e A est génératrice de E. donc chacun des m vecteurs de %’ est combinaison linéaire des n vecteurs
de #. donc m < n (sinon, selon le lemme, %’ serait liée).
e De méme, n < m. Donc n = m.
Exemple (important) :
K™ est de dimension n : on en connait une base de cardinal n (la base canonique)
Remarque :
e Si E est de dimension 0, alors E = {0g}.
e Si I est de dimension 1, alors F est une droite vectorielle.

Vocabulaire :

« E de type fini » = « F de dimension finie ».

Théoréme (De la base incompléte) :
Soit E un K-ev de dimension finie n. Alors toute famille libre de E peut étre complétée en une base de

E.

Démonstration :

Soit L une famille libre de F.
e Si L est vide, il suffit de la compléter avec une base de F.

e Sinon, L = (uq,us,...up), ot p e N*,
Soit # = (e1,ea,...e,) une base de E.
o Si L est génératrice de E, alors L est une base de F.
¢ Sinon, l'un au moins des e;,¢ € [1,n] n’est pas combinaison linéaire de ui,us,...u, (car
sinon L serait génératrice). Soit alors i1 € [1,n] tel que e;; ¢ Vect(uq,us,...up). Alors la
famille L' = (u1,us, ... up, €;, ) est libre. Si elle est génératrice, c’est une base de E. Sinon, on
recommence. Au bout d’un moment, on obtient une famille libre et génératrice (puisque, au
pire, (u1,us,...up,€1,€2,...6€y,) est génératrice).
Conséquence :
Soit E un K-ev de dimension n. Alors :

e Les familles libres de E ont au plus n vecteurs.

e Si une famille libre de E est de cardinal n, alors c’est une base de FE.
Remarque :
La démonstration du théoreme montre que, pour compléter une famille libre en une base de E, on peut
imposer de piocher les éléments qui completent dans une base, fixée d’avance, de FE.
Conséquence (du théoréme d’extraction de base) :

Soit E un K-ev de dimension n. Alors :
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I. LES THEOREMES FONDAMENTAUXHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

e Les familles génératrices de E sont de cardinal < n.

e Si une famille génératrice de E est de cardinal n, alors c’est une base de E.

Théoréme :

Soit £ un K-ev. On a alors les équivalences :

E est de dimension finie <= il admet une famille génératrice finie (10.3)
<= il admet une base finie (10.4)
<= le cardinal des familles libres de F est majoré (10.5)
Démonstration :

(les deux premiéres équivalences sont des rappels)

= : Evident, l’ensemble est majoré par dim(FE).

<= : Supposons que le cardinal des familles libres de E est majoré. L’ensemble des cardinaux des
familles libres est donc une partie non vide (contient 0) et majorée de N. On note n le maximum de cette
partie.

Soit alors une famille L de cardinal n.
e Sin =0, alors F = {0g} car J est la seule famille de cardinal 0.

e Sinon, L = (uy,us, ... u,). Alors cette famille est génératrice, car sinon on pourrait trouver v € £
qui n’est pas combinaison linéaire des w;, et ainsi la famille (u1,us, ... u,,v) serait libre de cardinal

n + 1, ce qui contredit la définition de n.

Théoreme :
Soit £ un K-ev de dimension finie n.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Alors F' a une dimension finie et < n, et si elle vaut n, alors F = FE

Démonstration :
e Les familles libres d’éléments de F' sont des familles libres d’éléments de E. Donc leur cardinal est
majoré par n. Donc F' est de dimension finie p < n (puisque si (u1,us, ... u,) est une base de F,

alors c’est aussi une famille libre de F, donc p < n)

e Si p = n, alors soit (ui,us,...u,) une base de F. C’est donc une famille libre de E de cardinal

p =n. C’est donc une base de E. Donc F' = E.

Théoréme :
Soit E un K-ev de dimension finie n. Alors tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire

dans E (mais pas un seul en général).

Démonstration :

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

e Si F'=F, {0g} est supplémentaire de F'. (et vice-versa)
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e Sinon, F est de dimension finie p avec 1 < p < n. Soit (u1,us,...u,) une base de F. C'est aussi
une famille libre de E. on peut donc la compléter en une base (u1, ug, . .. Up, Upt1, - .. Uy) de E. On

pose alors G = Vect(upy1,...uy,). Alors G est un supplémentaire de F' dans E. En effet :
o Soit v € E. Donc
V=21UL A Tplp + Tpp1Upr1 + o0+ Tplly - (10.6)

~~

eF eG

(car (u1,us,...u,) est génératrice de E) C’est vrai pour tout v € E. Donc E = F + G.

¢ Montrons maintenant que la somme est directe, soit que F nG = {0g} : Soit v € F n G, alors

V= TUp A+ TpUp, (10.7)
et
V= Y1Upsr1 + o+ Yn_pln. (10.8)
Donc
T1UL + -+ TpUp — Y1lpt1 — - — Yn—plUn = 0. (10.9)

Comme la famille (uq,us,...u,) est libre,
Ti=Tg=-"=Tp=Y1=Y2 =" =Yp—p =0. (10.10)

Donc v = 0.
Donc F'n G c {0g}. Donc F n G = {0g}.
Donc F = F®G.

IT Rang d’une famille de vecteurs

Dans ce paragraphe, E est un K-ev.
Définition :

Soit .# une famille de vecteurs de E. Le rang de .Z est : rg(F) = dim(Vect(F)).

Exemple :
e Si E=R3
7 =1(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)]. (10.11)

Alors rg(F) = 2 (car us = 1 (u1 + ug)).

e Si E=%(R,R),
firz—1, forx—e”, fi:x— |z (10.12)

Alors rg(f1, fa, f3) = 3 ((f1, fo, f3) est libre, donc une base de Vect(f1, fo, f3)).
Démonstration :

Soient A1, A2, A3 € R, supposons que A1 f1 + Ao fo + Azf3 = 0.
Alors Vx € R, )\1f1 (.13) + )\Qfg(l‘) + /\3f3(.73) =0.

D’ou, en prenant trois valeurs pour x, par exemple —1, 0, 1, on trouve A\; = Ay = A3 = 0.
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III. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTOHRMHITREE DIMBENAONS VECTORIELS DE TYPE FINI

Propriété :

Soit E de dimension finie n.

Soit # une famille d’éléments de E de cardinal p, disons & = (u1, u2, ... up).
Notons F = Vect(%). Soit r = rg(.#) (ainsi, r = dim F).

Alors :

o < p:(ug,ug,...upy) est génératrice de F' donc p = r.

e r < n: F est un sous-espace vectoriel de E donc dim F' < dim FE.

er=p < Festlibre:r=p < dimF =p < (u1,uz,...up) est une base de F.

o r=n < Z est génératricede £ :r=n < dimF =n «— F=F < % engendre E.

e r=n=p <= .F est une base de E (résulte des deux derniers points)
Exemple :

Famille de 5 vecteurs de rang 3 dans un espace vectoriel de dimension 4 :

[(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0), (7,5,2,0), (49,2, —3,0)] (10.13)

IIT Somme de sous-espaces vectoriels et dimension

Ici, E est un K-ev de dimension finie n.

Théoreéme :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe.
Si (u1,ug, ... up) est une base de F,

et si (v1,v2,...v4) est une base de G,

alors (u1,us, ... Up, V1,02, ...7,) est une base de FF @ G.

Démonstration :

o (u1,usz,...Up,V1,V2,...0) est génératrice de F'@ G : évident.

e Cette famille est libre : si

AUy + AUz + - -+ Apup + 101 + pave 4 -+ pgvg = Og, (10.14)

=ueF =veG

alors v = u = 0g car I’ et G sont en somme directe.

Or, si u = 0g, alors Vi € [1,p], \; = 0 car (u1,us,...,up) est libre.

Et si v = 0g, alors Vi € [1,q], u; = 0 car (v1,vs,...vq) est libre.

Donc (u1,ug, . .. Up, U1, Ve, ... v,) est libre. C’est donc une base de F @ G.
Conséquence :

si F' et G sont en somme directe, alors dim(F @ G) = dim(F') + dim(G)

Théoréme :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

Alors dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F n G).
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELSVDFAPPEECAINDNS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

Démonstration :

Posons H = F n G. Alors H est un sous-espace vectoriel de F, F' et G.

H est un sous-espace vectoriel de G, il a donc un supplémentaire dans G, disons G7j.
Donc G = H® G;.

Alors F'4+ G = F + G4, et F' et GGy sont en somme directe :

1. La somme est directe : siue Fn Gy, alorsue FnG = H, et ue Gy. Donc u € HnGy. Donc
——

={Or}
2. F+G=F+G,:Déa, F+ Gc F+ Gy (siu=_v + w ,alorsueF+Qq)
er €G1cG
Soitue F+G. Alorsu=_v 4+ w .Or,weG. Doncw=_h + w
er eG €H G,
Donc u = v+ h + w
€F car he HCF eG1
Donc F+ G = F @ G;.
Ainsi, dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(Gy).
Or, dim(G) = dim(G4) + dim(H) (car G = H ® Gy).
Donc dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(H).
Conséquence :
Soient F', G deux sous-espaces vectoriels de F. Alors :
, ) F+G=F (1)
F et G sont supplémentaires dans F <
FnG={0g} (2)
dimF+dimG=n (3
— 1 ®) (10.15)

FrG={0p (2
dimF+dimG=n (3)
F+G=EFE (1)

Démonstration :

e (1)et (2) = (3) : évident selon la formule.

e 2)et 3) = (1) :dim(F+G) = dimF +dimG — dim(F n G) = dim F 4+ dim G. Ainsi,
dim(F 4+ G) =n, donc F + G = E.

e 3et(l) = (2):dim(F+G) =dimFE =n et dimF + dim G = n, donc dim(F n G) = 0 donc
FndG= {OE}.

IV Applications linéaires en dimension finie

Dans ce paragraphe,
FE est un K-ev de dimension finie p > 1.
>1

F est un K-ev de dimension finie n
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IV. APPLICATIONS LINEAIRES EN DINHEABIDREFINIFESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

Détermination d’une application linéaire par la donnée des images des

vecteurs d’une base

Théoréme :
Soit Br = (e1,e2,...ep) une base de E.
Soit (v1,vg,...vp) un p-uplet de vecteurs quelconques de F.

Alors il existe une unique application linéaire ¢ de E dans F telle que Vi € [1,p], p(e;) = v;.

Démonstration :
o Unicité : si ¢ convient, alors, étant donné u € E, u = 37_, xje;. Donc p(u) = 3I_, xjp(e;) =
p I
ijl Tj0;.

e Existence : Soit  'application de F dans F' définie par :

P E — F . (10.16)

u de composantes
(x1,...xp) dans Bg — Z Ljuj

(La définition a un sens car la décomposition dans une base est unique).

Alors ¢ est linéaire : Soient u,u’ € E, de composantes (z1,T2,...7p), (¢],7,...7,) dans Bg et

reK

Alors u + Au’ a pour composantes (r1 + Axy, x2 + Axh, ... xp + Az},) dans B.

Donc »
o(u+ ') Z Tj + \r)v ijv] —i—)\Zx v = p(u) + Ap(u'). (10.17)

Enfin, on a bien Vi e [[l,pﬂ, wle;) =v; :

Pour tout i € [1,p], e; a pour composantes (0,...,1,...0) dans Bg, donc p(e;) = xv; = v;
K2

Conséquence :
Si B = (e1,€e2,...ep) est une base de E, et Bp = (f1, fa,... frn) est une base de F.
Alors la donnée d’une application linéaire de E dans F revient a la donnée de n x p scalaires, & savoir

les a; ;, pour i € [1,n],j € [1,p] tels que :
Vj e [1,p], p(ej) = (vecteur de composantes les a; ; dans Br) (10.18)

Vi€ [L.p], o(e;) = Zawfz (=) (10.19)

On range ces scalaires dans un tableau a n lignes, p colonnes, de sorte que, pour tout (i, j) € [1,n] x[1, p],

a; ; est placé sur la i-éme ligne de la j-éme colonne :

a1 ai2 - Alp
a1 a2 -+ Q2p

(10.20)
ap1 Apn2 ... Qpp

Ce tableau s’appelle la matrice de ¢ dans les bases Zg et B (attention : le « et » n’est pas commutatif)

La j-éme colonne de cette matrice est la colonne des composantes de ¢(e;) dans la base ZBr.
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELSVDFAPPEECAINDNS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

Applications linéaires et images des vecteurs d’une base

Proposition :

Soit pe L(E,F), Zr = (e1,ea,...ep) une base de E. Alors :
1. Vect(p(er), p(ez),...p(ep)) =Imep.
2. @ est surjective si et seulement si (p(e1), p(e2),...¢(ep)) est génératrice de F.
3. @ est injective si et seulement si (p(e1), p(e2), ... p(ep)) est libre.

4. ¢ est bijective si et seulement si (¢(e1),(e2),...@(ep)) est une base de F.

Démonstration :
L. e Sive Vect(p(er),p(e2),---p(ep)), alors v = 3F_ | Ajp(e;) = ¢ (Z?zl )\jej) € Im .
e Sivelmy, alors v = p(u), ot u € E. Or, u = Z§=1 zje; (décomposition de u dans #g).
Donc v = ¢ (Z§:1 )\jej) =201 Ajples) € Vect(p(er), plea), - - - plep))-
2. Conséquence évidente du premier.
3. e Si (ple1),p(e2),...p(ep)) est libre : soit u € kero, v = Z?Zl zjej. Alors 0 = p(u) =
i xiples). (pler), plez), ... p(ep)) est libre, donc Vj € [1,p],2; = 0. Donc ker p = {0g}.
Donc ¢ est injective.
o Si est injective : soient z1, x2, . ..z, € K. Supposons que Z§:1 zjp(ej) = 0p. Alors ¢ (22:1 wjej) =
Op. Donc Z?Zl zje; = 0p (car ker p = {Og}). Donc Vj € [1,p],z; = 0 (car (e1,eq,...ep) est
libre). Donc (p(e1), p(e2), ... ¢(ep)) est libre.
4. Conséquence directe des deux points précédents.
Conséquence :
Sidim E = p, dim F' = n, alors :
p surjective = n < p.

@ injective == p < n.

Isomorphismes

Proposition :
Soit E de dimension p, F' de dimension n.

Alors E et F sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension.

Démonstration :
e Si E et F sont isomorphes, alors il existe ¢ € Z(E, F) bijective. On a alors dim £ = dim F' (car
alors dim £ < dim F et dim F' < dim E).
e Si dimE = dimF = p. Soient alors Br = (e1,e,...ep) une base de E et Br = (f1, f2,... fp)
une base de F. Il existe alors une application linéaire ¢ € Z(E, F) telle que Vi € [1,p], p(e;) = fi.
Cette application est donc un isomorphisme (car la famille (p(e1), @(e2),...¢(ep)) est libre et

génératrice).
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Proposition :
Soient E et F' de méme dimension finie.

Alors, pour tout p € Z(E, F), on a les équivalences :

@ est bijective <= ¢ est injective

(10.21)
<=  est surjective
Démonstration :
Supposons que dim E = dim F' = n. Soit alors &g = (e1, ez,...ep) une base de E.
Alors :
© est injective <= (p(e1), p(e2),...p(e,)) est libre
< (p(e1),p(ea),...p(en)) est une base de F(car dim F =n) (10.22)

<=  est bijective.

On fait la méme chose pour 'autre équivalence.

Proposition :
Les isomorphismes conservent le rang, ¢’est-a-dire que si ¢ est un isomorphisme de F dans E’, alors,

pour toute famille (uq, ug, ... uq) de vecteurs de E, rg(uy, ug, ... uq) = rg(p(ur), p(uz),. .. o(uy)).

Démonstration :

Si on note F' = Vect(u1,us,...uy), alors ¢(F) = Vect(p(ur), p(uz),...¢(uq)), et ¢ réalise alors un
isomorphisme de F' dans ¢(F'). Donc dim F' = dim ¢(F).

Exemple :

Soit E de dimension n, Zg = (e1,es,...e,) une base de E.

Alors
p: K* — FE (10.23)
(in)ie[u,n]] — Zwiei
i=1

est un isomorphisme.

Le théoreme « noyau—image »

Théoréme (Noyau—image) :

Soient E, F deux K-ev, ou E est de dimension finie.

Soit p € L(E, F).

Alors Im ¢ est de dimension finie, et dim E = dim(ker ¢) + dim(Im ¢).

Démonstration :
On peut introduire un supplémentaire G de ker ¢ dans FE. Ainsi, £ = kerp @ G.
On définit alors

©:G — Imgp . (10.24)
u > p(u)
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Alors ¢ est linéaire (C’est en quelque sorte « @ »)
Alors :

e  est injective : ker p = {ue G,p(u) =0} ={ue G,p(u) =0} = G nkerp = {0g}.

e  est surjective : Soit v € Im . v s’écrit p(u), ot uwe E. Alorsu = _w' + _ w . Donc ¢(u) =

eker ¢ eG
p(w') + p(w) = p(w) = v.

Donc ¢ est un isomorphisme. Donc dim(Im ¢) = dim G.
Or, dim G = dim E — dim(ker ).
Donc dim E = dim(ker ) + dim(Im ¢).

Conséquence :

On retrouve le fait que :
e dim(Imy) < dim £
e ¢ injective — dimF < dim F
e o surjective = dimF > dim F

e Sidim F = dim F, ¢ bijective <= ¢ surjective <= ¢ injective

Rang d’une application linéaire

Définition :
Soit p € Z(E, F), ou E est de dimension finie.
Le rang de ¢ est rgy = dim(Im ¢)

Proposition :

e Si(e1,es2,...6,) est une base de E, alors :

rg = dim(Im ¢) = dim(Vect(p(e1), p(e2), ... o(ep)))

(10.25)
= rg(p(e1), plea), - .- p(ep))
e Sion note dim £ = p, dim F' = n, rg(p) = r, alors :
r<mn, r < p, (10.26)
et
r=p <=  injective, r=mn <= @ surjective, r=n=p < o bijective (10.27)

(découle directement du théoréme noyau—image)

V Formes linéaires et hyperplan

Dans ce paragraphe, E désigne un K-ev de dimension n > 2.
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V. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

Formes linéaires de F

Rappel :

Une forme linéaire de E est une application linéaire de E dans K. L’ensemble des formes linéaires de F
est Z(FE, K), noté aussi E* (dual de E).

(E* est un K-ev).

Proposition :
Soit # = (ey, e, ...e,) une base de E.

Les formes linéaires de E sont exactement les applications du type :

E — K , (10.28)

u de composantes
(@1,02,.2,) dans 2 > 01T1F Gy + oo+ AnTn

ou (a,as,...a,) € K™

Démonstration :

L’application :

FE — F (10.29)
u = Z xr;e; +—— 2 T;a;
i=1 i=1
est 'unique application linéaire de F dans K telle que Vi € [1,n],o(e;) = a;. La matrice de cette

application linéaire ¢ dans les bases Z et (1) est la matrice ligne (a1, as,...a,) (1 ligne, n colonnes)
Cas particulier :
Pour i € [1,n], on note p; la forme linéaire :

D E — K (10.30)

u de composantes
(z1,z2,...xy,) dans B

— T
(de matrice (0,...1,...0)); on les appelle les projections relatives a 2.
7

La famille des p; est évidemment génératrice de E* (lire « E dual »), et elle est libre :

Z aipi = 0px = Vj e [1,n], (Z aiPi) (ej) = 0g. (10.31)
i=1

i=1

=a;

Donc (p;)ie[1,n] est une base de E*. Donc E* est de méme dimension que E. La base (p1,pz,...pn) est

appelée la base duale de (e, ea,...¢€,).

Hyperplan

Définition :

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E' de dimension n — 1.

Exemple :
En dimension 2, les hyperplans sont des droites.

En dimension 3, les hyperplans sont des plans.
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINIFORMES LINEAIRES ET HYPERPLAN

Théoréme :
Les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles de F.
Plus précisément :

1. Sipe Z(E,K)\{02k)}, alors ker ¢ est un hyperplan de E.

2. Si H est un hyperplan de E, alors il existe ¢ € Z(E,K)\{0} tel que H = ker .

3. Si¢1,p2 € Z(E,K) sont tels que kerp; = ker o, alors @1 et ¢q sont colinéaires, c’est-a-dire
qu’il existe A € K\{0} tel que w2 = A¢p;.

Démonstration :

1. Si p € Z(E,K)\{0¥(gx)}, alors Im g est un sous-espace vectoriel de K, qui est de dimension 1.
Donc Im ¢ est de dimension 0 ou 1. Si dim(Im¢) = 0, alors Imp = {0} et ¢ = 0»(g k). Donc
dim(Imp) =1 (et Im p = K).

Donc dim(ker ¢) = dim E — dim(Im ) =n — 1.
2. Soit H un hyperplan de E. Soit (u1,us,...u,—1) une base de H.
On la compléte en une base de E : (u1,ug, ... uy).
Soit ¢ la forme linéaire qui envoie les u;,i € [1,n — 1] sur 0 et u,, sur 1.
Alors ker ¢ = H (car pour v = Y | zu;, (v) =0 < 2z, =0 < ve H).

3. Sip; =0, keryp; = F; donc ker ps = E, donc ¢y =0 = 1.¢1.

Si 1 # 0, le noyau de 7 est un hyperplan H de base (u1,us,...u,—1), que 'on compléte en une

base (u1,us,...u,) de E. Alors :

p1(u1) = pa(u1) =0
. (10.32)
P1(un—1) = @2(tn—1) =0
e1(un)  =aecK\{0} 0a(uy) = be K\{0}

Donc @2 = 2oy (puisque Vj € [1,n], ¢2(uj) = L¢1(u;) et la donnée des images des vecteurs d'une
base détermine l’application linéaire)

Conséquence :

Soit # = (e1,ea,...e,) une base de E. Alors les hyperplans de E sont exactement les parties de E qui

admettent dans la base 4, une équation du type
a1z + asxa + -+ apT, =0 (1033)

ou les a; sont des scalaires non tous nuls. De plus, si un hyperplan admet deux équations, alors elles sont
proportionnelles.

Rappel :

Etant donnée F e % (K", K), la partie E d’équation F(x1,s,...2,) = 0 dans la base % est, par
définition, ’ensemble des composantes (1, xa, ... x,) dans B vérifiant F(x1,za,...2,) = 0.

On verra que si F' est un sev de E de dimension p, alors F' est I'intersection d’hyperplans (et peut donc

étre défini par un systéme d’équations), le nombre minimum d’équations nécessaires étant n — p.
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