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Chapitre 8 : Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, K =R ou C (ou un sous corps de C), muni des lois + et x naturelles.

I Définitions

Définition

Définition :
Soit E' un ensemble, muni d’une loi de composition interne @ et d’une loi externe a opérateurs dans K,

notée -, c’est-a-dire: Ex FEF — FE et KxF — F
(u,v) — udv (Nv) — Aw
On dit que (E,@®, ) est un espace vectoriel sur K/un K-espace vectoriel (K-ev) lorsque :

e (E,®) est un groupe commutatif.

e Pour tous u,ve E, \,pe K on a:

A+p) - u=Xu@p-u (8.1)
A (u®v) =X u@A-v (8.2)
Axp)-u=A-(u-u) (8.3)

lu=u (84)

Exemple :

(R, +, x), (Z(R,R),+,-), (C,+, x) sont des R-ev. (K[X],+, x) est un K-ev.

Regles de calcul

Soit (E,®, ) un K-ev. Alors :

1. Yue E,0-u = 0g (neutre pour @ du groupe (E,®) appelé le vecteur nul de E) :
Vue E,0-u=(0+0)-u=0-u®0-u, (8.5)

donc 0-u =0g.
2.V e K, A0 =0g:
AO0p=X-0g®0g)=X-0gD X\ 0g, (8.6)
donc A\ - 0g = 0g.
3. Vvue EEVYAeK A u=0g < A=0ouu=0g:
Le sens = a été vu avec les deux premiers points.

Pour <= : supposons que A -u = 0g et que A # 0.

Montrons qu’alors u = 0. On introduit A=! (ce qui est possible car A # 0).
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I. DEFINITIONS CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS

Alors A™1- (V- u) = (AP x A)-u=1-u=wu dune part, et A=t - (A-u) = A7t 0p = 0p d’autre
part.
Donc u = 0g.

4. Yue EVAe K, (=N -u="(\-u)=X-(Zu):
Ona (M u)@®((=A)-u)=A+ (=) -u=0g. Donc (—\) -u==(\-u).
Et Au)@\ (“u) =X (u®=u) =X-0g =0g. Donc A (“u) = =(\-u).

5 Yu € E,¥n € Z,n.u = n - u (A gauche de Iégalité : itération dans (E,®); & droite : produit
externe) :

Par récurrence pour les n > 0, puis le point précédent pour n < 0.

Ces regles permettent des écritures simplifiées : + pour @, . pour - voire omis, —Au pour la valeur

commune de (=) -u, =(A-u) et A+ (Zu).
Vocabulaire :

Dans un K-ev (E, +, ), les éléments de E sont appelés des vecteurs, et les éléments de K des scalaires.

Exemple important

Proposition :
Soit n € N*. On munit K" (K x K x ... x K) de la loi @ et de la loi externe - & opérateurs dans K
définis ainsi :
(x1,%2,...7,) € K"
Pour tous ¢ (y1,¥2,...yn) € K* , on pose

AeK

(1,22, %n) @ (Y1, 42, - Yn) = (L1 + Y1, T2 + Y2, - Tn + Yn) (8.7)
A (21,22, p) = (A21, A2a, ... A2y) (8.8)

Alors (K™, @, ) est un K-ev.

Démonstration :
Déja, (K™, @) est un groupe commutatif :
e Le neutre pour @ est évidemment (0,0,...0), qui est bien dans K".

o Associativité :
Soient z,y,z € K". Alors z = (z1,%2,...2n), ¥y = (Y1,Y2, ... Yn) €t 2 = (21, 22,...2,) OU

T1,22,5 - Ty Y1, Y25« - - Yn, 21, 22, - - - 2, € K. Alors :

r®YDz) = (21,22, ... ) D ((W1,Y25 - - Yn) @ (21,22, ... 2n))
=...=@+t+a)z+W2+t2), Tt (Yot2))
=((x1+v1) + 21, (@2 +y2) + 22, .. (Tp + Yn) + 2n)
=...=(2®@y) @z

e Commutativité :
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CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS I. DEFINITIONS

Soient z,y € K", x = (x1,22,...Tn), ¥y = (Y1, Y2, .- - Yn). Alors :

x@®y = (x1,22,...2n) ® (Y1,Y2,- - -Yn)

= (1 4+y1, %2+ Y2, T + Yn)

(8.10)
=y + 21,2+ T2, Y+ Tp)
e Existence d’un inverse pour @ de tout élément de K™ :
Soit x € K", © = (x1,22,...xy,). Alors @’ = (—x1, —xa,... — x,) est dans K" et est évidemment
inverse de x pour @.
Soient maintenant z,y € K*, \,u € K, avec z = (21,22, ... %), ¥y = (Y1, Y2, - - - Yn). Alors :
A+p)-z=N+p) (x1,29,...25)
= (0 )z, O+ 1)z, 0+ 1))
= (A\z1 + pxy, Axg + pxe, .. ATy, + pxy,)
(8.11)
= (A\x1, A2, ... AZy) @ (ux1, 4T, . . . pTy)
=X (x1,22,...2n) + p- (1, 22,...2Tp)
=Az@®pu-z
A(@y) =X (21 +y1, 72+ Y2, T + Yn)
= (Mz1+y1), AMz2 +92), - - - AMTn + yn))
= (Az1 + A\y1, Axa2 + Ay, ... ATy + Ayn) (8.12)
= (Az1, A\Zay ... AZ,) @ (Ay1, AYa, . .. Ayn)
=A-z+ Ay
(M) -z = (M1, (M), . . (Ap)z,)
= (Apa1), A(pz2), . .. AMpan))
(8.13)
= X (pay, pg, . . pin)
=A-(p-x)
1 -z = (121, lag, ... la,) = (21, 22,...2p) = @ (8.14)

Généralisation :
Si E et F' sont deux K-ev, on peut munir naturellement £ x F' d’une structure de K-ev en posant, pour

tous u,u’ € E,v,v' e F,\e K :

(u,0) + (W, 0") = (u+u';0 4+ )

8.15
A (u,v) = (N u, A v) (8:15)

Et plus généralement Fy x Fo X ... x E, ou les E; sont des K-ev.

Vecteurs, combinaisons linéaires

Ici, (E,+,-) désigne un K-ev.
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II. SOUS-ESPACE VECTORIEL CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS

Définition :
Soit (u1,ug,...u,) une famille finie d’éléments de E. Une combinaison linéaire de la famille
(u1,us,...u,)/ des u;, i € [1,n] est un élément de E du type A;-uj + A2 ug+ ...+ Ay, - up, c’est-a-dire

Sy Ai-u; o les \; sont des éléments de K.

Définition :
Soit uw € E. Si u = 0p, tout élément de F est dit colinéaire a u. Si u # Og, les vecteurs de E colinéaires

a u sont les A - u, A € K.

Proposition :

La relation « étre colinéaire a » est une relation d’équivalence.

Démonstration :

e Déja, elle est réflexive...
e Symétrique : Supposons v colinéaire & wu :
© Siu = 0g, u est bien colinéaire a v car u = 0 - v.

o Siu # 0g, alors v s’écrit A-u ou A € K. Donc soit A = 0 et alors v = O et donc u est colinéaire

a v, soit A # 0, et alors u = A~ 1v donc u est colinéaire & v.

e Transitivité : immédiate.
Définition (équivalente) :

Soient u,v € E. On a les équivalences :

u et v sont colinéaires <= I(a, B) € KA\{(0,0)},a-u+p-v=0g (8.16)
«— u=0gouINeKv=XAu (8.17)

Démonstration :

est simplement une autre fagon d’écrire la définition. Montrons que I8 = BI4d. Supposons .
e Siu=0g, on peut prendre («, ) = (1,0).
e Siu # 0, alors il existe A € K tel que v = A-u. Ainsi, avec (o, 8) = (A, —1), on a bien a-u+5-v = 0g
Montrons maintenant que K141 == EIH. Supposons . Soit (a, B) € K\{(0,0)} tel que a-u+p-v = 0p.
e Si g #0, alorsv:%:“—u.

e Si =0, alors a-u=0g. Or, a # 0 car («, ) # (0,0). Donc u = 0g.

IT Sous-espace vectoriel

(E,+,-) désigne toujours un K-ev.
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CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS II. SOUS-ESPACE VECTORIEL

Définition

Définition :

Soit F' une partie de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel (sev) de E lorsque :
e F' contient Og.
e [ est stable par + : Yu,ve F,u+v e F.

o F est stable par - : Vue F,VAe K, A -ue F.

Proposition :
Si F est un sous-espace vectoriel de F, alors + constitue une loi de composition interne sur F', - constitue

une loi externe & opérateurs dans K, et (F,+, ) est un K-ev.

Démonstration :
e Déja, (F,+) est bien un groupe commutatif puisque F' est un sous-groupe de (E,+) car O € F,

F est stable par + et Vue F,—u=(—-1)-ue F.
e De plus, on vérifie immédiatement que les quatre régles sont bien vérifiées...

Exemple :

e R? est un R-ev. Quels en sont les sous-espaces vectoriels ?
o {Op2}
o Pour u € R®\{0g2}, {)\ - u, A € R} est un sous-espace vectoriel de R?.
o R2.
Il n’y en a pas d’autres : si un sous-espace vectoriel de R? contient deux vecteurs non colinéaires,
c’est R2.
e Si E est un K-ev quelconque :
o {0g} et E sont deux sous-espaces vectoriels de E.

o Siue E\{Og}, {\-u,\ € R} est un sous-espace vectoriel de E appelé la droite vectorielle de

E engendrée par u.
e Les sous-espaces vectoriels de R3 sont exactement :
o {Ogs}.
o Pour u € R3\{Ogs}, {\-u, X € R}.
o Pour u,v € R*\{Ogs} avec u et v non colinéaires, {\-u + u - v, A, u € R} (plan vectoriel).
o R3.
e Des sous-espaces vectoriels de .# (R, R) :
o Hy ={f e Z(R,R), f(a) = 0} ol a est un élément de R fixé.
o A = l'ensemble des fonctions du type © — a-x + b, a,b € R.
o Ou méme R[X], R,[X] (ou n € N).
o C°(R,R), D}(R,R),..

o L’ensemble des fonctions paires, impaires...
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II. SOUS-ESPACE VECTORIEL CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS

Intersection de sous-espaces vectoriels

Théoréme :

Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E en est un sous-espace vectoriel.

Démonstration :

Soit (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels de E.
Soit F = (,c; Fi ={ue E,Viel,ue F;}.
e Alors Og € F car Vie I,0g € F;.

e [ est stable par + :
Soient u,v e F. Alors Vie [,ue€ F;,ve F;,doncVie I, u+ve F;. Doncu+veF

e [ est stable par - :
Soient u € F, e K. Alors Vie I,u € F;, donc Vie I,\-u€ F;, donc A\-ue F.

Définitions équivalentes

Proposition :
Soit F' < E. Alors :
OpeF (0)
F est un sevde F < Yu,ve F,u+veF (1)
VieK,Yue F,A-ue F (2)
<
Va,Be K Vu,ve F,a-u+p-veF (3) (8.18)
OE eF (0)
<
VAeK,Vu,ve F,u+A-veF (3b)
OE eF (0)
<
F est stable par combinaison linéaire (3c)
Pour (3¢) : Vn e N* V(ur,uz,...up) € F",V(A1, A2, ... Ap) €K™, 30 N - u; € F.

Démonstration :
e (1) et (2) = (3) : évident.
e (3) = (3b) : immédiat.
. = (3c) : immédiat par récurrence.
3c) = (3) : cas particulier.
3b) et (0) = (1) et (2) :
Si on a (3b) et (0), on applique (3b) avec u = Og et on obtient (2), puis (3b) avec A = 1 et on
obtient (1).

D’ou toutes les équivalences.

De plus, on peut partout remplacer (0) par (0b) : « F # ¢F ».
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CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS II. SOUS-ESPACE VECTORIEL

Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition :

Soit A < E. Le sous-espace vectoriel engendré par A, noté Vect(A), est le plus petit des sous-espaces

vectoriels de E contenant A.

Justification :
L’ensemble & des sous-espaces vectoriels de E contenant A n’est pas vide, puisqu’il contient E, et
lintersection [y e X est un sous-espace vectoriel de E contenant A, et est contenu dans chaque X de

&, c’est donc bien le plus petit élément de &.

Proposition :
e Vect() = {0p}
Siue E\{Og}, Vect({u}) = {\ - u, A € K}, noté aussi Vect(u).

A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect(A) = A.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, et si A ¢ F, alors Vect(A) c F
(En effet, F € & et Vect(A) = minyes{X})

Si A c B, alors Vect(A) < Vect(B)
(A c B < Vect(B), donc A < Vect(B), donc Vect(A) < Vect(B) d’apres le point précédent)

Cas particulier (Sous-espace vectoriel engendré par une partie finie) :
Soient u1,us, ... u, des vecteurs de F.
Alors Vect({ui,ua,...u,}), plutdt noté Vect(uy,us,...u,), est appelé le sous-espace vectoriel de F

engendré par la famille (u1,us,...u,) ou « par les u; ».

Proposition :

Vect(ug,ug, ... u,) est 'ensemble des combinaisons linéaires des u;, c’est-a-dire :

{/\1u1 + AQ'U/Q + ...+ /\nun, ()\1, Ag, e )\n) S Kn} (819)

Démonstration :
Notons C(Ul,UQ, . Un) = {)\1’&1 + )\2’&2 + ...+ /\nun, ()\1, )\2, . >\n) € Kn}
Alors C'(ug,usg,...u,) contient Og et est stable par + et -, car

n

=1 =1

i=1

et
i=1 =1

Donc C(uq,us,...u,) est un sous-espace vectoriel de E contenant les u;, et c’est le plus petit car si un
sous-espace vectoriel de E contient les u;, il en contient alors toutes les combinaisons linéaires. Donc
Vect(ug, ug, ... up) = Cur, ug, ... uUp).
Vocabulaire :

e Si F est le sous-espace vectoriel engendré par une famille (finie) # = (uy,us,...u,) de vecteurs

de F, on dit que % est une famille génératrice de F'.

MPSI Mathématiques 7
Algebre et géométrie



II. SOUS-ESPACE VECTORIEL CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS

e Si un espace vectoriel E admet une famille génératrice finie, on dit que E est de type fini.

Exemple :
o K" est de type fini, une famille génératrice étant [(1,0,...0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)].
e K[X] n’est pas de type fini. En effet, supposons qu’il admette une famille génératrice finie (Py, P, ... Py,);
si on prend N = max;e[1 ) deg(P;), on aurait alors VP € K[X],deg P < N, ce qui est faux.
Propriété :

Pour tout (ug,us,...uy) € E™, on a

e Pour tous 4, j € [1,m] avec i # j,
Vect(ur, ug, ..., Uiy ooy Wi,y ooy U) = Vect(ur, Ug, .o Uj, ooy Wiy o vy Unm)- (8.22)
e Pour tout i € [1,m] et tout a € K{0},
Vect(ug, U, .y Gy ooy Um) = Vect(Ug, U, -+ vy Uiy« vy Uppy)- (8.23)

e Pour tout 4, j € [1, m] distincts et tout A € K,

Vect(ur, ug, ..., Ui + Auj, ..., um) = Vect(ur, ug, ..., Us, ..., Um) (8.24)
Démonstration (du 3e point) :
Soit we Vect( w1 , uz ,...,u +AUj,..., Uy ). Alors

—— —— —_— ——
w = Z ARy, = Z Akug + A + Auj) = Z LU, (8.25)
k=1 k#1
avec
Ak sik#j

L’autre inclusion est analogue.

On a donc un algorithme pour déterminer le Vect (sur un exemple) :

Vect](1,2,3,4), (4,6,0,2),(1,4,9,2)] = Vect|(1, 2,3,4), (0, —2, —12, —14), (0, 2,6, —2)]

~

ug—4uq U3 —u1

= Vect[(1,2,3,4),(0,1,3,—1), (0,0, —6, —16)]

(1,
= Vect[(1,2,3,4), (0,1,3, —1), (0,0, 3,8)]
= Vect[(1,2,0,-4),(0,1,0,-9), (0,0,3,8)]
(1,

8.27
= Vect[(1,0,0,14), (0,1,0,-9), (0,0, 3, 8)] (8:27)
8
= Veet[(1,0,0,14), (0,1,0,-9), (0,0.1, )]
8
= {x(1707 0,14) +y(0,1,0,-9) + 2(0,0, 1, g),x, Y,z € R}
8
=< (z,y,2, 14z — 9y + gz),x,y,z eR
Ainsi, on a I’équivalence : pour tout (z,y, z,t) € R%,
8
(x,y,2,t) € Vect[(1, 2, 3,4),(4,6,0,2),(1,4,9,2)] — t= 14z -9y + 37 (8.28)
Autres résultats :
e Sil<p<m,alors Vect(ui,us,...,u,) < Vect(uq, ug, ..., Unm).
e Pour tout v € E, v € Vect(uy, ug, ..., uy,) < Vect(ur,ug, ..., Un,v) = Vect(ur, ug, ..., Uy)
MPSI Mathématiques 8
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CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS III. SOMMES ET SOMMES DIRECTES

ITT Sommes et sommes directes

(E,+,-) désigne ici encore un K-ev.
Définition, proposition :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme de F' et G est :
F+G:={u+v,ueF,uve G} ={we E,I(u,v) € F x Gyw=u+ v} (8.29)

Alors F + G est un sous-espace vectoriel de E, et ¢’est méme Vect(F u G).

Démonstration :
Déja, F'+ G est un sous-espace vectoriel de E, car il contient Og et est stable par +, - (évident en utilisant
la deuxieme égalité de la définition de F' + G).
De plus, F' 4+ G contient F (car tout u de F s’écrit u + O ot Og € G) et G.
Il contient donc F'u G. Enfin, si un sous-espace vectoriel de E contient F' U (, alors il contient au moins
F + @ car il contient tous les éléments de F', tous les éléments de G et est stable par 4, donc contient
tous les u +v pour ue F et veG.
Exemple :
e Dans £ = .7 (R,R) :

Soit F' I’ensemble des fonctions polynomiales de degré < 3, G I’ensemble des fonctions de classe C?

et négligeables devant x — 2 au voisinage de 0.

Alors F + G = C3(R,R).

Démonstration :

Une premiére implication est déja évidente. Pour I'autre :

Soit f € C?(R,R). Alors f admet un DL & I'ordre 2 en 0 :

Vr e R, f(z) = ag + a1z + asx® + v2e(z) . (8.30)
—_—
P(z) h(z)

Alors h est de classe C? car h = f — P, et de plus h = o(z?) en 0, d’ot1 Pautre inclusion et 1’égalité.

e Dans R* :
F = Vect((1,2,0,0)),G = {(z,y,2,t) e R*,x — z =y —t = 0}. Alors G = {(v,y,z,y),7,y € R} =
Vect((1,0,1,0),(0,1,0,1)), et donc F + G = Vect((1,2,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1)).
Définition (Somme directe) :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme F + G est directe lorsque tout élément de F' + G s’écrit de maniere unique sous
la forme u+ v avec u € F et v e G.
Autrement dit, étant donné qu’on connait déja l’existence (par définition) de Iécriture, la définition

devient :

La somme de F et G est directe <= V(u,v) e F x G,VY(u/,v") € F x G, (831)

(ut+v=u+v = u=1u et v="1")

Exemple :

La somme de deux droites vectorielles distinctes dans R2.
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IV. APPLICATIONS LINEAIRES CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS

Proposition :

On a I’équivalence entre les propositions suivantes :
1. La somme de F et G est directe (expression de la définition précédente)
2. Y(u,v) e F x G,(u+v=0 = u=0getv=0g).
3. FnG={0g}

(1) :Y(u,v) e Fx GV, W) e FxG,(u+v=u+v = u=1u et v="1"))

Démonstration :
e On voit déja que (1) = (2)
(c’est un cas particulier avec (u/,v") = (0g,0g))
e Montrons que (2) = (3). Supposons (2) :
Soit alors we FNnG. Ona:w+ (—w) =0g. Or,we F et —we G (car w € G et G est stable par
-).
Donc, d’apres (2), w = 0g (et —w = 0g), d’olt une inclusion et I’égalité.
e Montrons que (3) = (1). Supposons (3) :
Soient (u,v) € F' x G, (uv',v") € F x G. Supposons que v+ v =’ +v'.
Alorsu —u' =v —v,etu—v' e F,v  —veG, doncu—uv' e FnG,v' —veFnG.
Donc u—u = 0g et v/ —v = 0g, c'est-a-dire u = v’ et v =1'.
D’ou les équivalences.
Notation :
Si la somme de F' et G est directe, on peut la noter FF @ G.
Définition :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont supplémentaires dans F
lorsque :
F+G=FE

oG (0] (8.32)

Ainsi, lorsque F' et G sont supplémentaires dans F, on peut noter £ = FF @ G.
Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans F si et seulement si tout élément de F

g’écrit de maniere unique u + v, ot u € F et v € G.

I'V Applications linéaires

Dans cette section, F, F' et G sont trois K-ev.

Définition

Définition :

Soit ¢: E — F. On dit que ¢ est linéaire/un morphisme du K-ev E vers le K-ev F' lorsque :

Vu,u € By p(ut ) = o(u) + p(u) (3.33)
Vue ENVAeK, oA -u) =X p(u) (8.34)
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CHAPITRE 8. ESPACES VECTORIELS IV. APPLICATIONS LINEAIRES

Proposition :

Si ¢ est une application linéaire de E dans F, alors ¢ est un morphisme du groupe (E, +) vers (F,+).

Vocabulaire :

e L’ensemble des applications linéaires de F vers F' est noté £ (E, F)

e Une application linéaire de E vers F s’appelle aussi un endomorphisme de E, et Z(F, E) est plutot
noté Z(FE).

e Une application linéaire de E vers K s’appelle forme linéaire de E. Z(FE,K) est noté E*. L’ensemble
des formes linéaires de F s’appelle le dual de E.

Caractérisation :

Soit p: F — F. On a les équivalences :

e L(E,F)(1) < Y(a,B) e K2, V(u,v) € E?, p(au+ B.au') = a.p(u) + B.pu)(2)

(8.35)
— VAeK,V(u,u) e E% ou+ M) = ou) + Xo')(3)
Démonstration :
(1) = (2) = (3) : évident.
Montrons que (3) = (1). On applique (3) avec A = 1. Donc
V(u,u') € B2, p(u+u') = p(u) + p(u). (8.36)
Donc avec (u,u’) = (0g,0g), ¢(0g) = 0g. Donc
VAeK,Yue E,p(0g + A-u) = p0g)+X-p(u) =0+ X-p(u) =X o(u) (8.37)

Exemple :

e L’application nulle de £ dans F' est linéaire.
e L[’application identité de F dans FE est linéaire.

e Les applications linéaires de R dans R sont exactement les applications de la forme x — a -z ou

aeR:
Démonstration :

o Déja, si f est de la forme f: x — a -z, alors [ est linéaire, car
VAe R, Vo, 2’ e R, f(x + \2') = a(z + \.2') = ax + \.(ax’) = f(x) + \.f(2') (8.38)

o Inversement, soit f € Z(R). Alors, pour tout z € R, f(z) = f(x.1) = z.f(1).
Ainsi, avec a = f(1), on a bien Vx € R, f(z) = a.x.
e L’application D:D'(R,R) — .F(R,R) est linéaire.
fo—f
e L’application S¢(N,R) — R est une forme linéaire de S¢(N,R), ou S¢(N,R) désigne

u — lim(u)
I’ensemble des suites convergentes.

e L’application ¢: F(R,R) — R est linéaire :
fo— f(m)

Démonstration :

o Pour tous f,g € F(R,R), ¥(f +g) = (f + g)(m) = f(m) + g(m) = (f) + ¥ (g)
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o Pour tout fe F(R,R) et Ae R, v(A.f) = (\.f)(7) = A\.f(7m) = A(f).

e [’application R? — R n’est pas linéaire.
(z,y) — ay
Mais, a z fixé, R — R est linéaire (idem si y est fixé).
Yy /> 1y
On dit alors que R? — R est bilinéaire.
(z,y) — wy

Noyau et image

Soit ¢ € Z(E, F).
Définition, proposition :

Le noyau de ¢, c’est le noyau du morphisme de groupe :
kero ={z e E,¢o(z) =0g}. (8.39)

Alors Yu,u' € E, (p(u) = p(u') = u—u' €kerp).
Donc ¢ est injective <= kerp = {0g}.
Démonstration :
e Si p est injective :
Soit u € ker . Alors p(u) = 0p = ¢(0g). Donc u = 0p.
D’ou une premiere inclusion, et 1’égalité, ’autre inclusion étant évidente.
e Supposons maintenant que ker p = {Og}.
Si p(u) = p(u'), alors u — u’ € ker ¢, donc u — ' = 0. Donc u = u'.

Donc ¢ est injective.

Proposition :

ker ¢ est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration :
Déja, kerp  E| et O € ker .
Soient u,u’ € E,A e K. On a :

o(u+Au') = p(u) + Ap(') =0p + X\0p = 0p (8.40)
Définition, proposition :

L’image de ¢ est
Imp =¢(FE) ={p(u),ue B} ={ve F,3ue E,p(u) = v}. (8.41)

Alors @ est surjective si et seulement si Imp = F.

Proposition :

Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration :
Déja, Imp < F et Op € Imp car o(0g) = O0p.
Im ¢ est stable par + et - :
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Soient v,v" € Im ¢, A € K.
11 existe alors u, v’ € E tels que v = ¢(u), v/ = p(u').

Alors v + A0 = ¢(u) + Ap(') = p(u+ Au’). Donc v + A0’ € Im .

Image directe, image réciproque d’un sous-espace vectoriel

Proposition :
Soit p € L(E, F).
e [’image directe par ¢ d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de F'.

e [’image réciproque par ¢ d’un sous-espace vectoriel de F' est un sous-espace vectoriel de F.

Cas particulier :

e ©(E) est un sous-espace vectoriel de F' (c’est Im ).

e o 1({0F}) est un sous-espace vectoriel de E (c’est ker ).

(On adapte aisément la démonstration de ces cas particuliers pour le cas général de la proposition)

Structure sur des ensembles d’applications linéaires

1) Somme, produit par un réel

Définition, proposition :
Soient ¢, e L(E,F), A e K.
On définit :

o+ F — F (8.42)
u o p(u) +9(u)

et

Ap: B — F . (8.43)
u — Aop(u)

Alors p + ¥, Ao e Z(E, F).
On peut donc considérer (Z(E, F),+,:), et (L (E,F),+,-) est un K-ev (et méme un sous-espace
vectoriel de (Z#(E, F),+,")).
Démonstration :
Déja, on vérifie que (F(E, F),+,) est un K-ev..
Z(E, F) est une partie de F(FE, F), contient x — O et est stable par + et - :
Soient ¢, e Z(E,F), A e K.

On a, pour tous u,u’ € F et tout pe K :

(p+9)(u+ pu') = olu+ pau') +(u+ pu')
= p(u) + pp(u’) +1p(u) + pap(u’) (8.44)
= (p+P)(u) + p.(p + ) (W)
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et
M) (u+ pau) = Xo(u + pau')
= A(p(u) + pp(u))
= A (e(u) + A (p-p(u))
= (M) (u) + p.((Ap) ()

Donc ¢ + ¢, \p € L(E,F), et Z(E,F) est un sous-espace vectoriel de (Z#(E, F),+, ), donc un K-ev.

(8.45)

2) Composition

Proposition :

La composée, quand elle est définie, de deux applications linéaires est linéaire.

Démonstration :
Soient ¢ € Z(E, F) et ¢ € Z(F,G). Alors ¥ o ¢ est bien définie et va de E dans G. Et de plus, elle est
linéaire :

Pour tous u,u’ € E et tout pe K, on a :

(W op)(u+ pu') = P(p(u+ pu'))

= ¥(p(u) + pp(u’)) (8.46)
= ¥(p(u) + p(p(w))
= (Yo p)(u) + p.(vop)(u)
Propriété :
Pour tous ¢, ¢’ € Z(E, F), ¥, v € Z(F,G) et tout A\e K, on a :
Lyo(p+y¢)=vop+yoy
2. (p+y)op=vop+yoyp
3. o (Ap) =A(Poy)
4 () op =AY o)
Démonstration :
Déja, les applications sont bien définies et vont de E dans G.
De plus, pour tout ue F :
[0 (¢ +¢)(w) = ¥l(e + &) (u)]
= Plp(u) + ¢'(u)]
= P(p(u) + ¥ (¢ (v)) (8.47)
= (o @)(u) + (¢ o¢)(u)
=[pop+yo¢](u),
d’ou (1).
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(¥ + ) o pl(u) = (& + ¥')(p(u))
= P(p(u)) + ¢’ (p(u))
= op)(u) + (¢ o 9)(u)
=[pop+¢ ogl(u),

(8.48)

d’ou (2) (ici, on n’a pas utilisé la linéarité...)

[ o (A@)l(u) = ¢[(Ap)(u)]
= Php(u)]
= A(p(u)) (8.49)
=A(op)(u)
= [A (o )(w),

d'oit (3)

(8.50)

d’ott (4) (on n’a pas non plus utilisé la linéarité)
Conséquence :
o définit une loi de composition interne sur Z(E), et (L (E),+,0) est un anneau :
(Z(E),+) est un groupe commutatif (car (Z(E),+,-) est un K-ev).
De plus, il résulte de (1) et (2) que o est distributive sur +, et on sait que o est associative (vrai dans
Enfin, il y a un neutre, a savoir Idg.
Attention, 'anneau n’est ni commutatif ni integre en général.

Exemple :

f: R® — RZ | g: R? — R? . (8.51)
(z,y) — (z,2) (z,y) — (z-y,0)
Alors f e Z(R?) :
Soient u,u’ € R, A e R, u = (z,y), v’ = (2/,y). Alors :

Flu+aad) = f((z.y) + A y)
= fla+ M2,y + \yf)
= (z+\a’,z + \2') (8.52)
= (z,2) + \(2/, 2)
= f(u) + A.f(u').
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Et ge Z(R?) :
Soient u,u’ e RZ, N e R, u = (z,y), v’ = (2',%'). Alors :
g(u+ ') = g((z,y) + \.(2',1)))

=glx+ X2,y +Ay)
=(z+ A2’ — (y+\y),0) (8.53)
=(z—y,0)+ (2 —¢,0)
= g(u) + Ag(u').

On a alors :

fog: R?*> — R? , gof: R? — R? | (8.54)
(x7y) —_ (.’L‘ — YT —= y) (l',y) — (070)
ce qui montre la non commutativité et la non intégrité.

3) Inversion (éventuelle)

Proposition :
Soit p € Z(E, F). Si ¢ est bijective, alors p~! € Z(F, E). On dit alors que ¢ est un isomorphisme de
E vers F.

Définition :

Deux espaces vectoriels sont dis isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de 1'un vers 'autre.

Démonstration :
Soient v,v' € F et A € K.
On doit montrer que

e M w+AV) = ) + A H (@), (8.55)

c’est-a-dire que v + A\.v" a pour antécédent o ~1(v) + Ao~ 1(v) par ¢, ce qui est vrai car

Ple (W) + X (V) = (e (V) + Ap(p™ (V) = v + A, (8.56)
Vocabulaire :
Un automorphisme de E est une application linéaire bijective de F dans E, ou autrement dit un isomor-
phisme de E dans E ou encore un endomorphisme bijectif de E.
L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).
Alors GL(E) est stable par o, et (GL(E), o) est un groupe (le groupe linéaire de E). C’est le groupe
des éléments inversibles de 'anneau ((Z(E), +,0).
Attention, ce groupe n’est pas non plus commutatif en général.
Exemple :
On considere les deux fonctions
f: R* — R? , g: R* — R? . (8.57)
(z,y) — (r+y,z—y) (@y) — (y,2)
Alors f et g sont linéaires et bijectives. (g est bijective car involutive, et fo f = 21Idgz, donc f~! = %f)7

et :
fog:(z,y)— (y+z,y—1), gofi(z,y)— (z—y,z+y), (8.58)
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donc go f # fog car
gOf(l,l) = (072) # ng(l,l) = (2’0) (859)

4) Autre opération

Proposition :

Soit f une application linéaire de E' dans K (une forme linéaire de E'). Soit wg € F'. Alors I'application

p:E — F (8.60)
u —  f(u).wo

est linéaire.

Démonstration :

Soient u,v € E, A € K. Alors :

o(u+ Av) = flu+ Av)awg = f(u).we + A.f(v).we = p(u) + Ap(v) (8.61)

Exemple :
L’application P;: R3 — TR est linéaire :
(,y,2) — =
Pour tous u = (z,y,2),u = (2/,y/,2’) e R3et A\e R, on a:

Pu+dd)=P((x+ 2",y + Ay, 2+ X2") =2+ X2’ = Pi(u) + AP (u). (8.62)
P est la « premiére projection canonique de R3 sur R ».
De méme, P;: R} — R et Ps: R®> — R sont linéaires.
(z,y,2) — y (,9,2) — =2

e Il résulte de @ que pour tous a, b, c € R,

f: R* — R (8.63)
(r,y,2) — ax+by+cz

est linéaire, car f = aP; 4+ bP, + cPs.

e Et de @ que pour tout a,b,c € R,

fi: R? — R2 (8.64)
(x,y,2) — (ax+by+c.z0)

est linéaire, car f; = f.(1,0) :

fi:R® — R? (8.65)
u —  f(u).(1,0)
De méme,
fi: R® — R? , (8.66)
(z,y,2) > (0,d’.z+b.y+.20)
d’ou

F: R?® — R? (8.67)
(v,y,2) > (ax+by+czad.ao+b.y+c.z0)

est linéaire.
On verra que toutes les applications de R dans R? sont de ce type. (On peut généraliser le résultat &

K", KP)
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V Quelques endomorphismes intéressants

FE désigne toujours un K-ev.

Homothétie (vectorielle)

Définition :

Une homothétie de E est une application du type :

E — F (8.68)

u > oUu

ou a € K.

Proposition :
Pour tout « € K, 'application

for B — E (8.69)

u = o

appelée homothétie de rapport « est linéaire. Elle est nulle si o = 0, sinon elle est bijective, d’inverse

fl/a

Projecteurs (vectoriels)

Définition :
Soient F', G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Le projecteur sur F selon G est I'ap-
plication

pE — E, (8.70)

U — v

ol v est I’élément de E tel que u = v + w avec v € F,w € G. (La définition a bien un sens, car tout
élément de E s’écrit v + w de maniére unique avec v € F et w € G).

On écrit parfois

pE=F®G — E . (8.71)

U=v+w +—— v

Proposition :

L’application p est linéaire, de noyau G et d’image F.

Démonstration :
Soient u,u’' € E,AeK. Alorsu=_v +_ w ,u=_7v + w .
N~ = N~ =
eFr eG el eG
Donc u + Au' = v+ A’ +w + X', soit p(u + Au') = v+ A" = p(u) + A\.p(u).
—_—— ———

eF eG

Noyau : Soit ue E,u=_ v +_ w .On ales équivalences :
—_——  ——
el eG
uekerp & p(u)=0p < v=0 <= ueG (8.72)
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Image : On voit déja que Imp < F. Inversement, F' = Imp car tout élément v de F est I'image d’un
élément de F, par exemple lui-méme.
Définition :
Soit f: E — E. On dit que f est un projecteur lorsqu’il existe deux sous-espaces vectoriels supplémen-

taires dans E tels que f est le projecteur sur F' selon G.

Vocabulaire :

p est le projecteur sur F' selon G.

Pour u € E, p(u) est la projection de u sur F selon G.

Théoréme :

Soit f € Z(F). Alors f est un projecteur si et seulement si fo f = f.

Démonstration :
Soit f un projecteur, disons sur F selon G ou FA G = E.
Alors f2 = f:
Soitue F,u=_v +_ w ,et f(u)=w.
er eG

De plus, fo f(u) = f(f(u) = f(v) = v = f(u).
C’est valable pour tout u, donc f2 = f.

Soit f € L(F), supposons que fo f = f.
Posons F =1Im f et G = ker f.

Alors déja F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. Montrons qu’ils sont supplémentaires.

Soit u € E. Alors f(u) € F, et on a :

u= f(u) +u— f(u), (8.73)
el
flu— f(u)) = f(u) = f(f(u) = 0g, (8.74)

donc u — f(u) € G.

Donc déja FF+ G = E.

Montrons maintenant que F n G = {0g} :

Soit ue FFn@G.

OnaueF, doncu=f(u)onuvekFE.

Comme u € G, f(u) = 0g, soit f(f(u')) = 0g. Comme f? = f, f(u') = 0g.

Donc u = f(u') = 0, d’olt une premiére inclusion, et I’égalité, 'autre inclusion étant évidente.
Donc F® G = E.

Montrons maintenant que f est le projecteur sur F' selon G :

Soit u € E. Alors u = f(u) 4+ (u— f(u)). Donc f(u) est la composante selon F' dans la décomposition
— —

eF eG
de u sous la forme v 4+ w
N~—~— Y
eF eG
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Remarque :

Si p est le projecteur sur F' selon G, alors :

F={ueE,p(u) =u}
= ensemble des invariants par p

= ker(p — Idg)

Démonstration :

pluy=u <<= v=u <<= w=0 < uekF
—
(p—1dg)(v)=0g

Définition :
Soit p la projection sur F selon G.
Le projecteur associé a p est le projecteur ¢ sur G selon F.

Ainsi, p+ q = Idg.

Cas particulier :

Le projecteur sur E selon {Og} est I'identité sur E.

Le projecteur sur {Og} selon E est 'application nulle.

(8.75)

(8.76)
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Symeétries (vectorielles)

Définition :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires. La symétrie par rapport a F' selon
G est lapplication

f[fE=F®G — FE . (8.77)

U=v+w +—> V—wW

Proposition :
Si f est le symétrique par rapport a F selon G, alors :
° f S X(E)
En effet, on remarque que f = p — g = 2p — Idg, ou p est le projecteur sur F selon G et g le
projecteur associé a p.
e f est bijective, et méme involutive.
Ainsi, fo f=1dg, Im f = E (car f est surjective), et ker f = {Og} (car f est injective).

e F={uekE, flu)=u} =ker(f —Ildg), G={uekFE, f(u) =—u}=ker(f +1dg).

Théoréme :
Soit f € Z(FE).
Alors f est une symétrie si et seulement si f o f = Idg c’est-a-dire si et seulement si f est involutive,

ou encore si et seulement si f est élément d’ordre < 2 du groupe GL(E)

Démonstration :
L’implication = a déja été vue.
< : supposons que f2 =Idg.
Posons F = ker(f —Idg) et G = ker(f + Idg).
Alors F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, car ce sont des noyaux d’endomorphismes de E.
FnG={0g}carsiue FFnG,alors f(u) =u et f(u) = —u, donc 2.u = 0, soit u = 0g (car 2 # 0)

Ry P4t 1 1
De plus tout élément u de E s’écrit u= _v + w ,caru= 5(u+ f(u)) + 5(u— f(u)).

eF eG
Or, u+ f(u) € Fcar f(u+ f(u) = f(u) + f(f(v) = f(u) +u=u+ f(u).
—— —
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Et u— f(u) € G car f(u— f(u)) = f(u) = f(f(u) = f(u) —u=—(u+ f(u)).
Enfin, f est la symétrie par rapport a F selon G. En effet :
Stu=_v _+_w ,onav=31iu+f(u)etw==1u—f(u).

eF eG

Donc v — w = f(u).

V1 Familles libres (finies)

FE désigne toujours un K-ev.

Définition

Définition :
Soit F = (u1,us,...u,) une famille de vecteurs de E.
F est dite libre si la seule combinaison linéaire des u; qui donne Og est celle dont tous les coefficients

sont nuls, c’est-a-dire :

V()\l,)\g,...)\n) € K", (Z )\kuk = OE = VYie [[1,%]],)\1‘ = O) (878)
k=1

Vocabulaire :

o (ur,us,...u,) est dite liée si (uy,us,...uy,) n’est pas libre.

e Lorsque (u1,us,...uy) est liée, une relation du type 22:1 Arur = 0 ou les A\g sont non tous nuls

s’appelle une relation de dépendance linéaire.
e Pour dire que (ug,us,...u,) est libre, on dit parfois que les u; sont linéairement indépendants.

Exemple :

e Par convention, une famille vide est libre.

e Cas d’une famille de 1 vecteur (uy).

La famille (uq) est libre si et seulement siuy # Og.

e Cas d’une famille de 2 vecteurs (ug, uz).

(u1,us) est libre si et seulement si uq et us ne sont pas colinéaires.

Propriétés générales

Propriété :
e Si une famille contient Og, elle est liée :

Siu; =0g,alors 1 .u;=0g
#0
o Si une famille contient deux vecteurs égaux, elle est liée : Si u; = u; (avec i # j), alors u; —u; = Og

e Si une sous-famille d’une famille .7 est liée, alors .# est liée.
e Si.F = (u1,uz,...uy,) est libre, alors Vo € &, (Ug(1), Us(2), - - - Us(n)) €St libre.

o Si (ug1,usg,...uy,) est libre et (u1,us, ... u,,v) est liée, alors v € Vect(uy, ug, . . . uy).
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Démonstration :

Il existe A1, Ao, ... A,, p scalaires non tous nuls tels que :
AUy + Agus + .. Apuy, + pov = 0p. (879)

Alors p # 0, car sinon 'un des A; au moins serait non nul et on aurait alors une relation de
dépendance entre les u;, 1 < i < n.

Donc v = p~t 3 Apug

o (uy,uz,...u,) est liée si et seulement si 'un au moins des u; est combinaison linéaire des autres.

VI1I Bases (finies)

Définition, proposition :
Soit (u1,usg,...uy,) une famille de vecteurs de E.
(u1,us,...u,) est une base de E si (uy,us,...u,) est une famille libre et génératrice de E.

Une formulation équivalente est que tout vecteur v de E s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire des u;,1 < i < n, sous la forme >, zxug. Les x;, s’appellent alors les composantes de v dans
la base (u1,usg, ... up).

Démonstration :
= : supposons que (uy, usa,...u,) est une base de E.
Soit alors v € E. Comme (uy,us,...u,) est génératrice de E, il existe (x1,x2,...2,) € K" tel que
v =Y, TRl
Supposons qu’on ait aussi v = >, _; Z}ug.
Alors >7_, (z — @} )ur, = O0p. Comme (uy,us,...u,) est libre, on a Vk € [1,n],z, — ), = 0, soit
Vk e [1,n], z, = a7,
D’ou l'existence et 'unicité de 1’écriture.
<= : Supposons que tout vecteur v de F s’écrit de maniére unique...
Déja, (u1,us,...u,) est génératrice de F.
Ensuite, si >/ ; \ju; = Op, alors nécessairement Vi € [1,n],\; = 0, car sinon on aurait deux écritures
différentes de Op, & savoir >, \iu; = O0g et >, 0.u; = 0p
Exemple :

e [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)] est une base de R3, on I’appelle la base canonique de R3.

o [(—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—1)] en est aussi une. Le triplet des composantes d'un vecteur (z,y, z)
y

de R® dans cette base est (Z;r , 2tz m)

2 2

e [(1,4/7,12),(e,4,1),(1,0,0)] est aussi une base de R :
—_— Y —

u v w
Soit & = (a, b, c) € R3. On doit montrer qu'’il existe un unique triplet de R? tel que

Z=zu+yv+ zw (8.80)
L’équation vectorielle équivaut au systeme :

rt+ey+z=a
(S) { JArtay—b (8.81)
122 4+y=c
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Or,
r+ey+z=a
(8) <= < z= j;fzg , (8.82)
y=c—12 jﬁ_ﬁs
donc (S) a bien une unique solution.
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