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Chapitre 6 : Les polynomes formels
a une indéterminée a coefficients
dans un corps K

Dans ce chapitre, (K, +, x) désigne un corps (commutatif) quelconque.

I La construction

e Soit Pk l'ensemble des suites d’éléments de K, indexées pas N et nulles a partir d’un certain rang.

C’est-a-dire que Px est I'ensemble des a € KN telles que 3N € N,Vn > N, a,, = Ok.

e On peut définir deux lois + et x de la maniére suivante : pour tous P = (a;):en, @ = (b;)ien € Pk,

on pose :
P+ Q = (a; + b;)ien (6.1)
et
P x Q = (pr)ken (6.2)
ou
k
Vk e N,pk = Z aibj = Z aibk_i (6.3)
i+i=k i=0

Alors + et x constituent des lois de composition internes sur Pk, et (Px, +, X ) est un anneau commutatif.

Démonstration :
e Déja, + est bien une loi de composition interne sur Pk.
En effet, si P = (a;)ien, @ = (bi)ien € Pk, alors il existe n € N tel que Vi > n,a; = Og et m € N
tel que Vi > m,b; = Og. Donc Vi > max(n,m),a; + b; = Og. Donc P + @ est nulle & partir d’un

certain rang, donc P 4+ ) € Pk.

e Montrons que x est une loi de composition interne sur Pk.
Soient P = (a;)ien, @ = (b;)ien € Pk, n € N tel que Vi > n,a; = Og et m € N tel que Vi > m, b; = Ok.
Notons enfin P x Q = (pk)ken- Alors Yk > n+m, pr, = Og. En effet, soit k& > n+m. Alors pour tout
(i,7) e N2, sii+j=k,alorsi >mouj >n (car sinon j <neti<m,etalorsi+j<m+n<k).

Donc a; = 0x ou b; = Ok, soit a;b; = Og. Donc py = > a;b; = Og. Donc P x Q € Pk.

i+j=k
e + n’est autre que la restriction & Px de la loi 4+ sur KY. Donc + est associative et commutative. De
plus, la suite (Ok)gen est évidemment neutre pour + et appartient & Pg. Et enfin, si P = (a;)en €

Pk, alors Q@ = (—a;)ien € Pk et P+ @ = (0g)gen-
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I. LA CONSTRUCTION CHAPITRE 6. POLYNOMES FORMELS...

e Pour x : x est évidemment commutative (car x est commutative sur le corps K). Il existe un
neutre pour x, c’est U = (1g, Ok, Ok .. .).

En effet, notons U = (u;)sen avec ug = 1k et Vi = 1,u; = Og. Soit alors P = (a;);en € Pk. Alors
PU = (pg)ken, o0 p, = ZiH:k a;u; = apuo = ap X lg = ai. Donc PU = P, et par commutativité
UP = P, donc U est bien neutre pour x.

Distributivité de x sur + : soient P = (a;)ien, @ = (b;)ien, R = (¢i)ien € Pk. Alors P x (Q+ R) =
(pk)ken, o1, pour tout k € N (par distributivité dans le corps K, et associativité et commutatitivé

de + dans K) :
Pk = Z ai(bj +Cj) = Z aibj—l—aicj) = Z aibj—f— Z aiCj, (64)
i+j=k i+j=Fk itj=k i+j=k
et P x Q+ P x R=(qx)ken, oU, pour tout ke N :
qr = Z a;b; + 2 a;c;. (6.5)
itj=k itj=k
Donc Px (Q+R)=PxQ+PxR,et (Q+R)xP=Px(Q+R)=PxQ+PxR=QxP+RxP.
Associativité de x : soient P = (a;)ien, @ = (b;)ien, R = (¢i)ien € Px. Alors P x Q = (pi)ken, 01,

pour tout k€ N, p, = Ziﬂ.:k a;bj, et (P x Q) x R = (qi)en, ou, pour tout [ € N, ¢, = Zk+8:l Dk Cs-

Donc (toujours par distributivité dans le corps K, et associativité et commutatitivé de + dans K)

q = Z (( Z aibj> cs> = Z ( Z aibjcs> = Z a;bjcs. (6.6)
k+s=Il i+j=k k+s=l \i+j=k i+j+s=l
Par ailleurs, on a de méme P x (Q x R) = (7)en, oli, pour tout [ € N :
= Z a;bjcs. (6.7)
itgts=l
Dott P x (@ x R) = (P x Q) x R, et le résultat par commutativité de x.
Donc (Pk, +, X) est bien un anneau commutatif.
Etape 2 : plongement de K dans Pk
Soit
(Y2l K — PK . (68)
A — (p()\) = ()\,OK,O]K, .. ) noté \
Alors ¢ est un morphisme injectif d’anneaux :
o A+ ) = (A+p,0x,0k...) = (A, 0k, 0k .. .) + (1, 0k, O - . .) = p(A) + (p)
o o) = (A, O, O - . .) = (A, O, Oc - ) (1, Ok, Oxc - - ) = p(A) (1)
Justification de la deuxieme égalité :
()\,OK,OK...) (M,OK,OK...) = (Ck)]geN, (69)

N

(ai)ien (bi)ien

avec ¢ = Y, a;b;. Donc ¢, = apbg = A\pe si k =0 et ¢, = Ok sinon.

i+j=k
e p(lg) = (1k, Ok, Ok, ...) = 1p,

e Enfin, si (A, 0k, 0k ...) = (,0k,0x . ..), alors évidemment A = p.
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CHAPITRE 6. POLYNOMES FORMELS... I. LA CONSTRUCTION

Par conséquent, ¢(K) est un sous anneau de Pk, isomorphe & I'anneau (K, +, x). (On dit qu’« il y a une
copie de K dans Pk ») On va identifier cette copie & K, c’est-a-dire identifier, pour chaque A € K, X et A
Ainsi, pour A\, € K et P,Q € Pk (avec A= ()ien, P = (a;)ien) :

e \P=)\P = (AN, 0k, Og, ... )P = (cp)ren O = Ziﬂ:k u;a; = Aag. Donc AP = (Aag, Aai, Aag,...) =
(Aai)ien-

o A+ p)P=AP+puP.

e M(P+Q)=MP+ Q.

o (AP = ApP).

e lgxP=1gxP=1p, x P=P

Les éléments de K seront appelés des scalaires.

Etape 3 : introduction de I'indéterminée
Soit X 1’élément de Pg défini par :
X = (Og, 1k, Ox, O, .. .), (6.10)
c’est-a-dire X = (6;)iey o1 61 = 1k et Yk € N\{1}, 6x = Ox. Alors Yk e N, X* = (ugk))ieN ou u,(ck) =1k et
Vi e N\{k},u™ = 0g.

Démonstration :

Par récurrence sur k :
e Pour k=0: XO = 17’1]( = (1K;OK;OK~-~)-

e Soit k € N, supposons que X* = (u{");cy ont ul") = 1g et Vi € N\{k},ul® = 0x. Alors X*+! =
XkX = (Ci)i€N7 Ofl

(k) .
u; 10 sii#0
VieNe = » ulflgg=< 0 ! - . (6.11)
a+h=i uy do=0 sii=0
Soit, pour i # 0,
0 sii#k+1
¢ =ul®) = . (6.12)
1 sii=k+1

Donc Xk+1 = (Ul(karl))ieN

Théoréme (fondamental) :

Soit P € Pk. Alors P s’écrit de maniere unique sous la forme :

P=> aXx* (6.13)
keN

ou les aj sont des scalaires, nuls a partir d’un certain rang.

Démonstration :

Soit P € Pk.
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I. LA CONSTRUCTION CHAPITRE 6. POLYNOMES FORMELS...

e P gécrit P = (ag)gen, suite d’éléments de K nulle & partir d’un certain rang, disons & partir du

rang n+ 1. On a aussi :

P = (ag,a1,...an,0k,0x...)
= (ao, 0, Ok - . .) + (Ok, a1, O, Ok - . )
—|—...—|—(OK,OK,...OK,an,OK,OK...)
(6.14)
= ao(lK,OK,OK .. ) + al(OK, 1k, Ok, Ok . . )
+... +an(OK7OK7~--0K31K70K70K--~)

:a(]X0+a1X1+...+anX"

D’ou Dexistence de P sous la forme ZkeN arX"* ol les aj, sont nuls & partir d’un certain rang.

e Unicité de Décriture : si >, oy axr X® = X, .y b X", ot les ay, et les by, sont nuls & partir d'un certain

rang, alors (ak)ken = Dpeny X" = Dpen b6 XF = (bi) ken-

Vocabulaire :
o Les éléments de Py seront toujours notés sous la forme >}, arpX kot les a; sont des éléments de
K nuls & partir d’un certain rang (on oublie la forme (ay)ren). Ils sont appelés polynémes formels

A une indéterminée & coefficients dans K.

e Le polynome X est appelé 'indéterminée.

e L’ensemble Pk des polyndmes & une indéterminée a coefficients dans K est noté K[X].

Etape 4 : conclusion, récapitulation

e Tout P € K[X] s’écrit de maniére unique sous la forme P =}, apX k ot les ay, sont des éléments

de K nuls & partir d’un certain rang. Ainsi, >, ap Xk = D keN b X* — VkeN,ay, = by.

e (K[X],+, x) est un anneau, dont K est un sous anneau.

e SiP=>%,ya X" et Q=>,bX" ol les a; sont nuls & partir du rang n+ 1 et les b; & partir du
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CHAPITRE 6. POLYNOMES FORMELS...

II. DEGRE

rang m + 1, alors :

P= i a; X,
i=0
Q=Y bx',
=0

n m
P+Q=) aX'+ ) bX’
1=0

=0

N
=) a; X' + b X' =

=0

N

Z(ai +b;) X", ou N = max(n,m),

=0

= D> ab X =) >

i€[0,n],
Jjel[o,m]

n+m

n+m

2

k=0 i€[0,n],j€[0,m],
i+i=k

i€[0,n],
j€[0,m]

n+m
aibj XH_J
k=0 ic[0,n],j[0,m],

i+j=k

aiijk

= > X otier= ) ab;.

k=0

IT Degré

Définition

itj=k

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

Soit P e K[X], P =), a;X® ol les a; sont des éléments de K nuls & partir d'un certain rang.

e Si P = Og|x), c’est-a-dire P = Og ou P = 0. Alors Vi € N, a; = Og. On dit alors que P est de degré

—Q0.

e Sinon, P # Og[x] et donc il existe i € N tel que a; # Og. On peut alors introduire n = max{i €

N,a; # Ox} (puisque l’ensemble est non vide, et majoré car les a; sont nuls & partir d’un certain

rang). n est appelé le degré de P, noté deg P.

Ainsi, pour tout P € K[X], deg P € N u {—0}, et on a I’équivalence :

P # Ogx) <= degPeN.

Les polynomes de degré 0 sont exactement les A € K\{Ox}

Les polynomes de degré 1 sont exactement les a X + b avec a # 0

Les polynomes de degré n sont exactement les >, a; X" avec a,, # 0.

Les polynomes de degré < n sont exactement les Z?:o a; X°.

(6.19)

L’ensemble de ces derniers est noté K, [X]; en particulier, Ko[X] n’est autre que K, ensemble des

polynomes constants.

Propriétés

Soient P,Q € K[X] et A € K. Alors :
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III. DEBUT D’ARITHMETIQUE DANS (K[X],+, x)  CHAPITRE 6. POLYNOMES FORMELS..

e deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).
o deg(P x Q) =degP +deg@ (ouVne N, -0 +n=—0w0,—00 + (—0) = —0).
e deg(\P) — deg P s% A#0 .
—0 sinon

e Vm e N* deg(P™) = mdeg P (ou Vn e N* n x (—w0) = —00).
Démonstration :

e Cas P = (@ = 0 évident.

SiP=0et @ #0 (ouP #0et @Q=0), le résultat est immédiat aussi.

Maintenant si P # 0 et Q # 0, notons p = deg P et ¢ = deg@. On pose n = max(p,q). On a
P=%" a;X" et P=>"  b;X" Donc P=3" (a;+b;)X*, donc deg(P + Q) < n.

PxQ= 2" 0aiX") (XL obiX?) ot ap # Ok et by # 0g. Donc P x Q = ayby XPT9+ ...
——
£0
e AP =" Xa; X" avec a,, # Ok.

e Le dernier point se montre avec une récurrence immédiate sur m.

Vocabulaire :
e Si P est un polynoéme de degré n, le terme a,, X™ s’appelle le terme dominant de P et a,, le coefficient

dominant de P.
e Par convention, le coefficient dominant du polynéme nul est 0.
e ay s'appelle le coefficient de X*, et a, X* s’appelle le monome/terme de degré k.

e Un polynéme P non nul est dit unitaire lorsque son coefficient dominant est 1.

ITI Début d’arithmétique dans (K[X], +, x)

Théoréme :

(K[X],+, x) est un anneau intégre.

Démonstration :
Déja, (K[X],+, x) est commutatif et non réduit a {Ox}.
Soient maintenant P, Q € K[X], supposons que PQ = Ok.
Montrons qu’alors P = Og ou Q = Og. Supposons que non, c’est-a-dire que P # Ok et ) # Ok.
Soient alors p = deg P, q = deg . Ainsi, p,q € N.
Alors P =" ja; X" et Q =31 b, X", avec a,, # Ok et by # Ok.
Mais alors le coefficient de XP*4 est ap,b, # Ok, donc PQ # Ok, ce qui est exclu.
Autre démonstration : deg(PQ) = deg P + deg @, et si deg P + deg@ = —o0, alors forcément soit
deg ) = —0, soit deg P = —oo0.

Théoréme :

Les éléments inversibles de (K[X], +, x) sont exactement les éléments de K\{Ox}.
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CHAPITRE 6. POLYNOMES FORMELS.. III. DEBUT D’ARITHMETIQUE DANS (K[X], +, x)

Démonstration :
Soit P € K[X]. Si P est inversible, alors il existe @ € K[X] tel que PQ = 1. Alors deg P + deg @ = 0.
Or, deg P,deg Q € N U {—o0}. Donc deg P = deg@ = 0.
Réciproquement, si P = \ € K\{0x}, alors A admet un inverse A=1. Donc Q = A~! est inverse de P.
Définition :
Soient P,@ € K[X]. On dit que P est multiple de @ ou que @ est un diviseur de P lorsqu’il existe
S e K[X] tel que P =@S8S.

Définition :
Soient P, Q € K[X]. On dit que P et @Q sont associés lorsque P divise Q et Q divise P (ce qui équivaut
a dire qu’il existe A € K\{Ox} tel que Q@ = AP).

Démonstration (de la parentheése) :
Si Q = AP avec \ € K\{Og} alors P divise Q et aussi Q = A"' P donc @ divise P.

Si P divise @ et @ divise P alors il existe S, S’ € K[X] tels que Q = PS et P = QS’. Donc Q = QSS’.
Donc Q(1g — SS’) = 0k, d’ot, comme K[X] est integre, soit @@ = Ok soit S5’ = 1k.

Si @Q = Ok, alors P = Ok car @ divise P donc il existe R € K[X] tel que P = QR = Ok.

Si S’ = 1k, alors S est inversible, donc S = A € K\{Ok}, donc Q = AP.

Division euclidienne dans K[X]

Théoréeme :
Soient A, B € K[X], avec B # 0Og. Alors il existe un unique couple (@, R) d’éléments de K[X] tels que
A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

On dit que @ est le quotient dans la division euclidienne de A par B et que R est le reste dans la

division euclidienne de A par B.

Démonstration :

Unicité : si A = BQ + R, avec deg(R) < deg(B) et A = BQ' + R/, avec deg(R') < deg(B), alors

B(Q—-Q') = R'—R. Donc deg(B)+deg(Q—Q') = deg(R' — R) . Ainsi, deg(B)+deg(Q—Q’") < deg(B),
—_—

<max(deg R,deg R’)
donc deg(@Q — Q') ¢ N. Donc Q — Q' = 0. Donc B x Ok = R’ — R, soit R = R. D’ou 'unicité.

Existence : soit B € K[X|{0k}, de degré p € N et de coefficient dominant b,. Montrons par récurrence

que VYn € N, P(n), ou :
P(n) = ¥A e K,[X],3(Q,R) e K|X]?, A= BQ + R et degR < p (6.20)

e Déja, P(0) est vrai, puisque si deg A <0, on a :
o Soit p > 1, et alors A =0 x B+ A, donc (0g, A) convient.
o Soit p = 0, et donc B = b € K{Ox} et donc A = b(b=A) + Ok, donc le couple (b=1A, Ok)
convient.

e Soit n € N, supposons P(n). Soit alors A de degré < n + 1. Alors A s’écrit

A= app1 X" 40, X"+ +aoX0. (6.21)
—
eK Aj ot deg A1 <n
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IV. SUBSTITUTION D’'UN POLYNOME A L’INDETERGHNEEIRE 6. POLYNOMES FORMELS...

Supposons p < n + 1 (dans le cas contraire, A = Og x B+ A et (0, A) convient). On peut donc

écrire :
A= an1b, ' XV (b, XP + By) —apga b, ' XTP \13/1_/ +4; (6.22)
B deg B1<p
Qpyq X1
Donc
A= anp1by ' X" TPB 4 (A — apga by ' XTPBY) (6.23)

AQ,dC;Aan
Or, deg Ay < n. Donc Ay = BQ; + Ry avec (Q1,R;) € K[X]? et deg(R;) < p. Donc A =
(an+1b;1X"+1_p + Ql)B + Rl.

Exemple :

A=X5+2X%-2X -2 B=X?+1 (6.24)
Alors
A=X3(X?+1) - X3 +2X% -2X —2=X*B+ X* -2X -2

(6.25)
= X’B+X(X*4+1)-X-2X-2=(X*+X)B-3X -2

IV Substitution d’un polynéme a 'indéterminée

Définition, propriétés

Soit P € K[X]. P s%écrit P =Y., yax X" ol les aj, sont nuls & partir d'un certain rang, disons n + 1.
Donc P = Y;_,aprX". Soit @ € K[X].
On note P(Q) = Y, .y axQF, soit P(Q) = Y1_, arQ".

Théoréme :

Soient Py, P € K[X] et Q € K[X], A € K[X]. Alors :

(PL+ P2)(Q) = P(Q) + P2(Q) (6.26)
(P x P2)(Q) = Pi(Q) x P»(Q) (6.27)
MQ) = A (6.28)

Démonstration :
Soient Py = >,y ar Xk, Py = D keN b X*. On introduit n € N tel que deg P, < n et deg P, < n. On a

alors :
o P+ Py=>,_(ar+br) X", donc

PQ)+ P(Q Z arQF + Z beQF = i (ar + be)QF = (P + P)(Q). (6.29)
k=0

2n k .~
o P x Py=3%",c, X" on Ck:ZH_] R @ibj, et

P(Q) x P2(Q) = <an aka> <Zn: kak> = Z aib; Q" = Z Z a;b;Q" = Z Q.
k=0 k=0

0<i,5<n k=0i+j5=k =
(6.30)
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CHAPITRE 6. POLYNOMES FORWEISUBSTITUTION D’UN POLYNOME A L'INDETERMINEE

o MQ)=AX0(Q) =A\Q" =\
Remarque :

H§[X | est un endo-
P(Q)

Le théoréme s’énonce aussi ainsi : pour tout @ € K[X], l'application K[X] —
P >

morphisme de 'anneau (K[X], +, x) (mais ni injectif ni surjectif).

Remarque :

Pour @ ¢ Ko[X] et si K est un sous corps de C, P — P(Q) est injective.

Polynomes pairs, impairs
On suppose ici que 1x + 1x # Ok (c’est-a-dire que lg n’est pas un élément d’ordre 2 du groupe
Définition :
Soit P € K[X].
(K, +)). e On dit que P est pair lorsque P(—X) = P(X) (= P).
e On dit que P est impair lorsque P(—X) = —P(X) (= —P).

Proposition :

e P est pair si et seulement si Vk € N, asi41 = Ok.

e P est impair si et seulement si Vk € N, agp, = Ok.

Démonstration :
P(—X) =Y, n(=1)¥arX*. Donc :

P est pair <= VkeN, (—1)’“(1;c =ap < VieN, —ag 11 = ag;i11 (6.31)
6.31

— Vie N, 2.a2¢+1 = O]K

Or, 2.a9;4+1 = a2i+1 + a2i+1 = (1x + lg)azi+1. On a supposé que 1k + 1 # Og. Donc Vi € N, 2.a9;41 =

Og < Vie N, ag;+1 = Og. On fait de méme pour impair.
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