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Chapitre 2 : Les ondes

I Equations d’onde
A) Vibrations transversales d’une corde
1) Modélisation

On considére une corde tendue a 1’équilibre ; elle subit une perturbation.
® On néglige I’effet de la pesanteur
e On considére que la corde est unidimensionnelle, de masse linéique A
pour la corde tendue et au repos.
e Les actions de contact :
N
v T
On considére qu’il n’y a que la force tangentielle (M = 0,N= 6)
¢ On néglige tout phénomene dissipatif (frottement de 1’air, frottement des
fibres les unes sur les autres)

2) Petits mouvement

e Paramétrage :
M
M, / .
X x+d *
On note M, M = p(x,t).

Attention, x ne correspond pas a 1’abscisse de M !
x s’appelle la variable indicielle (elle repére M,,).

p s’appelle la variable dynamique.

(2

e Vibrations transverses :

On suppose que p L, (c'est-a-dire que p, << p,,p.)

e Polarisation rectiligne :

On suppose que la propagation se fait uniquement selon u, :

ﬁ = p(x’ t)ﬁy
® On considere que les écarts par rapport a 1’équilibre sont faibles.

pl! ‘

X X+ X

Ainsi, p,8 sont des infiniment petits du premier ordre.
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Conséquence pour la tension :

On assimile le bout de fil & un ressort (déja un peu tendu).
A 1’équilibre, o = ox

A vide : d,

o s . K
Ainsi, on considére que le fil a une raideur 3 (x : «kappa »)
0

K
Donc 7, =5(&—670)

; — ; .
Et Tzi((%—élo),avec & = o
a, cos @
K Ox
Soit T'=—- -a
o a, (cost9 o)
2
Donc T—Tezi( o _&):ﬁe_&
ol, cos@ a, 2

Ainsi, au premier ordre, T =T, =cte .

3) Equation du mouvement

¢ On a une infinité de degrés de liberté.
e Application du principe fondamental de la dynamique :

f(x +0x,1)
=T(x,1) gTﬁ(xJ) Jg,(ﬁ(gx,,)
x x+ Ox
Donc d’aprés le théoréme de la résultante dynamique :
dma =T(x+ &,1)—T(x,1)

L.
Soit 4. 2L =L 5.
ot ox
. . ,0p_ T
Avec p=pu,, W@Zg

o(T cos B)
X
) _9(T'sin8) _r dsin @
ot ox ° ox
_ 2 2
ﬁzp(de’t) p(x’t)za—p.Donc ia—p—Ta—p

Projection surx : 0= , soit 7' cos @ =cte

Projection sur y : 4

Mais sin @ = tan - =1,—5
ox ox ot ox

7o Aop_

O =
ot T o

0|: équation des cordes vibrantes.
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Remarque :
2

9 _%e
ox’
Ona [A]=[M][L"], [I,]=[M][L][T"]. Donc {Ti}=[[2][7’2]

e

A 1 A s
On pose alors — =—-. c est la c€lérité.

Donc |V p———=0
c

Remarque 2 :

Sion avait p=p (x,t)u4,+ p.(x,t)._, on trouverait de la méme maniere :
°p 19°p
x> o
On a une équation aux dérivées partielles, et donc une infinité de solutions.

(=)

B) Equations d’onde
1) Définition

¢ Onde:
C’est une fonction s(7,¢), scalaire ou vectorielle, réelle ou complexe.

e Equation d’onde :
C’est une équation aux dérivées partielles satisfaite par s.

. . o . —— \ d
Cette équation fait généralement intervenir V (par rapport a r) et > (par
¢

. 9>
rapport a f), voire souvent aussi V2, FYel
t

Une équation d’onde peut avoir une infinité de solutions.

2) Exemples

e Equation d’onde classique ou de D’ Alembert :
~ 1 d°s
Vis————=

o’

. , . ~, 10°
Opérateur d’alembertien : []=V v
c

Ainsi, I’équation s’écrit []s =0

¢ : constante, homogene a une vitesse.

Applications :

Corde vibrante, onde électromagnétique dans le vide, ondes acoustiques.

e Equation de Klein—Gordon :
-~ 1 9% s
Vis——S—5=—
c- ot a
a et ¢ sont des constantes, a est réelle (c’est une longueur).
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Applications :
Onde électromagnétique dans un plasma

!

Remarque :
Ces deux premiéres équations d’onde décrivent des phénomenes réversibles.
e Equation des téléphonistes :

1 d°s
¢’ or’
Cette équation traduit un phénomeéne irréversible
e Vibration d’une poutre :

= ds
V25— —as+pZ
s a’s+ﬁat

1

0
perturbation

4 2
G e
ox ot

e Equation de la chaleur :

a—T=D€2T, ot D=2
ot Pec
Remarque :

L’équation d’onde dépend essentiellement de la grandeur qui vibre, mais
caractérise le milieu dans lequel 1’onde se propage.

C) Les ondes

s(7,t) doit satisfaire une équation d’onde et des conditions aux limites.

1) Les ondes planes

C’est une onde telle que s(7,¢) = s(x,¢) pour un certain parametre x.

T
%x

L’onde a la méme valeur sur tout le plan 7z (méme état vibratoire)
e Les plans 7 équi-x s’appellent des surfaces d’onde.

e Aucune onde réelle ne peut étre rigoureusement plane (Elles sont
nécessairement d’extension finie)

e Une onde plane n’a de sens que pour des ondes tridimensionnelles.
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2) Ondes planes progressives

e Définition :

X \
C’est une onde plane telle que s(x,¢)=s,(t ——) ou v est constant.
%

X
Avec u=t——,onaalors s(x,t)=s,(u)
v

¢ Phénomeéne de propagation :
- Progression de I’onde :

N
ot

| V;((Tz)_tl) )
Justification :
Si on a le méme u, on a la méme valeur de s.
. . X X
Et pour avoir u, =u,, il faut que ¢, —7‘ =1, —72, ou x, —x, =vx(t, —t,)
- Célérite :
(1) v : vitesse de propagation de 1’onde
(2) C’est la vitesse que devrait avoir un observateur pour voir toujours le
méme état vibratoire :

X dx dx
u=cte=>t—-—=cte=>dt-——=0=>—=v

v v dt
(3) On travaille généralement avec un v > 0, c'est-a-dire :

s=s,(t— f) =s,(u) pour le sens positif
v

X .
ou s =s,(t+—)=s,(w) pour le sens négatif.
v

- Généralisation :

De facon générale, on verra qu’il y a un phénomeéne de propagation de
I’onde des que x et ¢ sont couplés.

Exemples :

(1) s(7,0) za(x).b(t—%)

On a une onde plane (dépend uniquement de x), mais pas progressive.
Cette équation peut modéliser par exemple un amortissement.

Q) s(F,t)=a(x, v,2)b(t —%)

On a un phénomeéne de propagation selon x, mais I’onde n’est pas plane.
(3) s(7,0) = f(x)g(1)

On a une onde plane, mais non progressive (stationnaire)
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3) Onde plane progressive sinusoidale (OPPS)

Ou OPP harmonique / monochromatique en optique.

e Définition :
s(x,t)=s,(u)=acos(w.u+ )
Oua, w, ¢ sont des constantes.

Ainsi, s(x,t)=acos(at —%x +¢) ou en introduisant £ = % :
s(x,t)=acos(wt —kx+ @)

a : amplitude réelle

@ : pulsation temporelle

k : pulsation spatiale

¢ = wt—kx+ ¢ : phase

@ : déphasage/avance de phase

e Vitesse de phase :

C’est la vitesse a laquelle un observateur doit se déplacer pour voir la phase

constante :

¢=cte:>a)t—lcx+(p=cte:>v¢ :ﬂzﬁzv
dt k

e Notation complexe :

s =Re(ae"™ ) =Re(ae’ ™)

Ou a =ae™? : amplitude complexe.

e Double périodicité :

- Périodicité temporelle :

a x fixé

t
‘ \J
¢ 27zE
T=—
w

- Périodicité spatiale :

s
T atfixé

On a i:v.
T

e Evolution de ’onde :

S
dt

Fodr

e Vecteur d’onde :
Ona s =ge ™™

On introduit & = kii,
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Pour 7 = (VJ, onaainsi kx=k -7

Donc s=ae'*"™ . Cette formule a 1’avantage d’étre indépendante de tout

systeme de coordonnées qu’on a choisi, et on a ainsi une expression plus générale.
Onag=wt—k-r+¢

= LT - - a  _ - .,
Donc O=axdt—k -dr , soit k-v=w, ou ||v|| :HT (v,k sont colinéaires)
d

4) Décomposition d’une onde quelconque en OPPS

e Transformation de Fourier :

rdte” F TN s(F 1)

s(7,1) ?E(k, W)=

Et s(¥,t) = 12 i(’z‘f““)i(l;,a))
4r

Donc s(7,¢f) est une somme (continue) d’ondes planes progressives
sinusoidales
e Paquet d’onde :
Une OPPS, dont le spectre est exactement réduit a une valeur pour a)o,lgo ,
est impossible réellement.
Aw - | Ak

On a ainsi une extension du spectre sur @, t—, k, = —
‘T 272

L’onde correspondante s’appelle un paquet d’onde.

5) Ondes stationnaires

e Définition :
C’est une onde qui s’écrit sous la forme s(7,7) = f(¥)g(¢)
e (Cette onde peut aussi étre décomposée en OPPS.

I1 Equation d’onde classique

62 1 azs

¢’ ot?
A) Propriétés

e (C’est une équation linéaire
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e Elle traduit un phénomene réversible.

On va en chercher des solutions en onde plane (Euler), en onde sphériques, en
OPPS (Fourier) et en ondes stationnaires (Bernoulli)

B) Solution en ondes planes

s(r, 1) =s(x,t)
d’s  ,0%s

22 222
a o

0 Jd Y o 0
OulZ—cl | Zscells=
u(at caxj(at+caxjs 0

1) Changement de variable

x X
On change x,t,s(x,t) en u=t——, w=t+—, 5,(u,w)
c c

Ainsi, ¢ L 209 9,9 _,9
ot ox ou ot ox ow
2
Et donc I’équation devient 95y =0
oudw

2) Intégration

e Parrapportaw:
0s,
J— u
% S (u)
e Parrapportau:

8 (u, w) = fi(w) + f,(w)

La solution la plus générale de 1’équation classique pour une onde plane est
done s(x,t) = f,(t—-2)+ f,(t+2)
C c

Ainsi, toute onde plane solution de 1’équation se décompose en une somme

de deux ondes progressives a la méme vitesse ¢, I’une dans le sens positif et
I’autre dans le sens négatif.

C) Solution en ondes sphériques

1) Définition

C’est lorsque s(7,¢) =s(r,t) ; ainsi, les surfaces d’onde sont des sphéres,
centrées en ’origine.
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2) Solution de 1’équation d’onde

az(rs) s az(rs)

2 2
I" C

Ainsi, rs = f, ( j+f2(t+ j ou s:lﬁ(t—1j+lf2(z+lj
r C r C

D) Solution en onde plane progressive sinusoidale
1) Relation de dispersion

Soit =0

P 10
o
On cherche une solution de la forme s = g’ (partie réelle en fait...)

2
. . e ®
L’équation devient alors : ae'™ ”")(—kz +—J =0

2

Une solution non triviale de 1’équation vérifie ainsi k> =—, ou k=+— :
q 7
c

c
relation de dispersion.
ente ¢
pente -¢
e En faisant une transformation de Fourier :
Si s(x,?) estsolution de I’équation d’onde classique :
La transformée de Fourier fait correspondre :
0 d
— ik, — > —-iw
ox ot
.. 905 109% . ~ 1 - ,
Ainsi, ————5 =0 devient (k)5 ——Z(ia))zs =0, et la transformée
ox~ ¢ ot c

2
vérifie alors : (—k” + %)E(k, @)=0

e Ona s(k,w),et k=k(w) (relation de dispersion)

Ainsi, 5(k, @) =5, (@)

e A linverse, si k=aw ou ae R, alors k> = a’@’ et par transformée de
Fourier inverse, & =a’ o

ox? o

Chapitre 2 : Les ondes
Ondes Page 9 sur 34



e Vitesse de phase :
p=wt—kx+¢

w
Donc v, =— ==c
k

Remarque : réciproquement, si v,=zc, alors I’onde est solution de

I’équation d’onde classique.

2) Propagation d’un paquet d’onde

I~

L’onde peut se décomposer en OPPS, qui se déplacent toutes a la méme
vitesse de phase (toutes vérifient 1’équation — qui est linéaire).

Donc a un instant ultérieur, en « recomposant » les OPPS, on obtiendra la
méme onde décalée (si elles ont toutes la méme vitesse de phase de méme signe) :

I

E) Solution en ondes planes stationnaires
1) Séparation des variables

s(x,1) = f(x)g(7)
Donc f"g—izfg"z 0
C

Soit ¢’ L -£
g

Comme le membre de droite ne dépend que de ¢, celui de gauche que de x,
ils sont tous deux constants, disons qu’ils valent €@’ ou & =+1

o Sig=-1:

" . @
c2f—=—a)2, soit f"'+— f =0
f c

Et g"+@’g =0

Donc f(x)=B cos(ﬂ X+Y), g(t)=Ccos(wt+¢)
C

Donc s(x,t)=A4 cos(ﬁ x+w)cos(wt+ @)
c

On a une onde stationnaire sinusoidale
(Le terme « sinusoidal » désigne la variation spatiale)
e Sie=l

2

On a f"—%f:O, g"-w’g=0
c

) R
Donc s(x,t)=(Ae¢ +Be ¢ )(Ce” +De ")
Ce type d’onde correspond nécessairement a un régime transitoire.
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2) Recherche directe de solutions en exp(—ia.) .

On cherche une solution de la forme s(x,7)= f(x)e™

. a)2 .
On a f”(x)e—lalt +—2f(x)€_m” — O
C

2

Donc f"(x)+(co—2f(x):0

3) Etude des ondes stationnaires sinusoidales

On a s(x,t) = Acos(kx+y)cos(w.t+ @)
Ou s =Re(acos(kx+y)e
e Evolution de I’onde :

) avec a=Ae

S

La A
SARARS

Remarque :

Ce n’est pas la méme chose qu’une onde progressive.

Deux points de 1’axe vibrent soit en phase soit en opposition de phase.
® Nceuds et ventres :

- Nceuds : ce sont les points pour lesquels s(x,¢) =0, V¢

La distance entre deux noeuds est donc telle que kAx =7z, soit Ax =

>
NN

- Ventres : ce sont les points pour lesquels cos(kx+y)==*1

Ainsi, on a encore kAx =7 et Ax= % .

4) Ondes planes stationnaires, ondes planes progressives sinusoidales

e Une onde stationnaire sinusoidale est somme de deux ondes progressive
sinusoidales :
s = Acos(kx+ ) cos(wt + @)

:g(cos(kx+a)t+g0+l//)+cos(/cx—a)t—¢+l//))

e Une onde plane progressive sinusoidale peut étre décomposée en deux
ondes stationnaires sinusoidales :
s = Acos(awt —kx) = Acos(awt) cos(kx) + Asin(awt)sin(kx)
= Acos(ax)cos(kx)+ Acos(awt —%)cos(kx—7%
A deux instants différents :

/ANYANEENSEYS,\NV2. .
NV VAV NN AN/
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Lorsque I'une des ondes est au maximum d’amplitude, 1’autre est nulle.
Ainsi, les ondes stationnaires sont aussi utiles pour déterminer les solutions

d’une équation d’onde.

111 Equation d’onde quelconque (linéaire)

Une grandeur physique donnée et un milieu conduisent a une équation d’onde

A) Propagation
1) Relation de dispersion

s(x,t) vérifie une équation d’onde
Quelle relation doit vérifier 5(k,w) ?

. . . 0
Par la transformée de Fourier, on fait correspondre Ew et ik, 3, et ik, ...
X 4

Clest-a-dire V <> ik .

. .. 0 .
Et avec la convention choisie — <> —i@

ot
Exemple :
= 1 d%s s
Vis————=as+f—
¢’ ot g ot

Soit (ik)'5 — = (i0)*F = a5 + f(iw)F
C
2

o . ® ,
Pour avoir 5 #0, il faut que —k* +— =a—if.@
C

On a donc une relation f(k,w) =0, appelée relation de dispersion.
Ainsi, a I’équation d’onde vérifiée par s correspond la relation de dispersion,
vérifiée par s .
La relation f(k,w)=0 aen général plusieurs branches.
k = k(@)
k=k,(o)

Si k=k(w),ona k=a(w)+if(w),ou a et B sont réels.
On se limite &8 we R, positif.

2) Propagation et atténuation

On a '™ = g P@xpil@@x=on (o le choix de @ réel///)
e Propagation : correspond a un couplage entre x et ¢ :
ei(a(a}).x—au) — eiq)

Vitesse de phase :

(dxj @ @
v,=|—| =———,ouly, = .
dat ), o(w) Re(k)
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Propagation dispersive/non dispersive :

En général, v, dépend de @. Donc les différentes composantes de Fourier
ne se propagent pas toutes a la méme vitesse.

Si a est proportionnel & @, on a une propagation non dispersive.

e Phénomene d’atténuation et d’amplification :

C’est le terme en e #”*

- Atténuation : ¢’est lorsque a. >0 :

Sia>0,ona >0 :
On a ainsi une propagation dans le sens positif (@ >0), et comme £>0
I’onde s’atténue en progressant.

S

Distance caractéristique d’atténuation d(w) =

1
B(w)
Causes : absorption de I’onde par le milieu, interférences.

Comme & dépend de w, les différentes composantes ne sont pas atténuées
de la méme fagon :

% %
@, @,

e>>0( wl)
<<d( ‘”2>

Si <0, <0 etonalaméme chose al’envers (pour x).
- Amplification :
C’est lorsque a.<0.
Exemple : cavités laser.
e (Cas particuliers :
Si ke R,onaalors =0, a#0.
Donc s(x,t) = Ae"***"
C’est une onde progressive non atténuée :
N

‘ AR \V/A
Si keiR,ona a=0, f+#0.

Donc s(x,t) = Ae P*e™*! | c'est-a-dire une onde stationnaire.

K

X

=400

On a une onde évanescente, c'est-a-dire que v, = Re(k)
e
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3) Propagation d’une onde plane non monochromatique

s(7,0) = s(x,1)
e Décomposition spectrale :

_ 1 propee i(k—at)~
s(o) = L, L, dkdw.e' ™5 (k, w)
Ona k=k(w), k=k,(w)...
On se limite a k =k(w) :

s(x,t) = % j j dkdwe' ™3 (k, w)x S(k — k(w))

_ % [“doof " dk.e 5 (k, @)% 8k ~ k(@)

_ i " dae O3 (k (), 0)

Soit s(x,t) = j:dw F(@)C O™ on f(w)= i?(k(a)),a))

e Déformation du signal :
La vitesse de phase et la distance d’atténuation dépendent de @, donc le
signal se déforme :

N

[~ 1

X

4) Propagation d’un paquet d’ondes, vitesse de phase, vitesse de groupe

e Paquet d’onde :

Aw
‘f (W)T K
I @, @
Ao << a,
e Exemple :
@l o
a H
[ , 2

Ona f(w)= a.ﬂ(w_ a’Oj
Aw

Propagation dans un milieu tel que k(w)e R
- Forme du paquet d’onde :

o)+ _
S(x t) — 2 aet(k(a))x a)At)dw
’ =52
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On pose Q=a—a,

On a alors k(w) =k(w,) +ﬁ(a)0)(a)— ) -
da) —

sen=af” exp i((ko + (ﬁj Q)x—(Q+ a)o)tJdQ
-4 dw a

= a( Lj exp iQ((%)% x— t)de(ei(kO""”’”t))

— : A dk i(kgx—ayt)
= aAa).smc(T”’ ((%)wo x— t))e o

~E

Pulsation spatiale de sinc : 8" 7 o <<k,

Lorsque ¢ varie, la «bosse » va se déplacer lentement pendant que le
« serpent » se déplace plus rapidement en épousant toujours la bosse.
- Vitesse de phase :
dx w, @
v, =|— =2 == (¢=k0x—a)0t)
at), k, k

Correspond a la vitesse d’une composante de Fourier, c'est-a-dire la vitesse

du « serpent ».
C’est une grandeur mathématique, sans aucune signification physique (elle

peut trés bien étre supérieure a la vitesse de la lumiére)
- Vitesse de groupe :

dx do do , , Ao|( dk
(5], 2 o-l(2) )
t)y \dk), dk 2 \dw),,

Cette vitesse représente une vitesse de propagation de 1’énergie (donc
inférieure a la vitesse de la lumiére)
e (as général :
—+00 .
st = [ fl@)e™ " dw
we [wo —22: @, +%], avec Aw << @,
On pose encore Q= w— @,

On a k:k0+ﬁ£2
dw

Et S(x,t) — (J.-Hxﬁ (Q) exp lg(j_kx _ tJdQJei(kox—wot)
B @

@G __
k, Re(k)

-Ona|v, = (on trouve parfois aussi v, ...)

dk N .
¢'=——x—t est constante dans I’intégration, et intervient donc comme une
@

constante multiplicative.
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On pose |V —(@j = do
PO ak ), \dReh) ),

Souvent, elle représente la vitesse de propagation de 1’énergie (c'est-a-dire
quand k(@) est a variation lente.

- Relation de Rayleigh :
d(kv d
Onav :d—w,etvwzg.Doncv = ( ¢):v¢+kﬁ
¢ dk k & dk dk
dv
Comme kzz—ﬂ, on a alors ﬁ:_ﬂ’ et donc |v, =v¢—/1—¢.
A k A dA

B) Conditions aux limites
1) Exemple préliminaire

IA IB X
- Si A, B sont fixes :
s(x,,0)=0, s(x,,0)=0,V¢, s(x,t)) = f(x), $(x,2,) = g(x)
- Si A est fixe, B fixé a un anneau :

-A |B X
Petit anneau : soumis a ’action normale de la tige, et a I’action de la corde.
Si on considére qu’il a une masse nulle, d’apres le principe fondamental de
la dynamique, I’action de la corde compense exactement I’action de la tige.

Comme on ne prend en plus en compte que I’action tangentielle de la corde,
cela signifie que celle-ci est toujours normale a la tige, soit :

é(xB,t) =0,Vt
ox
- Si A estexcité, B fixe :

s(x,0)=f(t), s(xz,6)=0.

Contraintes temporelles :
s(x,0) = g(x) : position initiale

é(x,O) = h(x) : vitesse initiale des différents points.

ox

2) Cas général

e Conditions aux limites spatiales :
- Oscillations libres :

s(x,,t)=0 ou é(xA,t)=0
ox

- Oscillations forcées : s(x,,¢) = f(¢) (on peut se limiter & f(¢) = ae™")

Chapitre 2 : Les ondes
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e Conditions aux limites temporelles :
- Oscillations libres :

Sty = (), %(x,to)=g<x)

- Oscillations forcées :
On suppose qu’on attend suffisamment longtemps pour que le régime soit le
régime établi, indépendant alors des conditions initiales.

3) Oscillations libres d’une cavité

On considére ici une cavité unidimensionnelle.

e OPPS et ondes stationnaires :

L’onde résultante doit satisfaire les conditions aux limites, mais une OPPS
ne peut généralement pas les satisfaire (a cause de la propagation). Par contre, la
décomposition en ondes stationnaires peut le permettre.

e Modes propres :

- Définition :

C’est une onde stationnaire (en e
les conditions aux limites)

On a alors s(x,1) = f(x)e”

Ainsi, pour une onde stationnaire, tous les points de la cavité vibrent en
phase ou en opposition de phase.

Pour une cavité tridimensionnelle, on aurait s(7,7) = f(¥)e

- Pulsations propres :

Le mode propre doit satisfaire :

L’équation d’onde, donc une équation différentielle satisfaite par f(x).

") dans la cavité (c'est-a-dire qui satisfait

—io.t

Les conditions aux limites ; on a ainsi un spectre discret de valeur de w
possibles.
- Exemple : modes propres d’une corde de longueur / :

IA IB X
On a vu que I’équation d’onde que vérifie la corde est 1’équation d’onde
classique s 19
ue: ———5—5=
x> ¢ o

2
Pour une solution de la forme s(x,t) = f(x)e”",ona f"(x)+ a)_2 f(x)=0,
¢

soit f(x)=Asin(2x+y)
Conditions aux limites :
En x=0, s=0,V¢
Donc f(0)=0, soit sinyy =0.
On prend ¥ =0 (au pire le signe de 4 change)
Ainsi, f(x)= Asin(2x)

En x=1/, a—S=0, soit ﬂcos(gljzo
ox c c
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Donc QZ:—(zn_l)ﬂ , soit w:—(Zn—l)ﬂ.c (ne N¥*)
c 2/
(ou I =(2n— 1)% oil z_ﬂ)
Donc o, :E,a)2 :37z_c
21 21

n=1

w=a€

n=2

o3 o]

e Oscillations quelconques dans la cavité :
- Superposition de modes propres :
Décomposition en ondes stationnaires :

s(x,t) ?F(x, )

1 e -
Ona s(x,f)=—— j dw5 (x, w)e "
N2 O

Conditions aux limites :

io.t

5(x,0) = ﬁ [Tdrs(x.ne

Comme V¢,5(0,¢)=0,0na 5(0,w) =0,
Donc toutes les composantes de Fourier vérifient cette condition aux limites.

n

Et si E(O,t) =0, alors
ox"
o' £ 0,0)= j dt. = (0 e =
a n a n
Donc toutes 1es composantes sont des modes propres.
Ainsi, toute onde dans la cavité est une superposition de modes propre.

Les conditions aux limites donnent des valeurs discrétes de @ :

s(x,t) = % I das (x,w)e” ™ i o(w-

(x,®,)e"

"y
— ijn(x)e—ia)nj

n=l1

- Exemple : corde pincée :
y

[

On lache la corde sans vitesse initiale.
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s(x,0) = ﬁ [Tdo3(xw).e™

s est solution de I’équation d’onde classique, donc :

1 oo 5 CU2~ i
—— | dw| —+—=75 e’ =0,Vt
27 L” (ax2 c? sje
2~ 2
Donc g—i+%§=0.
Xx° ¢

Ainsi, 5(x,0) = A(o) COS(Q)H— y/(a)))
c
Comme 4 est fixe, ona cosy =0, soit y =x7/2 ;onprend y =-7/2

Ainsi, 5(x, ) = A(®) sin(ﬂj
C

. .. @
Comme B est fixe, ona sin—/=0, soit —/=nrx
c c

nyw.c

Donc w, =

Et

s(x,1) = \/_ —— [do(w) s1n(—x)e "‘”Zé‘(a) ®,)

n=l1

\/Z_ZA sm(ﬂxj it
T n=1
(s(x,r)=Re(...))

La corde est initialement immobile :

Vx,ﬁ(x,t:O):O
ox

Donc Re{ Z} ( L cjsin(%x}j: 0

Donc Vn, Re(én (—i ?D =0, c'est-a-dire 4, € R

Forme initiale de la corde :
At=0, s(x,0)=F(x).

o i A sin(% x) - F(x)
T u=1

On décompose alors F en série de Fourier et on identifie :

8d( . (nx) 1 . (37x 1 . (5Szx
F(x)=— sm(—j —— sm(—j +— sm(—j +...
/1 / 9 / 25 [
Et donc s(x,t)= % sin(ﬂj cos(E tj 1 sin(m—'xj cos(ﬂ tJ +...
/4 / / 9 [ [

Ce qui correspond a une superposition de modes propres.

Donc
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4) Oscillations forcées d’une cavité

e Expérience de la corde de Melde :
4

g B $ vibreur

On cherche s(x,?)

La solution doit satisfaire : I’équation d’onde, les conditions aux limites :
En 4 : Vt,s(0,¢)=0

En B: s(l,t)=acosQt = ae™

- Solution générale :

Rappel :

Pour un oscillateur harmonique excité, on avait mx +kx = f, cos Q¢

Equation homogéne associée : oscillations libres a @ =,|—
m

Solution particuliere cos(Qz + @)

Ici, la solution est la somme de :
La solution générale de I’équation d’onde classique avec les conditions aux

s(0,1)=0 . . .. . ;
limites { ((Z t)) 0 (amortie), et de la solution particuliére sinusoidales en e
s(l,t)=
. - s(0,1)=0
avec les conditions aux limites i
s(l,t)=ae

- En régime permanent :

s(x,0)= f(x)e™
Donc dans I’équation :
2

fM(x)e™ + % f(x)e™ =0, soit s(x,t)=A cos(%yﬁ— q)je"’m

Conditions aux limites :
En x=0, cos¢=0 ;onprend ¢p=—7/2

Donc s(x,t)=A4 sin(g xje"m
c
En x=1, ae™ = Asin(9 Z)e"m

C
a

sin(glj

c

Et s=— _sin 9x e
. (Q j c
sin| —/

(o

Donc 4=
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- Amplitude des ventres de vibration :
Cas général :

A4
a

IN
M

Amplitude minimale :

C’est lorsque B correspond a un ventre. On a alors / = M
Amplitude maximale :

C’est lorsque B correspond a un nceud. On a alors / = %

Théoriquement, on devrait avoir une amplitude infinie, ce qui s’explique par
le fait qu’au nceud, la corde ne devrait normalement pas bouger, mais comme elle
est excitée, le reste de la corde doit avoir une amplitude infinie pour
« compenser ».

e (as général :

Pour une excitation périodique dans une cavité, les oscillations libres sont
amorties, et le régime établi dépend de la pulsation Q excitatrice.

IV Compléments

A) Utilisation des complexes

1) Grandeurs scalaires

e Amplitude complexe :
s(7,0) = a(F)cos(k -7 — w.t — @)
- Convention 1 :

s(F,0) = a(F)e "

Et donc s(7,7) = Re(s(7,?))
- Convention 2 :

s(F) = a(F)e ™

Et s(7,t) = Re(s(¥)e™™")

- Convention 3 :
s(F)=a(F)e™

Et s(7,7) = Re(s(F)e"* ")
e Opérateurs :

0 ) , . Os .
- atHX( za)),doua—t<—> iws
- v=axi+ﬁ imzi
ox dy oz

Si s =ae'*""*""? (q indépendant de 7, en ondes planes)

Ona Vs= g(ikxﬁx +iku, + ikzﬁz), soit

i(k-F-w.1-p)

Si s=a(r)e , il faut prendre en plus en compte a(7).
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e (Cas des grandeurs quadratiques (énergétique en général) :
Exemple :

Pour u, i sinusoidaux, P =ui n’est pas en général sinusoidal.
- Valeur quadratique instantanée :

On a a =Re(a), b =Re(b), mais ab # Re(ab)

11 faut donc repasser aux réels avant de faire le produit.

- Valeur quadratique moyenne :

Pour a = Acos(wt+¢,), a= Ae"

Et b= Bcos(wt+@,), b=Be " ,ona:

ab= ABcos(wt+@,)cos(wt+@,)

= %AB(cos(Z(o.t +@,+¢,)+cos(p, — %))

Donc < ab >= % ABcos(¢, —¢y)

Soit |< ab >= %Re(g*lg) = %Re(glg*)

(En particulier, <a® >= % aa*)

¢ Ondes stationnaires sinusoidales :

Pour s(x,t) = Acos(kx+y)cos(awt + @)

On a s(x,t) = Acos(kx+y)e 7

(On ne passe pas en complexe avec cos(k.x+¥))

2) Grandeurs vectorielles

e Principe :
S, cos(k -7 —wt—@,) S.e'”

Ona S: S, cos(k -7 —-ot-@,). Donc S: S_vOe_i(”"’ , et § =Re(Se'*7*)
S, cos(k - F-wt-g,) S,

.. 0 = -
On a ici encore > & X(—iw), V< xik (pour S, ,S, ,S, constants)
t 0 20 0

Remarque :

V.5ik-5, VAS & ik AS

e Polarisation rectiligne, elliptique, circulaire :

Onde transverse : ¢’est une onde se propageant selon Oz :
S, cos(wt+¢, —kz)

S48, cos(@i+¢@, —kz)

0
Sx() e_i% S‘C()
. c Q. —i;oy _ Q. —i
Ainsi, $:4S, e . Avec p=¢ —¢ , S:1S e
0 0
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- Polarisation elliptique :
C’est le cas le plus général :

Y

zelolsN ]

2

-

Attention : contrairement a ce que pourrait laisser croire 1’expression
complexe de s, I’orientation de s dépend en général du temps.
- Polarisation rectiligne :

| N

7

o]

S

C’est lorsque ¢ =0 ou 7. Ainsi, s:{AS, ou 1e R
0

La direction du vecteur reste donc ici fixe.
- Polarisation circulaire :
C’estlorsque S, =S, et p==%7/2 :

{%\xﬁ)&x

Circulaire  Circulaire

gauche droite
(Comme le volant d’une voiture)
S, S,
Dans le premier cas, s :<iS . Dans le deuxiéme, §:9—iS .
0 0

e Valeur quadratique moyenne :
<§P>=<si>+<s >+<sl>

= %Re(ixii) +%Re(§y§1> +%Re<§z§?>

1
= —Re(5-5*
5 Re(s-5%)

B) Chaine de pendules couplés

Eaasa;

Lt o]
m m

On suppose que les ressorts ne sont ni comprimés ni étendus a I’origine.
Les pendules sont en file, infinie.
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1) Equation du mouvement

A\ Lo

Un

{

D’apres le théoréme de la résultante dynamique, projeté :

0=Tcos8,—mg
mii

‘n = —T Sln 9’1 - k(un - un_] ) - k(un - un+l)

Donc T =mg , et sinf, :%

L g k k
Ainsi, i, = —7u,, _;(u" _un—l)_Z(un —U,y)

.o 2 2
Ouii, =—wyju,—Q (u,—u, )+, —u,.,)).
On a ainsi une équation d’onde (discréte pour x)

2) Approximation continue

Ona u, (t)=u(na,t)=u(x,t)

o’u

Donc — =—@; u(x,t) + Q% (u(x +a,t) —u(x,t)— (u(x,t) —u(x —a,t))

ot’

u

Ju
un+1_un~ a_ a, un_unfl'v
X x

2
() 2) )2
ox ) \ox) ,) ox’

Donc I’équation devient :

2 2
a—? =-@ju+a’Q’ B_th
ot ox
2 2
Ou 37? -a’Q? g—f =—a; u (équation de Klein-Gordon)
X

Relation de dispersion :
On cherche une solution en e

En injectant dans 1’équation, on obtient — @’ +a°Q’k =—

2 2
. a —
Soit k2 :2—§22
a

du
ox

i(he—ar)

j a
x—a
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2 2

 —a)
e Siw>w,alors ke Ret k=tX— 2
all
On a donc une propagation dans le sens positif ou négatif.
- Vitesse de phase : v, = @ aQL
k & -}
dw
- Vitesse de groupe : v, =—.
group T Ik
On a kdk = % , donc a’Q* = wdao _ VeV,
aQ k dk

aQ)
Etv,=—,/&’ -,
@

e Casou w<da, :
2 2
N, — @
k=tit————=4if(w)
17(9)

Donc u = (Ae_'g(w)’C +Beﬁ(0))x )e—iam
Ainsi :

- Iln’y a pas de propagation

- V(p =400, vg =0

- A, B sont déterminés par les conditions aux limites.

e Réflexion et transmission :

A~

L
I, -

Ona o, <,

Si o> a, >0, :

On verra qu’une partie sera réfléchie et I’autre traversera. (c’est le cas en
rouge)

Si wy>0>a0, :

2 1

Il n’y a pas de propagation d’énergie (v, = 0) tout revient : réflexion totale.

3) Solutions exactes

On cherche une solution en e **~2" .

@ -

. . . . . 2 ka
e L’équation de dispersion devient alors sin’ ENRTY
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4) Validité de I’approximation continue

202 @ -t
En linéarisant le sinus, on obtient 1 :TZO, qui est I’équation de

dispersion trouvée dans I’approximation.
Ainsi, pour valider 1’approximation, il faut pouvoir linéariser le sinus, c'est-
a-dire qu’on doit avoir ka<<1,o0u a<< A :

Dans le premier cas, I’approximation est justifiée ; dans le deuxi¢me...
Il faut en fait que I’onde ne « voie » pas la discontinuité du milieu.

C) Ligne électrique

(é - tjarre
-

terre

1) Modélisation

Caractéristiques de la ligne :

- Résistance du fil et de la terre

- Conductance de fuite (isolant)

- Effet capacitif di a la symétrie de révolution

- Effet d’auto—induction

La résistance et la conductance peuvent €tre aussi petites que désiré, mais les
deux autres sont imposées (dues a la propagation de courant)

On modélise un élément de fil par :

i p& o i+
—du
u C&::&L g + o
x x+d

(Les grandeurs /, , ¢, g sont des grandeurs linéiques)
Au premier ordre, ’ordre dans lequel on met les composants n’a pas
beaucoup d’importance.

2) Equation d’onde

On cherche les équations vérifiées par u(x,?), i(x,t).
e Loides Nceuds :

—0i zcd(uTj;u)x&c+ g.0x.(u+ou)
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Soit, au premier ordre :

—5i=cd—z><c$c+gu@c

e Loides mailles :

—ou = r.c‘bc.i+lébc.a—j

e Equation des téléphonistes :
En dérivant la deuxiéme relation par rapport a x,

0’u di ,0(di ou ’u ou

—=r——l—|—|=rc—+rgutlc—+lg—

ox ox  Jr\odx ot ot ot
. d0u  du ou

Soit y—ZCW:(rc+l.g)§+rg.u

On trouve la méme équation pour i.

Ces équations traduisent un phénomene irréversible.
Si =0 et g =0, on retrouve I’équation d’onde classique avec une célérité

1 . . .
— (on verra que cette valeur correspond a la vitesse de la lumiere)

Jie

3) Relation de dispersion

On cherche une solution en /"

Ainsi, k> =lc@’ +iarc+1.g)+rg

Sionnote k=a+iff ou a, e R, larelation devient :
a’-pB=lca’ +rg

Et 206 = w(rc+1.g)

DOnc u= Ue—ﬁﬂxei(a‘x—a)‘t)

- Vitesse de phase :

- Atténuation :
B dépend de @, donc 0 =1/ dépend de w.

4) Propagation d’un signal

e  QOrdres de grandeur :

Pour une ligne réelle, ona v, ~ 10°m.s™

N
Onadeplus A=-2 (ouv=27w)
1%
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- Siv=50Hz, v, = 10°m.s™" (installation électrique classique), on a :

A=2.10°m =2000km

Conséquence :

Si la ligne est de I’ordre du métre, on peut négliger la propagation (c'est-a-
dire considérer qu’il n’y a pas de déphasage)

- Siv=I1GHz,ona A=10"m

* v,, J dépendentde @.

C’est assez génant pour les lignes téléphoniques, puisque si la vitesse de
phase est variable, on pourrait recevoir par exemple les sons aigus avant les sons
graves et plus atténués lorsqu’on téléphone sur une grande distance.

Comment avoir alors des lignes pour lesquelles v, et & sont indépendants

de la pulsation ?

On a azﬂ, et il faut que f=1/0 ne dépende pas de @.
v

4

2
®

11 faut donc que —-— 8 =lcw’ —rg pour tout @.
4

C'est-a-dire par identification, v, = % et f= \/E .
c

. 2 .
Il faut aussi que - B =aw.(rc+1.g), cest-a-dire : 2,/lcrg =rc+1.g, c'est-a-
%
4
dire rc =1.g (condition de Heaviside)

D) Effet Doppler non relativiste

Exemple :
On considére une ligne de bus, sortant d’un hangar a intervalles réguliers de 5
minutes :
S
[ 1 [ 1 [ 1]
X
Smin observateur

Si I’observateur se déplace, la fréquence a laquelle 1’observateur voit les bus sera
différente de celle a laquelle ils sont « émis » par le hangar, et donc @, # @,

Onde dans un milieu matériel :

On note v, =c

On va traiter deux cas :

Celui ou la source est immobile par rapport au milieu mais I’observateur se
déplace. Celui ou la source se déplace dans le milieu et I’observateur reste immobile.
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1) Source immobile

On suppose que I’observateur se déplace a vitesse constante.

SOT

\AO ARV VAV VAL

e Méthode 1 :
S

o

N

|

N\

TV
—3

Lo \ N r
Un onde émise a ¢, seraregue a ¢, =t; +—
c

Une onde émise a ¢, + 7T serareque a ¢, +71, =t, + 1 +

Et donc en faisant la différence, 7, =T +—

Ar

Cc

r+Ar

c

Si I’observateur se déplace lentement par rapport a ¢, on peut assimiler Ar a

un déplacement infinitésimal et :

Arz?or-w:ﬁr-ﬁoTo (Vor=ii,)

Dot T,(1-ii, -22) =T,
C

Soit (@, = (os(l—ﬁ,‘

Yo

C

)

e Analyse:

S
u i

0] N ‘70 ;
0, > O )

roio

3
TS0, = 0

Vo

0, <0y

Vo

L’effet Doppler est un effet longitudinal, c'est-a-dire que c’est la composante

longitudinale de la vitesse qui intervient dans ’effet.

e Méthode 2 :

- Dans R lié au milieu et a la source,

S(F,l) _ f(;)ei(l?r’—a)sj)

Eth=2=%

V(p C

- Dans R’ li¢ a O (en translation a la vitesse v, par rapport a R),

s'=s'(r',t)

- Invariance galiléenne :

1 s#Fn=s'(r,1)

C'est-a-dire qu’a un endroit et un moment donnés, I’onde a la méme valeur
qu’on se place dans R ou dans R".

(i) Ona ¥ =7, —7,

Donc 7'=7—v,, soit 7'=F —v,t +cte
[vt

=0
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Ainsi, s'(7' t):f(];—)ei(%»(i'+vot)—wst) :f(’;)ei(ér"—(ws—i»ao)t)
5 2

- - . O

Et comme s(7,7)=s'(F',t),ona @, =w,—k-v,, k=—2u,

c

Vo -
Donc (002605( ——O-urj
c

2) Observateur immobile

e Expression de @, :
Lo \ \ r
Une onde émise a ¢, serarecue a t, =f; +—.
c

r+Ar

Une onde émise a ¢, + 7T serareque a ¢, +71, =t, + 1 +
c

.. Ar
Donc ici encore 1), =T +—
C

Ainsi, Arz?g-STS"z—ﬁr VT, (Vgr=—ii,)

Donc T, :TS(I—M"VSJ

C
. w
Soit|@w, = ——~
1 _ ur } VS
C
® Analyse:
W, <0 S, Wy = s S, Wy > Ws S,
i, ™ ]’ﬁ ‘ ii,
+0

3) Généralités

e Les deux formules obtenues sont dissymétriques, ce qui peut paraitre
étonnant, mais s’explique en fait par la présence du milieu.

e Onde électromagnétique dans le vide :

- Il n’y a pas de milieu de propagation, donc on doit obtenir la méme
formule, que ce soit S ou O qui se déplace.

- Ily ades transformations supplémentaires a faire en relativité restreinte.

- Résultat :

On trouve un effet Doppler longitudinal en v/c : @, = @ (1 - ﬁ)
c

Mais on a en plus un effet Doppler transverse en v /¢>.
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E) Propagation dans une file d’atomes

1) Modéle

On considére une file d’atomes de masse m, espacés réguli¢rement :

na
—e——o 6 —o——>

(n—Na (n+Da *
Les atomes occupent les abscisses na,ne 7z

Ils sont liés entre eux par une force de rappel K, et ne sont soumis a aucune
force lorsqu’ils sont dans leur position d’équilibre.
On note u,la distance qui sépare I’atome situé en na de sa position

d’équilibre.
(Ce modele peut par exemple modéliser la propagation du son dans un solide
cristallin)

2) Equation du mouvement

On a I’équation, pour chaque atome :
mu.n = _K(un - un+1) - K(un - un—l)
On pose u, (t) =u(x,t) ou x=na (variable indicielle)

3) Approximation continue

On considére que u, est peu différent de u,_,,

T

| X

(justification apres)

n+1

u

On peut donc considérer que u(x,#) est une fonction continue de x.
Ainsi, dans 1’équation précédente, on peut écrire,

U = ou uu—aau u u, aau
n atz > “n n-1 ax X:(n_l)a’ n+l ax

o’u ou Ju
Etd =Ka| | —
one S at a(( ax jx—na ( ax )X_(”—I)HJ

ou _(Ou 0%u . , .
Avec ( =a—, on obtient I’équation :
a x=(n-1)a

ox ), ox ox?
2 2
ma——K 2 Ju
or’ o
’u 1 9o’u Ka*
Ou g——ZaT_O avec ¢c = "

On obtient donc 1’équation d’onde classique.

Chapitre 2 : Les ondes
Ondes Page 31 sur 34



Justification de 1’approximation :
Pour des solutions en OPPS,

Dans le premier cas 1’approximation est justifiée, mais pas dans le

deuxiéme.
Il faut donc que a << A

4) Domaine dispersif (retour au discret)

On cherche des solutions en OPPS, u(x,t) =U expi(k.x— @.t) avec x =na.
Relation de dispersion :
Dans I’équation diftérentielle, on obtient :

—-mw’u, =-Ku,(1-e™**)— Ku,(1-e"")
Soit pour des solutions non nulles :

ma” = 2K (1-coska) = 4K sin’ k—za

Et donc w= 2\/K
m

@

. ka
sin—| =,
2

) ka‘
sin —
2

| 27 k
a
- Premiére zone de Brillouin
Entre deux atomes voisins, on a une différence de phase ¢ =¢, -9, =ka

Si on décale k de 2p7 (pe Z), on reste dans le méme état physique
a
(méme différence de phase a 2p7z pres).

e -T T
On peut donc se limiter a ke {—,—}
a a

1¢' zone de
Brillouin
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k dans toute la
zone

k dans la zone
de Brillouin

Un déplacement de I’onde en traits pleins correspond a une oscillation des
atomes, et a un autre type de déplacement pour 1’onde en pointillés.

Ceci vient du fait qu’on a affaire a un systeme discret (et donc les deux
courbes ne coincident que sur un ensemble discret de point)

Ainsi, I’état peut étre décrit au choix par la premiére onde ou par la
deuxiéme.

- Vitesse de phase, vitesse de groupe :

sin —

K
i

dw \/? ka
v, =——==%a,[—cos—
dk m 2

- Centre de la zone de Brillouin :
@

, dépendant de @

Ve
{ \

\4/’ k

T .
Dans cette zone, k << —, soit a << A

a
K K . .

Onav,= a1/— y Vg = aw/— , non dispersif.
m m

- Bord de la zone de Brillouin :
Ona k= +Z , donc u, =U(-1)"e™, les atomes bougent en opposition de
a

phase avec leurs voisins.
On a ainsi une onde stationnaire, avec un déphasage de 7 entre deux atomes

. . 2 |K .
voisins, une vitesse de phase v, :; — , une vitesse de groupe v, =0, et une
m

. K
pulsation w=®, =2,|—
m

- Pulsation de coupure :
On n’a ici que des pulsations @ <@, : quand @ << @, , on a une propagation

non dispersive. Quand @ augmente, la propagation devient plus dispersive.
Quand @ =w@,_, il n’y a plus de propagation.

- Sion excite avec &> @, :

On va rechercher des solutions avec k£ complexe, k =a+if3.
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Relation de dispersion :
-mw’ =-K(1- e"”’“eﬁ‘”) -K(1+ ei“‘“e"ﬁ‘”)

On a

Pour

alors @* = 2K (1-cos(a.a)xch(f.a)+i.sin(a.a)xsh(S.a))
m

avoir @’ réel, il faut que sin(a.a)xsh(B.a) =0

Donc soit =0, ce qui a déja été vu

Soit

On a

Pour
2K
="
m

a=p", pe’
a
alors @’ :2—K(1—(—1)1’ xch(f.a))
m

avoir @ >0, il faut de plus que p soit impair, et on a alors

1+ch(f.a)) = @’ch’ %

Soit

fa

w=w.ch

- Ondes évanescentes :
On obtient u, = Ue™ o™ o™i

On a

o

—

-~
7

donc une onde stationnaire ; les atomes vibrent en opposition de phase

avec les atomes adjacents.

On a

v, =0, donc pas de propagation de I’énergie (onde évanescente)

- Excitation d’une chaine d’atomes :
On prend ici une chaine d’atomes espacés réguliérement, semi—infinie, et on
agite le premier atome avec une pulsation @ :

(1)
2)
)

Si w<w,, les atomes se mettent & bouger petit a petit: on fournit
continuellement du travail

A w=w,, deux atomes voisins vibrent avec la méme amplitude, en
opposition de phase.

Si w> ., en régime permanent, les atomes vibrent en opposition de
phase, mais I’amplitude diminue avec une distance caractéristique
o=1/p. Ainsi, au bout de quelques atomes, il n’y a plus de
mouvement. A partir de ce moment 13, il n’y a plus de travail a fournir.
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