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Chapitre 9 : Energie

I Energie cinétique
A) Théoréme de 1’énergie cinétique pour un point matériel

~ av . .-
F-dr =m—-vdt=mdv -v
dt
Donc oW =d(tmv*)=dE_, soit|W = AE, |
Remarque :
De méme que le principe fondamental de la dynamique, ce théoréme relie une
caractéristique des forces a une caractéristique du mouvement.
On trouve parfois le théoréme de la puissance cinétique :
dE
pP=—=
dt

C

dt

: puissance cinétique ( P,)

9

B) Théoréme de 1’énergie cinétique pour un systéme de points matériels

K,
dE, = oW,
FeFo X F
J

Jj—i

Donc 5VV1 = 5VVi,ext + 5VVi,int 2 d’ou ZdEc, = Zé‘VVi,ext +25[/Vi,im 2
SOIt dEczéW +§W ou AEcszext_‘_VVint‘([)czf)ext_‘_Ent)

ext int »

Attention : il faut prendre en compte le travail des forces intérieures et extérieures.

C) Théoréeme de 1’énergie cinétique pour un systéme macroscopique
quelconque

Ona AE =W, +W,

ext int *
Ec : Ec = Ec,micro + Ec,macro
W:- W, :forces de Van der Waals, cohésion... W, =-AE . .
- Vcht = W::xt,micro + W::xt,macro
0 —AE W

p,macro
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Donc le théoréme s’écrit AE +AE =-AE . —AE +O0+W

C, micro ¢,macro p,micro p,.macro

Ou AE, . +AE . +AE +AE =0+W.

¢,micro p,micro ¢, macro p,macro

AU
On n’a donc pas intérét en général a appliquer le théoréme d’énergie cinétique, il
vaut mieux utiliser les résultats de thermodynamique.

D) Théoréme de 1’énergie cinétique pour un solide

1) Enoncé

AE, o =W macro | (Wegmaero CONtient les forces de champ et de contact)

2) Démonstration

e Pour un solide géométrique :
E, o =0 :les points matériels sont fixes dans le référentiel du solide.
Vth - 0 Vcht micro =0.
Ainsi, la relation précedente devient AE, . +AE, . = W . + Wlnt
W, O
=0 ext,macro =

e  Pour un solide réel :

r+ & "
o+ P, (1)
++ o+

HO)

(* : position de la particule ; + : position d’équilibre)

< p.(t) >=0. Fréquence de vibration v ~ 6.10"*Hz
Avec 7=10"s, ona ainsi < p.(r)>.=0

- Dans le référentiel R’ 1ié au « solide d’équilibre » :
E' =0, donc AE' =0

c¢,macro c¢,macro

W' imaere = 0 - En effet :

ext macro : \, ext—i

Pour >7,et << 7 ( ) (on peut trouver un tel € en général) :

ext—i

Onasur 6 : F .= cte, et dp,=0.
'
Donc W' aere =0 -
et ' ' ' '
AIHSI’ AE ¢, macro +AE ¢,micro =W int +W ext,macro +W ext,micro
%/_/ %/_/
=0 =0 o'
' '
Ou AE ¢,micro +Q
- DansR:
_ ' . —_0N - [
AE'c,micro - AE ¢,micro Q - Q W int Wl
DOI]C AE‘c,micm - mt +Q d Ou AEL’ macro Vcht,macro
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E) Théoréme de I’énergie cinétique pour un ensemble de solides

Donc [AE, =W, sont des travaux macroscopiques)

ext

+W_ (W et W

ext nt

F) Utilisation du théoréme de 1’énergie cinétique
1) Expression intégrée du principe fondamental de la dynamique

dE, = oW
Donc AE =W .

On avait obtenu .J,6 = —mglsin ..

Ici,ona:

E =1J,6".

W =W,=mgl(cos@—cos8,).

Donc 1J, (07 - 67) = mgl(cos O —cosb,) .

On obtient directement la forme intégrée de la relation précédente.

2) Intérét et limites

Principe fondamental de la dynamique : 6 relations scalaires.

Théoréme de 1’énergie cinétique : 1 relation scalaire.

En général, le théoréme de I’énergie cinétique ne permet donc pas de
déterminer le mouvement.

Conditions pour pouvoir déterminer le mouvement :

- 1 seul degré de liberté

- Etles actions de contact ne travaillent pas.

I1 Energie potentielle
A) Cas d’une force unique

1) Définition

F appliquée en P(#¥) dérive d’une énergie potentielle lorsqu’il existe

E, (7) tel que |[FF=—=VE | On dit alors que F est conservative.

E, est définie & une constante additive prés.
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2) Travail

- De F :

W =F-di =-VE -dr ,dot|0W =—dE,|.

Ou W =-AE,.

- De la force exercée par 1’opérateur au cours d’un déplacement quasi-
statique :
b, =F
F

W,, =—oW =dE,, ou W, =AE, . Attention, il ne doit pas y avoir de

variation d’énergie cinétique (déplacement quasi-statique)

3) Exemples
x
. W

F:—k(x—xo)ﬁx ; Ep :%k(x—xo)2+cte

=—Ima’r’ +cte

F= f(r)u, . Alors F dérive d’une énergie potentielle :
oE, S oE, Yy
06  dg

oE
On cherche £, tel que 5 L=—f(r),
r

dE
Soit —£ =—f(r) ; toute primitive de — /() convient.
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4) Contre-exemples

e Actions de contact :
- de solides
- de liquides

e Force de Coriolis F, =—2mQ, AV, .

Force de Lorentz ﬁl =q(VA B).

5) Formulation équivalente

Si F dérive d’une énergie potentielle, W =—dE, ; y a-t-il réciproque ?
En toute rigueur, non : par exemple, la force de Lorentz et de Coriolis ne

travaillent pas, mais ne sont pas nulles.
C’est vrai en fait si ' ne dépend pas de la vitesse.

B) Systéme de forces

L4

=, J

!

1) Définition

On dit que le systéme {(PI.,FI.)} dérive d’une énergie potentielle s’il existe

E (7,..r,) tel que Vi, F, =—§,Ep.

P

Remarque :

_ oE, _
Pour E (x,y,z),ona VE = ™ U +....
Pour £ ( ) S E OE, . OJE, _ OE, _
our X, Vs Zp5en),ona V.E = u, + u,+ u_.
PR A P T o

On dit dans ce cas que le systéme de forces est conservatif.

2) Travail

. oE
WZZE'dFiZ—(a pdxl+...J,soit W =—dE,, |, ou W =-AE, .

X

Remarque :
Pour un travail quasi-statique, W, =-W =+AE, .
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3) Exemple

e [ ’¢énergie potentielle gravitationnelle

_ 2™
i ",
o n
F=F—T.
. P -7,
F, = Gmym, — = Gmym, >~
r r

- h—FK . oer s -
F, -dr, = Gmym, 2—--dfr,, ce n’est pas une différentielle totale, donc F| ne
r

dérive pas d’une énergie potentielle.

C’est la méme chose pour F, =—F .
Pour {(B, F)), (B, Fy)}

SW = 6W, + W, = F, -(dF, — dF,) =—Gmm, - dF
r

dir? dr
=-Gmm, —45—=-Gmm,— =—d
r r
. Gmm
Ainsi, |[E, =————2+cte
r
E

Dans R, li¢a 1, 7, est fixe.

[

- Gmm, l)
r

Donc oW, + oW, =—dE,, et F, dérive d’une énergie potentielle.
——

=0
e Energie potentielle électrostatique :

-1
G—>——, m,m, —q,,q,.
80
1
Ainsi, |E, =992 2y cte
dre, r
Pour ¢,9, >0 :

.

I r

e Energie potentielle élastique

vvvvv

2

Ona: F,=—k(x,—x,—1,)ii,, F, =k(x,—x,—1,)ii,
Donc oW, = k(x, —x, —1,)dx,, W, =—k(x, —x, —1,)dx,
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Ainsi,

OW =W, + W, =—k(x, —x, —1,)d(x, —x,—1,)
:_d(%k(xz - _10)2)

Et|E, =1k(x,—x,—1))* +cte| (=L k(I-1,))" +cte).

C) Généralisation : énergie potentielle associée a un systéme d’actions.

1) Définition

On dit qu’un systéme d’actions dérive d’une ¢énergie potentielle si
oW =—dE, quel que soit le déplacement (et oW #£0)

2) Exemple

Couple de torsion exercé par un fil :
(= T

pour le fil non tordu : 6, -6, =0.

M, =-C(6,-6,) ; M, =-C(6,-6,).

Ona W, =-C(6,-6,)d6,, W, =—C(68,-6,)db,.
Et O =~C(6,~6)d(8, - 6) =~d(5C(6,-6)’)
Donc |E, =1C(6,-6,)* +cte|.

Remarque :

oE
Losicl, M, =——=

On avait F, =— .
ox 20

I11 Energie mécanique

A) Définition

_ . ys D . . :
E,=E,+E, , ou E, est I’énergie cinétique macroscopique, et E, 1’¢énergie
potentielle macroscopique (des actions intérieures et extérieures).

B) Systéme conservatif

1) Définition

C’est un systeme pour lequel £ =cte.
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2) Théoréme de conservation de 1’énergie mécanique (TCEM)

e Enoncé:

On considére un systéme constitué de solides ou de quelques points
matériels (pas un systéme thermodynamique). On suppose que toutes les actions
(intérieures et extérieures) soit ne travaillent pas, soit dérivent d’une énergie
potentielle.

Alors ce systéme est conservatif.

e Démonstration :

AE'c,macro = I/Vext + VVint = WEp + WnonEp .
-AE, =0

Donc A(E, +E,)=AE, =0.

e Discussion :

- Sémantique :

Quand un systéme est conservatif, cela signifie que soit les forces sont
conservatives, soit elles ne travaillent pas.

- WnonEp =0:

(1) Forces de contact non dissipatives.
(2) F., F, 2 W =0.

- W,

r

(1) Gravitation

(2) Force coulombienne
(3) Elastique

(4) Eventuellement inertie.
- SiWw #0 :

non k£,

Vo

AE, =W

non £, )
ici, —tmv; —mgh=W,_, g, (h : hauteur descendue par la brique)

- Principe de conservation de I’énergie (sous n’importe quelle forme) :
correspond au premier principe de la thermodynamique.

Ici, on a le théoreme de conservation de I’énergie mécanique.

e Intérét, limites :

- Intégrale premiére du mouvement :

On a ici directement 1.J,8” —mgl cos @ = cte

- On obtient une intégrale scalaire sans intervention des forces de contact.

- Le systétme ne doit pas avoir plus d’un degré de liberté, sinon le
théoréme n’est pas suffisant.
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On suppose que la roue roule sans glisser sur la table et que le fil est

inextensible...

- Systéme : disque + fil + masse.
- Dans le référentiel du laboratoire :

Les forces extérieures ne travaillent pas ou dérivent d’une énergie potentielle

Les forces intérieures ne travaillent pas.
- Onn’aqu’un seul degré de liberté.

On a la relation y=-2X =2r6.

- TCEM:

LI+ MX +Lmp*) + mgy +Lk(x—x,)* =cte

Soit L8 (J +Mr* +4mr*)+2mgRO +Lkr* (6 -6,)" = cte'
Et en dérivant : 6(J +Mr’ +4mr*)+2mgR + kr*(6—6,) =0

On peut fixer 6, de fagon a ce que 1’équation différentielle soit :

O(J + Mr* +4mr*) +kr’6 =0

Pendule pesant :

E, =mgl(1-cos®) (on choisit £,(6=0)=0)
E
r
2mgl
S\
E, =E, +E =cte

- Si E, <2mgl, on a un mouvement pendulaire

- Si E, >2mgl, on a un mouvement révolutif.

C) Equilibre d’un systéme conservatif

1) Cas d’un point matériel

On suppose que soit 17“, =-VE 5, » SOit F; ne travaille pas.
Ainsi, W =-dE,, avec E, :ZEP, )
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e Condition (nécessaire) d’équilibre :

F=YF =0.

e Déplacement dl infinitésimal respectant les liaisons.
Exemple :

Sur ce petit déplacement, oW = E -dl =0 au premier ordre.
=0
Ainsi, dE, =0 au premier ordre, donc £, est extrémal.

oE, _ oE, _ oE, 0
ox dy Oz
(I1 faut choisir les variables de facon a respecter les liaisons)
oE oE
ouavec E (r,0,9) : —2=0et —2=—L=0
’ or 00 J¢

E (r,0,z2) £, _ 9%, 0 et 9E, 0
ou avec r,0,z) : = =0e =0.
’ or oz 00

Réciproquement, si £, est extrémal, on a bien F=0

e Condition (nécessaire seulement) de stabilité de I’équilibre :

¥

P dl P

On doit avoir JF -dl <0.
C'est-a-dire : oW =0 au premier ordre, et OW <0 al’ordre supérieur.
Clest-a-dire que £, est extrémal et minimal.

St E,(494,954-9,)
oE 1 0’E J’E

dE =—2Ldg +.+——2dg> +..+ L dg dq,+...
"3, e g2 M T ag 0q, 1Y
=0 >0,Ydq,,dqg.dq,

e Exemple :
1

f X f X

I : état d’équilibre instable, S : équilibre stable, M : équilibre métastable.

Remarque :

En thermodynamique, on ne peut pas observer une position d’équilibre
instable.
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2) Cas d’un systéme de points matériels ou d’un solide

e (énéralisation :
Pour £ (g,,4,---) : on admet que le théoréme se généralise :

. oE
Equilibre : Vi,—%=0
dq,
Stabilité : £ est minimal.
(Théoréme de Lejeune—Dirichlet)
e Exemple :
Molécule diatomique :

r

S——> E
> o »
\r

I —

-

attractive répulsive

Formule de Morse (empirique) : E, =D, (1 —e Ty

D, : différence d’énergie entre les molécules séparées et les molécules a
I’équilibre ; correspond a I’énergie de dissociation.
Pour le calcul de a :
_ _ _ 2
Pour r proche de r,, ona E, =D,(1-1+a(r-r,)").

Wi =— y £ =-2aD,(r—r,) (u masse de la particule réduite équivalente au
systeme)

Si on pose u=r—r,, on obtient wii+2aD,u =0, équation d’un oscillateur
harmonique.

® Application :

M fixé a la
poulie
A x
On cherche les positions d’équilibre, leur stabilité.
- Le systéme a un seul degré de liberté.
x=R6O, X =Rcosé.
- Le systéme est globalement conservatif :
Le poids de chacune des masses dérive d’une énergie potentielle
Les actions intérieures ne travaillent pas.
- Me¢éthode 1 : Energie potentielle :
E, =-mgx—MgX +cte =—mgR6 — MgR cos 6 + cte
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. dE . . . m
Equilibre : —£ =0, soit —mgR+ MgRsin@ =0, ou sinf =—.
do M

Il n’y a donc des positions d’équilibre (deux) que si m < M .

M
\y,

Lo, dE
Stabilité : #:ng cos@>0

La position du bas est donc stable.

- Meéthode 2 : statique :

A T’équilibre, M, =0, soit mgR—MgRsin@=0.(A=0z)
Stabilité : mgR = MgRsin @ a1’équilibre.

On fait faire une petite rotation (fléche rouge) au disque.

Ainsi, le bras de levier de mg ne change pas, mais celui de Mg diminue.

Donc M, devient négatif, et le systéme retourne a sa position.

C’est ensuite la méme chose pour une petite rotation dans ’autre sens, et
similaire pour la position d’équilibre instable.

- Me¢éthode 3 : dynamique :

Théoréeme du moment cinétique : dZA =M,

Soit J,6 +MR*6 + mR5 = mgR — MgR sin @
mR~6

Donc (J, + MR? +mR*)8 = gR(m— M sin 6).

1

Condition nécessaire d’équilibre : @ =0, donc sin 8 = I

Stabilité : pour €—6, = <<1, on a I’équation :
16 =gR(m—M sin(6,+a))=gR(m—Msin6, —Macos6,)
T
D’ou /& +gRMocos6, =0
Si gRMcos6,>0 on a une solution périodique, sinon une solution

hyperbolique.
Attention : pour la stabilité d’un équilibre :

. S

P
Si on a une force de Coriolis (ou de Lorenz), perpendiculaire, cet équilibre
n’est pas nécessairement stable, puisqu’on peut trés bien avoir un mouvement de
la forme :

oF,
p O6F
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IV Compléments
A) Tige sur un cylindre

G m 2
\(;g;gi;<<<

On suppose que la tige roule sans glisser sur le cylindre.
On donne un petit coup sur la tige.

Paramétrage :

/

® Analyse:
- Un seul degré de liberté : /G = R8

- La tige, homogene, est soumise dans R, aux actions [P], [R].

Le systéme est ainsi conservatif.
e Théoréme de conservation de 1’énergie mécanique :

E +E,6 =cte
- Calculde E, :
Théoréme de Koenig : E, =1mv(G)’ +1J, 6°
¥(G) =¥(1)+GI AQ
=0

Donc ¥(G) = RO.i, A 8.i. = R6O.i,

. 1 20292 1 lz N2 1 2 22 12
Dou £, =—mR0°0"+—m—6O" =—mO°| RO +— |.

2 2 3 2 3

Meéthode 2 :
I est le centre instantané de rotation ; le champ des vitesses est donc le méme que
celui d’une rotation, et I’énergie cinétique est donc la méme.

Donc E, =%JAL 9> = %(JAG +m(RO)*)x6*
- Calculde £, :
E, =mgx+cte

Ona xz&i-ﬁx =(E+E)-ﬁx =Rcos@+ROsinl
Donc E, =mgR(cos 6+ 68sin ) +cte

- Equation du mouvement :
2
%92 (R*6* + %) + gR(cos 8+ 6sin f) =cte

At=0,60=6,, 6=0.

Chapitre 9 : Energie
Mécanique Page 13 sur 17



2
Donc la constante vaut %6’02 %+ gR.
En dérivant (et simplifiant par 6) :
2
O(R*6* +?) +R’00* + gROcosO =0

- Etude du mouvement :

Condition de non basculement :

E, =mgR(cos@—1+86sin0) (constante = —mgR )
2

E d
2 =mgR(6cosd), —= =mgR(cos@—0Osin O
TR ( ) 1 "8 ( )

E, =mgR(5-1)
Ainsi, si E, <mgR(5—1), on a un mouvement périodique.

Condition de non basculement : %m’; 902 <mgR(5-1).
Petites oscillations :

’6
0

2
O(R*6* +l—)+R
5 3

2

Soit%é+gRt9=0.

NPT R
Ainsi, 6+wf =0, 0u w= 3lg2 .
¢ Théoréme du moment cinétique par rapporta A : (G,u,)
do, _

dt b

2

- Onao, =J,0,donc daA:m%G
- M, =-NRE (la composante tangentielle n’a pas de moment)
- Calculde N:
mi(G)=R+P

Donc ma(G)-u, =N+mg-u, .

Ona v(G)= Rt%’.ﬁ,, (calcul précédent)
Donc @(G)-ii, = R(6* + 66)

Et mg-u, =-mgcos@.

D’ott N =mR(6* +66)+mgcosé.

2
_ Ainsi, % 6 = m(~R* (6> + 66) — gR cos 0)0

26 + gROcos O =0 (on néglige les termes d’ordre 2)
= =1
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¢ Théoréme du moment cinétique par rapporta A, : (/,u_)
do,
dt

=M, +mv(G) Av(I) i,

- Onaoc,=J,0= (m e mR 26>)@ , donc ddt —(m e mR 292) + 2mR>06°

- EtM, ——ngGcos&
- Et m¥(G)Av(I)=m(06.4i,) A(RBii,) = mR*0*ii.
D’ou I’équation voulue.

B) Chainette sur un coin de table

]

A t=0, la chainette (longueur /) est immobile.
On suppose qu’il n’y a pas de frottements.

e Analyse:

- Onn’aqu’un seul degré de liberté.

- Actions: [P], [R]. [R] ne travaille pas ; les forces intérieures ne travaillent
pas non plus.

e Théoréme de conservation de 1’énergie mécanique :

E +E, =cte

- E =1imx’

- E,=E, +E, =0-mg3

(E, : ¢énergie potentielle de la chainette sur la table ; £, : ¢énergie potentielle de

la chainette qui pend ; on fixe le 0 d’énergie potentielle au niveau de la table)

A ‘ mx
La chainette est homogene, donc m, = NE

_ 2 _ 2
Donc E, =82 . Ainsi, 1 mx’> —mg X —cte= ﬂd—
e I 2 2 21 I 2

Donc en dérivant : ¥ — % x=0, et en réintégrant :

il

e Théoréme de la résultante dynamique :

12
l_ 2

- Partie horizontale : m,j =T,
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- Partie verticale : m,x =m,g—T,
- Onaix=j,T =T,

.. . x . X
Donc m1y+m2x=m7g ou mxzng.

C) Pendule a deux degrés de liberté

z
J/x m, 1 M, r

On cherche le mouvement général du pendule

® On considere le systeme constitué¢ du disque et de la tige : ce systéme a deux
degrés de liberté.

® On se place dans le référentiel terrestre, galiléen.

e Pour ce systéme, les actions extérieures soit ne travaillent pas, soit dérivent
d’une énergie potentielle. Pour les actions intérieures, elles ne travaillent pas
globalement.

On peut donc appliquer le théoréme de conservation de I’énergie mécanique :

E.=1(Em*)@* +1M(16) +1 (1 MR*) ¢’

E, =—mg+4cos@+(—MgRcos )

Et £, +E. =cte.

On applique le théoréme du moment cinétique par rapport a Oz :

M, =-mgLsin@—Mglsin @

o,=1ml’6+c

A,disque
Avec :
O-A,disque = 6-(G2) : ﬁz + (OGZ A W(Gz )) : ﬁz

=L MR* ¢+ MI*6
D’ou ’équation : L+ MR*@+(MI” +1+ MI*)0 = —mg Lsin 6 — mgl sin @
(L’équation ressemble beaucoup a la dérivée de celle obtenue avec l’énergie
mécanique, mais n’est pas tout a fait la méme...)
e On va utiliser une autre méthode: on considére uniquement le systéme
constitué du disque :
Le systéme n’est pas conservatif (la réaction de la barre travaille)
On applique le théoréme du moment cinétique par rapport a G,z :
On obtient que L MR*$ =0, soit ¢ =cte = ¢, (par rapport a la verticale).
En remplacant dans la premiére équation trouvée :
(Eml* +MI*)0+(2+M)glsin@=0
Lo M4AM g
Soit §+2 = Esing=0
2+ M |
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D) Corde sur une poulie

On considére une corde de masse linéique A, inextensible, qui ne glisse pas :
J, R
lx
z

_x2
_x]

b

La longueur qui pend est constante, et vaut —x, —x, =cte=a+b, donc :
X,==x,—a-b=-x—a-b

-1l n’y a qu’un seul degré de liberté : on a la relation cinématique x = R.

- On se place dans le référentiel terrestre, galiléen.

- On admet que le systéme constitué du fil et de la poulie est conservatif (c'est-a-

dire que le fil est un peu comme une chainette)
On a ainsi d’apres le théoréme de conservation de I’énergie mécanique :

E.+E,=cte
Avec E. =1mi* +1J6%, E, = AX(—x)X g.2+ A(x+a+b)g =52 +cte

Donc E¢ +E, :%(%er}-g_%g(xz+(x+a+b)z)zcte
i J .
En dérivant, F+m ¥-Ag(x+x+a+b)=0

Soit (é + mjx —2Agx=Ag(a+b)

Et donc x=Axch(£+¢j—a+b ,avec 7=
At=0,ona x=0 donc ¢=0 ;

et x=—b, donc Aza—;b

Soit :

a-b (t} at+b
x= xch| — |-
2 T 2
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