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Chapitre 5 : Cinétique

Vocabulaire :
La cinématique, c’est I’étude des mouvements.
La cinétique, c’est aussi I’étude des mouvements, mais en prenant en compte les masses.

I Géométrie des masses
A) Principe de la masse inerte

A toute particule, on associe une masse m invariante (c'est-a-dire indépendante de

R), positive et additive.
Remarque :
Finstein avait introduit une masse variable :

m,

= me? - -
E=mc” avec m——vz—}'mo.
b

On a finalement gardé m, comme définition de la masse (c’est la masse d’une

particule dans son référentiel propre), et on a alors E = ymc” .

B) Schématisation d’un systéme matériel

1) Discréte

2) Continue

@
dt

dmzZml.zpdT.

iedt

Donc M :”jpdr

C) Centre d’inertie d’un systéme matériel

1) Définition

On définit le point G tel que 0G = M ou OG = M .
S [
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2) Conséquence

S m0G =Y mOP =Y m0G+Y mGP.

Donc Zmic;—e:().

De méme, j”p@dz’ =0.

Ainsi, G correspond au barycentre des points affectés de leur masse.

3) Exemples

On cherche la position de G.
D¢ja, par symétrie, x; =y, =0.

ez _[[Jzae_[[zara
© e (fJar [re

Onar=ztanc.

Sphére de rayon R creusée par une sphére de rayon R/2.
Toujours pour des raisons de symétries, onaici y; =z, =0.

Ona x x [[[ pdz= [[[ pud.
De plus, Ujpah':jﬁy pdr—j_”% pdt ou V est le volume de la sphere de

rayon R, V, celui de la sphére de rayon R/2 qui a été retirée.

pone J{fe =[] e [[] e

Soit (M, =M ,)x; =M x; —M,x;,

X, : position du barycentre de la sphére compléte =0.

X, * position du barycentre de la sphére retirée = R/2.

Enfin, M, =8M,.

Donc "M ,x;, =—-M,R/2, soit x; =—R/14 (trés proche de 0 quand méme)
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D) Moment d’inertie d’un systéme matériel

1) Définitions

e Par rapport a un point O :

+ +

On pose J, = z m,r; , ou pour une distribution continue J,, = ” J ridm .

e Parrapporta un axe D :

Jp =Zminz ,ouJ, :”jrzdm.

e Parrapportaun plan 7 :

+
+ Pi I’IZI

+ +
+
+ 7
/g

Jo=mp’ouJ, = [[[rdm.

i

2) Signification physique

e Pour un solide en translation :

L

Ona F =M.d(G).
action m

M représente donc le facteur de proportionnalité entre 1’action de la force et
son effet.

e Pour un solide en rotation par rapport & un axe A :

l

On verra que M, =J,6.

Ainsi, J, représente pour une rotation ce que la masse représente pour une
translation.
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3) Relations entre JO, Aetr,

e Expression en coordonnées cartésiennes :
Z y

X
Ona J,= j”rzdm = j”(xz +y*+2%)dm,

Jo = J.”( y* +z%)dm, et de méme pour les autres axes

oy = j_[jzzdm , et de méme pour les autres plans.
Ainsi par exemple, J, =J ,, +J . +J . €t T, =J 5 +J 0. -

e D’ou le théoréme :

Le moment d’inertie en un point O est le somme des moments d’inertie par
rapport a trois plans orthogonaux qui se coupent en O.

Le moment d’inertie par rapport a un axe A est la somme des moments
d’inertie par rapport a deux plans orthogonaux qui se coupent en A.

4) Théoréme de Huygens

A, A,
d

On suppose que A, passe par G et est parallele a A.
Alors |J, =J,_ +Md?|.
Ainsi, J, = inf J,.

AllAg

Démonstration :

Ona:
JA =Zmﬂ?2 =Z’miﬁ2 =Zmi(Hi{—I—'i+H'iE)2
d
“Snd'+ S E <20 S

Md? Iag =Ym,H',G+>m,;GP,
P =

d —

=Md*+J,,
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E) Exemples

1) Sphére homogéne

Pour une sphére de rayon R, masse M et masse volumique p :
R 1 3
o J,=|||r’dmn=| 4xr'pdr==px4rR’==MR".
© .”.J. Jo pd 5 P 5
e Calculde J, :

Par symétrie, le moment d’inertie par rapport a un plan passant par O est le
méme quel que soit ce plan.
Donc J,=3J,.

Ainsi, J_ = %MRZ.

Donc |J, =2J, :§MR2 )

e Application : moment d’inertie de la Terre :
- Modele sphérique homogene :
M =5977.10*kg, R =6367,5km .

Donc %MR2 =9,7.10"kg.m’.

- Moment d’inertie réel :
J 5 axe polaire = 8,04.10"kg.m’ et J =8,01.10"kg.m*.
- Le modéle de la sphére homogéne n’est donc pas convenable, on a en

fait p_,... > P.. (ce qui explique le moment d’inertie plus faible)
>J

A,équateur *

A, équateur

J

A,axe polaire
un peu aplatie aux poles, puisque la masse est répartie plus proche de I’axe
¢quatorial que de 1’axe polaire)

la Terre n’est donc pas tout a fait sphérique. (elle est

2) Parallélépipéde rectangle homogéne

NZ

b

Q
\.
N
\
\.

¢ 3 2
T = J[[Fam=[ " abprtaz =2 p—m <.

De méme on calcule J .., J . ...
Jow =Js0: 0, :%(02 +b%).

De méme pour les autres...
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3) Tige homogeéne

On suppose la dimension caractéristique de la section de la tige trés
inférieure a /. Ainsi :

1 1
_ 2 _ 25 _ 1 3_ 1 a2
oy = “J-Z dm = J.p.s.z dz = B psl 12Ml
Et J o..J 0. <<J 0, -
Ainsi, Jo, =J o +J . =T 0, = éMZZ,

y

J, :%MZ2 et Jo. <<JpnJ o,

=2y

)

A(i 'v
12

A
1o o Ly, 1.,
Jy=—MP+=MI* =—MIP*.
12 4 3

4) Cylindre de révolution homogéne

C Ty

- y}
X

LD

o Jo.=|[[dmr = LR (p27rdrh)r® = p%ﬂh .

1
Donc |/, :EMRZ.

® JOx = JxOy + Jsz .

On a par symetrie J ,. =J ., et J , +J,, =J, . Donc J :iMRz.

2
De plus, J,,, =M % (vu pour la tige homogéne)

Donc |/, = %Mh2 +%MR2 )

e (Cas dudisque :

MR? MR’
On a alors & << R. Donc JOZZT et J,, = .
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I1 Grandeurs cinétiques
A) Torseur cinétique

1) Définition

1
m\
v,

i

C’est le torseur du systéme de pointeurs {(P,m7,)}.

2) Résultante cinétique

e Définition :
P=>"my, ou [[[dm3.

P s’appelle la quantité de mouvement ou impulsion.
o Expression :

docP Z dOZP d{z OPJ ddOZG

Soit ﬁ = Mv(G) |,

3) Moment cinétique

e Expression :

&(A):ZA—BAm,,v,. ou [[[4P A pidz.

Remarque : on note parfois le vecteur L(A).

Dans le cas général, on ne peut pas simplifier I’expression du moment
cinétique comme pour P .

e Composition :

G(A)=6(G)+ AG A P.

B) Torseur dynamique

1) Définition

1
m\
a,

i

C’est le torseur du systéme de pointeurs {(P,m,d,)}.
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2) Résultante

e Définition :
D= Z ma,

e Expression :

2 . 2
Donc D:Zmiﬁi :d—(ZmiOP):Md 06

3) Moment
o K(A)=> 4P Ama,
e Composition : K(4)=K(G)+AGAD.

C) Dérivation par rapport au temps du torseur cinétique

1) Résultante

P _ 4 ey =mY - @),
dt dt
dP - . ‘ L
Donc o = D|. (attention, le systéme doit avoir une masse constante)
2) Moment

e Par rapport a un point :
- Cas général :

d6(4) d(w— -
40) _ 4 (5Up amy,
A dr (Z " m’v’j

=> AP Am G, + DG, =V(A) Amy,

= K(A)+ Y. m¥, Av(A)

Soit = K(A)+ My(G) AV(4)|.

dé(A)
dt

- Cas particulier :
Si A4 est fixe (c'est-a-dire qu’on calcule toujours le moment par rapport au

méme point), ousi 4 =G, on a alors do(4) = K(A)
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e Par rapport a un axe :
- Cas général :

A

i
4
do, _ do(A)-u _ dG(A)-ﬁ+6-(A)-d—u
dt dt dt dt

:E(A)-ﬁ+Mv(G)A§(A)-1,7+5(A)-d—“
- Cas particuliers :

— ~ do
(1) Si A est fixe, u =cte, et ¥(4)=0. Donc th =K,|
do
(2) Si A est de direction fixe passant par G, on a aussi TIA =K,|

D) Energie cinétique

Ec=Y my = [[[ prde.

IIl Théorémes de Koenig

A) Référentiel barycentrique
1) Définition

On considére un référentiel R absolu, (O,ii,,i,,u.), S un systeme
quelconque (pas forcément solide).

On définit le référentiel barycentrique R, en translation par rapport a R et tel
que G soit fixe dans R, .

On peut prendre par exemple (G,u,,u ,u.) .

2) Exemple

Roue homogene MOl,lV,emeI'lt
du référentiel

3) Intérét

I1 est plus facile de déterminer le mouvement des particules dans R, , puis il
reste simplement a déterminer celui de G dans R.
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B) Premier théoréme de Koenig
1) Enoncé, démonstration

6,(G)=0,(G)|
Eneffet: G,(G) =Y GP am,

Onav,,=v, +V,, =V, +V,.

i iR, e
Donc G,(G)=Y GP Amy,, +> mGP. AV, =6, (G).
i i i
=0
Remarque :
On n’a pas utilisé le fait que G est fixe dans R,, mais uniquement que G est

le barycentre et que le référentiel est en translation.

2) Corollaire

Ona G,(4)=6,(G)+AG AMv,(G), donc &,(4) =G, (G)+AG AMy,(G).

C) Troisiéme théoréeme de Koenig

(Le deuxiéme est : K,(G) =K, (G))

1 1 1 .
Ona: E :Z:—m,v.2 :Z—m,v?,+2—mlv2+ Zm,v. v,
C,a 2 iVia 2 iV, 2 ive ivir e
i i i i
T
=Ec g, =Ly} =P.=Mv,(G)=0

Et, comme v, =V _(G) :

EC,a = EC,Rb +%Mva (G)2

IV Cinétique du solide
A) Solide en translation

S est alors fixe dans le référentiel barycentrique

1) Torseur cinétique

Résultante : P = Mv(G).
Moment : ,(G) =6, (G)=0.

On a donc un glisseur :

@—A>/I\7(G)

Ainsi, par rapport a un autre point :
0,(A)=AGAMV(G).
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2) Energie cinétique

Ona E_, :%MT/(G)2 (car E., =0).

B) Solide en rotation autour d’un axe fixe

uZ
X

Q =0,

1) Moment cinétique

e Parrapporta O:
G.(0)=> 0P Amy,

5(0)

e Parrapporta A :
0,=6,0)i. =J,6

2) Moment dynamique par rapport a A.

do,
dt

Comme A est fixe, on a

=K,=J,0

3) Energie cinétique

Ona E. = Z%mivf = z%inl.(rité?)2 = %Zmirféz, soit

i

(Equivalent pour la translation a E. = %Mﬁ (G))
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C) Solide en rotation autour d’un axe de direction fixe passant par G.
(C'est-a-dire en rotation dans R, autour d’un axe passant par G)

Exemple :

;:2 ou méme ;:2

1) Moment cinétique par rapport a I’axe A= (G’”).

0,,=06,(G)i=6,(G)i=0, =J,0

a,

2) Energie cinétique

E.=E., +1M¥(G)’ =1J,0° +1 MV(G)’|

Récapitulatif':

c E. K
Translation 5,(G)=0 L My (G)? K (G)=0
Rotation autour de A fixe o,=J,6 17,6 K,=J60

Rotation autour d’un axe A o,=J,0 1,60 +1M¥(G)| K, = J.60
de direction fixe passant par
G.

V Compléments
A) 1% complément

On pose une échelle sur un mur, on suppose le mur et le sol trés glissants :

.......... +centre instantané
de rotation

¢ FEtude cinématique :
On note G le milieu de 1’échelle (c’en est aussi le barycentre) :

Ona OG= L (C’est la longueur de la médiane relative a I’hypoténuse)

Ainsi, G décrit un arc de cercle dont le centre est O.
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Si on suppose que I’échelle reste toujours contre le mur, on a un seul parametre 6.
Ona:
602 = 5-(0) ’ ﬁz

= (6(G)+0G A M¥(G))-ii.
= G6(G)-ii. + OG A Mv(G)-ii.

o, =—J,0 (pour le signe —: on doit donner I’angle de la direction fixe a la
direction mobile et pas le contraire)
, L
Soit o, =—M —6.
12

2
ML 0

De plus, 0G :éﬁr’ et v(G) zgé.ﬁg donc OG AMV(G)-u, =

L.
Ainsi, 0, =M Z&

e FE.:
E. =1 MV(G)* +1,6

B) 2™ complément

U.g O

/,
/

G : centre d’inertie du disque homogéne.

e FEtude cinématique :
Si la piece peut glisser, 8 et ¢ peuvent varier indépendamment I’un de I’autre.

On suppose que la piece roule sans glisser :
1, : point de contact, appartenant au disque.

Condition de roulement sans glissement : v(/,) = 0.
Donc #(G)=¥(I,)+GI, AQ, soit (R, —R,)8.i, =0+ Riii, A i
Donc (R, —R,)0=-R¢.

z
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Oy, :

O-Oz = 6(0) ’ 1’72

E.

= (6(G)+0G AMV(G))-ii.

= %MR12¢+((R2 —R)u, AM(R, _Rl)é‘ﬁe).ﬁz

=L MR ¢+ M(R,-R)’ 6
E. :
=3 MV(G)’ +3J,¢"
=1 M(R,—R)* 6 +1xL MR’ ¢’

C) Opérateur d’inertie

1) Moment d’inertie par rapport 4 un axe passant par O.

(O : centre du cylindre)

¢ On voudrait calculer J, ...

o Astuce:

(u est unitaire)
Ona J, = J‘J‘Idm.r2

Et 7> = (OP Aii)* = (OP Aii)-(OP Aii) = —ii - (OP A (OP Aii))
Done J, =—ii- [ dm.(OP A (OP nii))

e Ona:

—ii-(OP A(OP nid)) = —(a

B

/4

=a B 7y

0 -z
z 0
-y x
- Xz
—yz

X +y

y Y&
x| B
0 N7
o
B
v
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JOx - })xy - I)xz 24

Donc par intégration J, =(a¢ B ¥ -P, J, -P_|PB
-P. =P J,. \7

Xz yz

(P, = J”dm.xy : produit d’inertie)

2) Opérateur d’inertie

Jy=u-J,(u) ou J, est’endomorphisme de matrice la matrice précédente.
On appelle J, 'opérateur d’inertie ;

Jo(==|[[dm.OP A (OP A

3) Axes principaux d’inertie

e Définition :

Jo 0 0
Ce sont trois axes Ox, Oy, Oz tels que la matrice soit | 0 J,, 0
o 0 J,

e Exemples :
- Parallélépipede rectangle :

G
X

Ox, Oy et Oz sont les axes principaux d’inertie :

P, = [[[dmoy=[[[dmy+[[[ dmrv=0

b* +c? 0 0
On a donc la matrice M 0 a*+c’ 0
12 0 0 a’+b’
- Pour un cube :
,(1 0 0
La matrice devient 01 0
0 0 1

Ainsi, le moment d’inertie par rapport a un axe passant par O ne dépend pas
de I’orientation de I’axe.
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- Cylindre de révolution :

Par symétrie, Oz est un axe principal d’inertie.
On peut ensuite choisir Ox, Oy orthogonaux a Oz.

MELE) 0 0
On a ainsi la matrice 0 MIE +%) 0
0 0 ME

4) Mouvement d’un solide S autour d’un point fixe O.
(O appartenant a S cinétiquement)

e Moment cinétique :
s =|[[ OP A dm(P)
Et ¥(P)=¥(0)+ POALQ
=0
Donc 6(0) =—[[[dm.OP A(OP AQ) = J,(%)

e Energie cinétique :
Ee = [[[5 Py = [[[3 dmOP AGY =2 6. [[[-dmOP A (OF A&

1

=5§2.JO(§2)= Q-G(0)

N | —

5) Mouvement d’un solide autour d’un axe fixe

z

(/

Ona Q= Qui_ = é.ﬁz ,et 0(0)=J, (Q) (O est toujours fixe)
e Si Oz est axe principal d’inertie :
JO (Q) = ‘]Ozgﬁ2 = J()ze.'ﬁz
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e Si Oz n’est pas axe principal d’inertie :

(On suppose qu’on a roulement sans glissement)
(O,u,) estun axe principal d’inertie.

On peut prendre (G,u.) et (G,u,) pour les autres.
On a ainsi la matrice (avec le théoréme de Huygens) :

1 MR? 0 0
0 1MR*+MI’ 0
0 0 LMR* + MP?
Ona Q=0ii, +@ii..
| 1L MR’ 0 0 6
Donc E,=—(6 0 ¢] 0 LMR>+MP 0 0
2
0 0 LMR* +MI* | ¢

Soit E.. :lmRzé2 +(lmR2 +lmlzj¢2 .
4 8 2
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