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Chapitre 20 : Fonctions de plusieurs variables
reelles, calcul différentiel

Cadre :
On ¢étudie les fonctions f:Q — F ou Q est un ouvert de F, E et I étant des espaces normés

sur K =R ou C de dimension finie (certaines parties s’appliquent aux espaces de Banach)

I Topologie et continuité (rappel)
A) Connexité, connexité par arcs

Théoréme :

Soit 4 une partie connexe par arcs de I’espace normé E. Alors les seules parties de
A qui sont a la fois ouvertes et fermées dans 4 sont & et 4.

Autrement dit, une partie connexe par arcs est connexe.

B) Fonctions coordonnées et fonctions partielles

On suppose E et F de dimension finie :
Soit (e,,...,) une base de E, (fl,...fn) une base de F.

Alors f:Q — F peut s’écrire de maniére unique f = ZF,jk ou les F, sont des
k=1

applications F, : Q — K.
Les F, s’appellent les applications coordonnées de f'dans la base (fl,..fn) de f.

Remarque :
On verra que f'a une propriété analytique P si et seulement si toutes les F, 1’ont.

P
Soit M, € Q, disons M :Zajéj .
j=1

Pour x voisin de a; (j€ [Il,p]), ae +...+xe, +..+a,e, € Q, et I'application

8y, x> f(a€ +..+xé +..+a,e,) définie au voisinage de a, s’appelle j-éme
application partielle de f'en M, (relativement a la base (é,,...¢,) de E)
Remarque :
Cette application partielle g,, . peut étre identifi¢e a la restriction de fa M, + K¢,
On verra que si f a une propriét¢ analytique, alors toutes les g, . ont cette

propriété, mais que la réciproque est souvent fausse.
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Théoréme :

Soit f:Q — F . Alors :

(1) fest continue si et seulement si toutes ses fonctions coordonnées le sont (dans
une base quelconque de F)

(2) Si f est continue, alors toutes les fonctions partielles sont continues, mais la
réciproque est fausse.

Démonstration :

(1) Déja connu

(2) Si f est continue, alors pour tout M e Q et je Hl, p|], 8y, est la composée
de ’application x> aé +...+xé; +...+a,€, qui est continue et de f, aussi
continue. Donc g, . est continue.

Remarque :
Pour montrer qu’une fonction n’est pas continue, on prend le plus souvent des
suites. ..

C) Cas de la dimension 2 : passage en polaire

Pour étudier 1 :Q cR®> — F au voisinage de (a,b)e Q, on passe en polaire en
posant x=a+rcost et y=b+rsint.

Proposition :

fest continue en (a,b) si et seulement si f(a+rcost,b+rsint) tend vers f(a,b)
quand 7 tend vers 0, uniformément par rapport a ¢, c'est-a-dire :

Ve>0,3a>0,Vre[0,a],Vie R,|f(a+rcost,b+rsint)— f(a,b)|< e

Démonstration :
On a en effet r =||(a+rcost,b+rsint)—(a,b), ...

Exemple :
Soient a, £>0.
Wb
On pose f(x,y)= szyz si (x,y)#(0,0),et £(0,0)=0.

On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que f'soit continue en 0 :

Onapour r>0 et te R, f(rcost,rsint)— £(0,0) = r“+ﬂ_2|cos t|a|sin t|ﬁ

Donc si a+f>2, | f(rcost,rsint)— f (0,0)| tend uniformément vers 0 par
rapport a ¢, donc f'est continue en (0,0) .

Si a+p<2,
n’est pas continue en (0,0) .

f(rcost,rsint)— f (0,0)| ne tend pas uniformément vers 0, donc 1’
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I1 Dérivée selon un vecteur, dérivée partielle
A) Dérivée de fen A€l selon “€ £ )

On suppose ici que F' et E sont des espaces de Banach, Q un ouvert de E.

Définition :
Soit f:Q—>F.
On appelle dérivée de fen 4 selon u € E le vecteur de F, s’il existe, défini par :

—

NB : comme Q est ouvert, il existe >0 tel que B,(4,a)cQ donc pour
||| <, ona A+hiie Q&

Autrement dit, f a une dérivée selon # en A si la fonction de variable réelle
h> f(A+hu) est dérivable en 0.

B) Cas de la dimension finie : dérivée partielle par rapport a une base

Définition :
On note B=(e,,...,) une base de E.

On appelle j-¢me dérivée partielle de f'en 4 (pour je [Il, P ]) la dérivée Dé/ f(A4),

lorsqu’elle existe.
Notation :

On note plutdt cette dérivée (9,4 f)(4) ou (9, 1)(4)

Si E=R" et D est la base canonique de E, (9 8/ )(A) estaussi notee E?l(A) .
. "

J

Remarque :
Lorsqu’elle existe, (d;4./)(4) est la dérivée en a; de la j-¢éme fonction partielle

14
defend, g, : x> f(ae+..+xe,+..+a,e,) ou A:Zakek.
k=1

Conséquence :
Le calcul des dérivées partielles se raméne a celui de la dérivée d’une fonction
d’une variable réelle.

Exemple :

On pose pour (x,y)e R*, f(x,y)=e"" cos(xy)

Alors fadmet des dérivées partielles par rapport a la base canonique de R* (on dit
aussi par rapport a x et y) en tout point et :

gl (x,y)=¢e"cos(xy)+e" ™ (—ysin(xy)).
X

Lorsque (d,4/)(A4) existe pour tout A€, on note d,,f I’application

Q- F . 0 ;0 s’appelle la j-éme dérivée partielle de f'(par rapport a B)
A9,/ )(A)
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Théoréme :
Soient f,g:Q — F admettant des dérivées partielles en 4 (par rapport a ¥) et
Ae K. Alors Af + g admet des dérivées partielles en 4 et :

(0,6 (H + N A) = A0, o /N A+ (9, x8)(A)

Démonstration :
On se rameéne a des fonctions d’une variable.

111 Applications différentiables et différentielles
A) Définition

Soient E, F deux espaces de Banach, Q un ouvert de E.
f:Q — F est dite différentiable en A€ Q lorsqu’elle admet un développement

limité a I’ordre 1 au voisinage de 4, c'est-a-dire qu’il existe /€ L.(E,F) tel que
FA+7) = [(A)+1F)+o(7])

Ou encore lim S(A+Y) HI(A) ) =0
V=0 Vv

Théoréme :
Soit f:Q — F. Si fest différentiable en 4, alors elle est continue en 4 et admet

en 4 une dérivée selon tout vecteur u e E, et (D, f)(A)=1(u).

Démonstration :
(1) Soit £>0.

Il existe » >0 tel que Vve E,

V| <r=|fd+v) - f()-10)|, <[V,
S a+9)= (A, <[]+, < a+[ipl,

Donc si ||\7|| <r,

Donc pour ||, < min[r,mJ sona |f(4+v)-f(4)|, <e.

(2) Soit ve E . Pour t # 0 au voisinage de 0, on note

SULD=ID i
LA+ )= [(A)=1(7)
t

ot) =

Ainsi, a(t

Siv=0, lirrol a(t) =0, c'est-a-dire que (D; f)(4) existe et vaut 0= 1(6) .

|/ (A+5) = £ (-1,
. 7
g

a ()=

Sinon, pour %0,

Comme lim v = 0, par définition de la différentiabilité, on a lima(r) = 0

Donc (D, f)(A4) existe et vaut /(v).

Chapitre 20 : Fonctions de plusieurs variables réelles, calcul différentiel
Fonctions de plusieurs variables Page 4 sur 33



B) Diftférentielle d’une fonction différentiable

Théoréme :
Si fest différentiable en 4, alors il existe une unique application linéaire continue

le L.(E,F) telle que f(A+V) = FA+IE)+o(|v])

Définition :
Cette application s’appelle différentielle de f'en 4, notée df, € L.(E,F)
(Ainsi, Vve E,(df,)(v) = (D; f)(4))

Démonstration :
[ est en effet I’application ve E+> (D, f)(4)e F d’apres le théoreme précédent.

C) Exemples

e Applications linéaires :

Théoréme :
Une application linéaire f est différentiable si et seulement si elle est continue et
dans ce cas, pour tout A€ Q, df, =f.

Démonstration :...
e Application bilinéaire :

Proposition :

Soit B:E, xXE, — F bilinéaire continue (on munit E=FE XE, de la norme
produit |(x, ), =[], +[1.,)

Alors B est différentiable en tout (a,b)e E et :

dB,, : E,XE, —F
(x,y)=>B(a,y)+B(x,b)

En effet, pour tout (x,y)e E,
B(a+x,b+y)=B(a,b)+ B(a,y)+ B(x,b)+ B(x,y)
Or, (x,y) B(a,y)+ B(x,b) est linéaire continue, et il existe M >0 tel que

V(x,y)e E,|B(x, y)IIF < M"x”E1 ||y||E2

M
Bex. ), <5 (ol +1

2

V)= o)

(x,5)—(0,0)

Donc V(x,y)e E,

e SiE=R:

Théoréme :
Soit Q unouvertde R, f:Q — F.
Alors fest différentiable en ae Q si et seulement si elle est dérivable en a et dans

cecas f'(a)=df, (1) et df, :x— xf"(a)

Démonstration :
On suppose f différentiable en a. Alors f(a+x)=f (a)+l(x)+0(|x|), ou / est

linéaire continue. Comme / est lin¢aire, ona f(a+x)= f(a)+x/[(1)+ 0(|x|)
Donc f'est dérivable en a et f'(a)=1I(1)=df, (1)
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Si f est dérivable en a, alors f(a+x)= f(a)+xf'(a)+o(x), donc comme
x> xf"(a) est linéaire continue, f est différentiable en a et df, : x = xf"(a).

e Exercices :
On note £=M ,(K)

On cherche les différentielles de A+ 4> (puis Ar> A" pour me N), Ar> A~
sur GL (K).

Onnote f:Ar> A*. Soit Ae M, (K).

Alors pour He M (K),

f(A+H)=(A+H) = A"+ AH + HA+ H*
= f(A)+I(H)+H’

Ou / est linéaire continue.

On munit £ d’une norme d’algebre (par exemple une norme triple associée a une
norme quelconque)

Alors VH e M ,(K),|H?| <||H]

Donc pour [H|<&,ona ||H2|| <e|H|
Donc H* Hi00(||H|).
Donc f'est différentiable en 4 et df , : H — AH + HA

Pour f: A A" :

Onapour He M, (K),

fA+H)=(A+H)" = A"+ A" H+..+ AHA" > + HA"" + R(H)

Ou H apparait au moins deux fois dans chaque terme de R(H), et R(H) a
2" —n—1 termes.

Ainsi, si A#0 (pour A=0 onadf,=0),

On a pour [ <[4, |[R(D)|< @ ~n=D|H[ 4] = o(|H]).

Pour f:4— A" sur GL (K) (ouvert)

Différentiabilité en /, : on note || || une norme d’algebre.

Pour ||H || <1, —1e¢ sp(H) donc /,+H estinversible.
Onadeplus (/,+H)"' =) (-)'H =1, -H+H*) (-1)'H*

k=0 k=0
£(H)

" 1
b e Sl =g
Donc fest différentiable en 7, et df;, =-1d,, .
Soit A€ GL,(K).
Alors A+H = A(I,+ A"'H). Donc si ”A"IH” <1, alors A4+ H est inversible.
1

On peut prendre ||H || <
4]
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On a alors :
(A+H)'=(I,+A'H) ' 4™

=(I,—A"H+o(|4™ H[)4™
=A" - A"HA" +o(|H|)
Donc fest différentiable en tout A€ GL (K) et df,: H+>—-A"HA™".

D) Opérations sur les différentielles

Théoréme :

(1) Soit Q c E ouvert, A€ Q.

Alors I’ensemble des fonctions f:Q — F différentiables en 4 est un sous-espace
vectoriel de . De plus, I’application f > df, est linéaire, c'est-a-dire :

Si fet g sont différentiables en 4 et A€ K, alors f + Ag est différentiable en 4 et :

d(f+/1g)A =df, +MgA

(2) Composition :

Soient Q c E, Q'c F ouverts, ou £, F, G sont des espaces de Banach.

Soient f:Q—>F, g:Q'—> G telsque f(Q)cQ'.

On suppose que f'est différentiable en 4e Q, gen B= f(A4).

Alors go f:Q — G est différentiable en 4, et d(go f), =dg, °df,

Démonstration :
(1) Sif, g sont différentiables en 4, on a :

f(A+x) = f(A)+I(x)+o, (||x||) et g(A+x) = g(A4)+m(x)+o, ("x")
oul/=df,, m=dg,.

Ainsi, pour A€ K, (f +Ag)(A+x) = (f +Ag)(A)+(I+Am)(x)+ o(|[x)
Et [+ Ame L .(E,F)

(2) Ona: f(4d+x) = f(A)+I(x)+o, (lx
Ou /, m sont linéaires continues.

Donc go f(A+x)=g(B+y) ou y=I(x)+ 01(||x||)

Soit go f(A+x)=g(B)+mol(x)+m(o,(Jx|) +o0,(I(x) + o, (|x|)])
En effet, quand x tend vers 0, y tend aussi vers 0 car / est continue.

), g(B+) = 2(B)+m(y)+o, ()

Reste a montrer que &(x)=m(o, (||x||))+02 (||Z(x)+ol (||x||)||) est négligeable devant
||x|| quand x tend vers 0.

Pour m(o,(|x[)) : ona |m(o, ()| <|Jm]|> o, (x|, = o

Soit maintenant € > 0. Il existe alors » >0 tel que ||x|| <r= ”01 (||x||)||F < ||x||
1G5y +o, (=P, < |+ Dl

Or, par définition de o,, il existe & >0 tel que

A<a= bl g1l

Donc pour ||x|| <r,

VyeF,
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Donc pour ||x|| < max(ﬁ, r} ,

_&
-+
Donc go f* est différentiable en 4, et d(go f)=mol=dg, , °df,

Jox () + o, (] < = o) + oy (el < ] -

Corollaire (théoréme de la chaine) :
Soient E, F deux espaces de Banach, Q c £ un ouvert,et f:Q — F.

On suppose que fest différentiable en 4€ Q.

Soit ¢: 1 —Q , ou/estun intervalle de R, tel que ¢(z,) = A pour 7, € I.
t—=¢(1)

On suppose ¢ dérivable en ¢, .

Alors fo@:I — F estdérivableen ¢, et :
(fop)(t,)= dfgp(zo)((o'(to)) €F

Démonstration :
Comme ¢ est dérivable en ¢,, elle est aussi différentiable en ¢,, et

dg, " R—>E . De plus, f'est différentiable en ¢(z,) = A4 .
h—=he'(t,)

Donc f ¢ estdifférentiable en ¢, donc dérivable et :
(feo@) (@) =d(f o), ()=(dfy,dp,)D)
=df o, (do, (D) =df ., (#'(&))

E) En dimension finie : matrices Jacobiennes, calcul des dérivées partielles
d’un composé

Soient B =(€,,...£,) une base de E, € =(7,,..7j,) une base de F.
Soit f:QCE—>F.
On note f,,...f, les applications coordonnées de f'dans € :

VM e Q. f(M) = £, (M),

Théoréme :
JSest différentiable en A€ Q si et seulement si toutes les f; sont différentiables en

Démonstration :
Si fest différentiable en Ae Q, ona Ve [Ln|lvM e Q, £,(M) =@, o f)(M)

Ou (7, ,..77,) est la base duale de €. Donc pour je Hl,n

], comme 7j; et linéaire

continue, elle est différentiable et donc f; aussi.

], onaura /, € L.(E,F) tel que

Réciproquement, pour je Hl,n

[,(A+) = f(D+],)+o, ()
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Alors f(A+V) = f()+2 L)+ 0,([)7, . et > 0,77, est toujours
J=1 J=1 J=1

négligeable devant ||\7|| quand v tend vers 0, et v > Zl (V)77 est linéaire continue.
j=1

Théoréme :

On suppose f:Q — F différentiable en 4€ Q. Alors pour je [Il, p ], fadmet en
A une j-¢me dérivée partielle par rapport a & qui vaut :

(9,0 NA) = (df,)(E))

De plus, maty, ¢ df,)= ((a]%ﬁ)(A))lfe[hlln;‘;]\

(La j-¢me colonne de la matrice est la matrice de 9, , / dans €)

Définition :

matg ¢ (df,,) s’appelle la matrice Jacobienne de f'en 4, noteée Jac(f),.

Exemple :

Soit f: R’—>R’ . Si f est différentiable en M =(x,,¥,,2,),

(x,y,0)=>(u(x,y,2),v(x,y,2))
alors sa matrice Jacobienne est :

du du du
dx dy dz
ﬂ ﬂ ﬂ € M2,3 (K)
dx dy dz
Démonstration :

(1) Si fest différentiable en 4, alors elle admet une dérivée en 4 selon tout vecteur,
et (D, /) A)=df ()

Donc en particulier sur la base, (d s A =df ,(€))

(2) Par définition de la matrice de df, dans les bases ® et €, la j-eéme colonne de
cette matrice est constituée des coordonnées de df,(€;) dans €, c'est-a-dire des

coordonnées de (9, /)(A4) dans €.

Or. /= /- Done @,/ )A)= Y@, o f AV,

Théoréme (propriétés des matrices Jacobiennes) :
(1) Linéarité : soient f,g:Q c E — F différentiablesen ae Q, 1€ K.

Alors f+ Ag est différentiable en a et Jac(f + Ag), =Jac(f), + AJac(g),

(2) Composition :

Soient [ QCE—>QCF, g:Q—>G.

On suppose f différentiable en ae Q, gen f(a).

On note B une base de E, € de F, D de G. Alors go f est différentiable en a et

Jac(ge f), = Jac(g) ;) < Jac(f), -

Démonstration :
Découle des propriétés de la différentielle.
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Exemple :
Soit f:QcR* >Q'cR’ ,ou a, 3 sont les fonctions coordonnées de f.
(x, ) (a(x,),(x,y))
Ft g:QcR* >R
(uy)y—>gu,v)
Onnote h=go f:(x,y) = g(e(x,y), B(x,y))
On suppose que fest différentiable en (a,b) etgen f(a,b).
Alors h est différentiable en (a,b) et :

oh oh
Jac(h) ., = (a (a,b) 5 (a,b)J =Jac(g) (o X JaC(f) (0

o o
_(aab) _(aab)
_(og og j ox ay
= ==(f(a,0)) —=(f(a,b)) |x
(a“ ov 9% @by P(ap)
ox ay
ot =2 i s fam P
D’ou g(a,b) =5 (f(a,b)) . (a,b)+ . (f(a,b)) . (a,b)

Théoréme (formule de la chaine) :
Soient f:QCcE—>Q'cF, g:Q'—>G
On note B=(€,,...£,) une base de E, € =(7j,,..7],) une base de F.

P
| 1@ Rtelsque 1= 777,

j=
On suppose que f'admet une dérivée partielle (9,,/)(4) en A€ Q, et que g est

différentiable en f(A).
Alors go f admet une dérivée partielle 9, (go f) en 4, et:

(aj,.%gof)(A)=i(aj,ﬁﬁ)(A)-(a,-,@g)(f(A))

On peut donc noter, pour je Hl, p

Démonstration :
On étudie y:xe [+ go f(A+x7j,;) pour x proche de 0 dans R.

Les fonctions g et @:x+> f(A4+x7j;) sont différentiables (gen f(A4), ¢ en0)
Donc y est différentiable en 0, donc dérivable et :

y'(0)= dgf(A)(¢' 0)= dgf(A) ((a,%f)(A))

Mais la matrice de ce vecteur est :

-L?g(g)f(m Xmat, (a]@.f(A)) &-g(g)fu) Xmatg (aj&\f(A))

(9, 8/1)(4)
Ol maty (9, 4 f(4)) = :
(9, 5/,)(4)

En faisant le produit, on obtient ainsi (d; yg© f)(A4) = Zn: (0,9 /A9, f(A4)
i=1
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Déterminant Jacobien :
On suppose E et I de dimension finie 7.
Soit f:Qc E — F, différentiable en 4€ Q, B une base de £, € de F.

On appelle Jacobien de f'en A4 relativement aux bases &, € le scalaire
jacae (/). = detJac(/).,)

Remarque :
df € L.(E,F) estun isomorphisme si et seulement si jacy (f), #0

1

F) Application de classe C )

Cas de la dimension finie :
Soit f:Q c E — F ou E est de dimension finie, B =(€,,..€,) est une base de E.

]et Ae Q,

f'admet une j-¢me dérivée partielle (9, /)(4) et si les applications dérivées partielles

On dit que fest de classe C' par rapport a 8 lorsque pour tout je Hl, p

d,/ sont toutes continues sur Q.

Remarque :
Il semble que la définition dépend de B ; on va voir que ce n’est pas le cas :

Théoréme :
Soit f:Qc E — F,® une base de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) fest de classe C' par rapport a 9.
(2) Pour tout uie E et Ac Q, f a une dérivée selon u en A (D, f)(A)e F et

I’application Q — F est continue sur Q (pour tout u € E)
A= (D f)(4)
(3) fest différentiable en tout 4 Q et Q — (L.(E,F), |||) est continue.

A—=df,

Conséquence, remarque :
L’équivalence (2) < (1) montre que la caractérisation C' ne dépend pas de .

La condition (3) est la vraie définition du caractére C', valable pour des espaces
de Banach E et F' (pas nécessairement de dimension finie).
Démonstration :

- (2)= (1) : ok (il suffit de prendre les vecteurs de la base)
- Si f'est différentiable en 4, alors pour tout u € E, fadmet des dérivées (D, f)(A)

et (D; f)(A)=df ,(u).
Comme A df, est continu, pour i € E fixé, A+ df ,(u) est continu
(ar. @i —ar,, @) <||ar, -7l
-H)=03):

Lemme :
On note B=(e,,...,) une base de E.

On suppose que f:Q c E — F admet des dérivées partielles (9, f)(M) pour M
voisin de 4, et que les M — (ajq;%f)(M) sont continus en A.

Chapitre 20 : Fonctions de plusieurs variables réelles, calcul différentiel
Fonctions de plusieurs variables Page 11 sur 33



P P
Alors fest différentiable en 4, et df , :u = Zu_iej > Z”/ (0, 9/ )(A4)
j=1 J=1

Démonstration :

On le fait dans le cas ou £ =R* et F =R (on peut généraliser le résultat mais les
notations sont lourdes)

On peut supposer que A= (0,0)e R*.

Par hypothese, gl et gl existent au voisinage de (0,0) et sont continus en (0,0) .
X V

On veut montrer que f'est différentiable en (0,0) et que

df;g 0, : (k) > h af Pl 0)+kaf (0,0)

On note, pour (h,k)e R*, A(h, k)= f(h,k)— £(0,0)— haf (0,0)— kaf (0,0).
On doit donc montrer que A(%, k) . o(|[(h,k)|)
(Pour F de dimension n, on 1e montre pour chaque A; défini pour chaque

coordonnée, a valeur dans R ; pour £ de dimension supérieure a 2, on a plus de termes)
On a alors :

V(h,k)e R*,A(hk) = f(h,k)— f(h,0)+ f(h0)— f(0,0)—h f(OO) k f(OO)

Soit (h,k) fixé au voisinage de (0,0). D’aprés le théoréme des accr01ssements
finis appliqué & y > f(h,y), il existe k, € [0,k] tel que f(h,k)— f(h,O):kgi(h,kl)

De méme, le théoréme des accroisse;lents finis appliqué a x> f (x),}O) donne
h e [o h] tel que f(h,0)— £(0,0) = h s (hl,O)

(Sl E est de dimension plus grande, on aura une décomposition de A plus grande
et il faudra appliquer le théoréme des accroissements finis suffisamment)

Donc

] tend vers (0,0) quand

|A(h,k>|=‘ ( f(hl,O)—lm 0>J+k[ CA k)—lm 0)]‘

af af

y ,0)—1

<l (

Et la quantité Ugl(hl,m— A (0,0) + f (h k) — f
X

(h,k) tend vers 0 par continuité des apphcatlons partlelles en (0,0)

D’ou le résultat.

Conséquence :

Si fadmet sur Q des dérivées (aj!_%f)(A) en tout point 4, et si les (aj,ﬁf) sont
toutes continues, d’apres le lemme, fest différentiable en tout A€ Q.

Reste a montrer que 4> df, est continue.
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Soit € une base de F. Il suffit de montrer que 4> Jac(f), est continue, ce qui est
vrai car la j-¢éme colonne de cette matrice est la matrice dans € de (9,4 /)(4), donc
dépend continiiment de A.

Application :
- Pour E=R" : toute fonction polynomiale £ — R est de classe C' sur E.
- Soient P,Qe R[X,,...X, ]

Alors Q= {(x],...xn)e R",0(x,,..x,) # O} est un ouvert de R", et

f: Q>R est de classe C' sur Q.
(XX )HL()C_L)
Q('xla X )
En effet :

Dé¢ja, Q est ouvert car I'image réciproque d’un ouvert par une application
continue (Q)

Pour une fraction rationnelle f = g , fadmet des dérivées partielles en tout point
—(A).0(A4)—-P(A LY
( )-0(4) = P( )
g = axf =
o4y’

(4)

Ae Q, et , continue par rapport a A4 car

rationnelle.

Exercice : étude de la fonction déterminant :
Déja, det est de classe C' car polynomiale
Détermination de d det , € M, (K)*

Si on pose 4=(a; l)lelkl 41 > det(4) = f(a, ,)4{1 o Ona:

jellLal] jelin]

ddet (X)= L(A) ou X =(x, ;)i
(. el [\ln\] ax /e[hhn\]]

Pour 4=1, :

Caleul de dde (1) :

Xij
Pour (i, j)e H ,
Sii#j,alors det(/, +hE; ) =1
%/—/
@ ;(h)

Donc ? £,)=0= go'l.’j 0)

ij
Sii=j, det(/,+hE, )=1+h
Donc ¢, (0)=1

Donc d det, O W s IZ‘X X, of (I) Tr(x)
,e[hln\]] O e T
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Pour 4e GL,(K),
det(4+ H)=det(A)det(], + A H)
= det(A)(1+Tr(4™ H)+o(| 47 H]))

=det A+det(A)Tr(4"H)+ 0(||H||)
(ou on a pris une norme d’algebre quelconque)
Donc la différentielle de det en Ae GL (K) est H > det(A)Tr(4'H)

Et pour 4 non inversible :
On remarque qu’en fait pour 4 inversible,

ddet ,: H > Tr((det A).A™' x H)=Tr('com(A4)x H)
donc par continuité de ’application et densit¢ de GL, (&) dans M (K), c’est

encore valable sur tout M (K).

k
() Caractere C et dérivées partielles d’ordre supérieur a 2.

(En dimension finie)

e Dérivées partielles d’ordre supérieur a 2 :

Si la fonction f:QcE—F admet des fonctions dérivées partielles
0,5/ :Q— F définies sur Q, on peut s’intéresser a I’existence de dérivées partielles
pour ces nouvelles fonctions.

Lorsqu’elles existent, on les appelle dérivées partielles d’ordre 2 de f.

Plus généralement, on peut définir les dérivées partielles d’ordre & pour £ >2.

Cas particulier :

Si E=R":
Soit f:(x,..x,) > f(x,,...x,). On note les dérivées partielles par rapport a une
. of e . , o | df , .
base canonique Fot Les dérivées partielles d’ordre 2 sont les —| —— |, notées plutot
x; x, | Ox;
o’ f
ox,0x,
e Théoréme d’interversion de Schwarz :
Théoréme :

Soit f:Q — F,Bune base de E, B=(e,..e,)
On suppose que 9,4(d, of) et 9,4(d,4f) existent au voisinage de 4 et sont
continues en 4.

Alors aj,% (ak‘lif)(A) = ak,gs (a‘/,ssf)(A)

Démonstration :

Comme on ne s’intéresse qu’a deux vecteurs de ¥, on peut supposer que £ =R,
et par translation que 4 =(0,0).

On suppose de plus F =R (pour alléger les notations)

Soitdonc f:Qe V' (0,0) > R.
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S 00y fim LIS EO=[0.)+/00)

X ( ) ) > X
y (x V)y—>§)0 0) y

, qui

est une limite symétrique en x et y.
(Si F est de dimension plus grande, on le montre pour chaque coordonnée de f)

Posons donc pour (x,y)e Q, A(x,y)= f(x,y)— f(x,0)— £(0,y)+ £(0,0)
Pour x fixé, on pose ¢_:y— f(x,»)— f(0,»)
Ainsi, V(x,y)€ Q,A(x,y)=¢.(y)—¢.(0).

De plus, ¢_ est dérivable (on est toujours a x fixé), et ¢' : y+—>

9
ady

F

g(x,J/)_ (O’y)

Soit donc (x,y)e Q
D’apres le théoréme des accroissements finis appliqué a ¢_, il existe y, € ]0, y[ tel
of

que AGr.) =y, ) = (L (e - L

% % 0,3))

. . . ad .
On applique alors le théoréme des accroissements finis a x > al(x, »,), donc il
'y

2

existe x, € ]O,x[ tel que A(x,y)= xy%(xl,yl)

AGey) _ S
Xy oxdy

aZ
Donc pour xy #0, 0 ) —5500 axg; (0,0

(Par continuité)

. 0’
Et comme A est symétrique en x et y, c’est la méme chose pour 5 ; (0,0), d’ou
)yox

I’égalité.

Attention :

I1 existe des fonctions ayant des dérivées partielles d’ordre 2 différentes.

e Fonctions de classe C* pour k>2 :

Définition :

f:QcE—F estdite de classe C* par rapport a 9 si elle admet en tout 4 et
pour tout ordre p <k des dérivées d’ordre p a_,pa_,pfl .0, [ toutes continues sur Q.

Proposition :

Pour k>2, fest de classe C* par rapport & 9 si et seulement si elle admet des
dérivées partielles d’ordre 1 9,/ qui sont toutes de classe C -

Conséquence :

La caractérisation C* est indépendante de la base choisie.
Remarque :

On sait que f est de classe C' si et seulement si elle est différentiable en tout
Ae Q et Ac Q1> df, e L.(E,F) est continue.

On en déduit que f est de classe C” pour p=2 si et seulement si elle est
différentiable en tout A€ Q et df : Ae Q> df, € L.(E,F) estde classe C”.

On appellera différentielle d’ordre 2 de f'en 4 ’application :

d*f,=d(df), € L.(E,L.(E,F))
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Ainsi, f est de classe C? si et seulement si d°f, existe en tout point A€ Q et
A d’ f, est continue.

Interprétation de la formule de Schwarz :

On suppose que d’f:Q — L.(E,L.(E,F)) est continue.

Pour tous A€ Q et i,ve E, (d’f,))(V)e F

Alors d’apres le théoréme de Schwarz, (d°f,(i0))(¥) = (d*f,(V))(@)
En effet :
Posons ¢(x,y)= f(A+xu+yv)=(f°g)(x,y) pour (x,y) au voisinage de (0,0).

Alors ¢ est de classe C',etona:
d
STy =dg,, (10)

= d(f ° g)(x,y) (1’0) = (dfg(x,y) ° dg(x,y) )(1’0)
= de+xﬁ+y\7 (dg(x,y) (1,0) = de+xﬁ+y17 (u)

a9 . . ’p ) I

—— est dérivable par rapport a y, et )=l f s (V)W)

ox dyox 7
En effet :
Posons W(x, ) = df ,..z,.s = (df © g)(x,») pour (x,) au voisinage de (0,0).
On a alors :

0
Y 6, 9)=dW ) O =d(df) 1 ars 0 dE oy (O])
dy
= d(df)A+xﬁ+y\7 (‘7) = dzfA+xﬁ+y\7 (‘7)

Et en posant ¢,(x, y) = 3—f () = W ).

@, estle composé de y:V(0,0) - L.(E,F) etde Ev. :L.(E,F)—>F .
(Y)Y (x.p) I=1(u)

Or, Ev, est linéaire continu, donc différentiable et Vie L.(E,F),d(Ev,), =Ev,

Donc dg, =d(Ev;), ,°dV,.,,

.0 d d -
Dot 2 (x,y) = Bv, oy, (0,1) = Bv, (52 (x, ) = (S (x, 1)) (@)
dy ady dy

Soit aa ? ) =22 (e, ) = O (e )@) = (02 s (@)
)yox dy dy

Et donc en x=y =0, d’apres le théoréme de Schwarz :

2y OO d’p 20 N

(@ £,)E) =200 = =F-0,0) = (@, ()@)
oxdy dyox
e Opérations sur les fonctions C* :
Théoréme :
Une combinaison linéaire et un composé de fonctions de classe C* sont de classe
c*.

Démonstration :

Par récurrence sur & (pour la composition) :
- Le résultat est déja vrai pour k£ =0.
- Supposons que I’énoncé est établi jusqu’a k—1 pour k>1.
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Considérons alors f:QcE—>Q'cF, g:Q'— G declasse C*.
Donc fet g sont différentiables en tout point de Q et Q'.
Ainsi, go f est différentiable en tout point de Q, et d(go f),=dg,, °df,

Par hypothése de récurrence, Ae Q> dg, , € L.(F,G), qui est compose des

applications f'et dg , toutes deux de classe C*™', est de classe C*™'.
df estaussi de classe C*'.

De plus, I’application B:L.(F,G)XL.(E,F)— L.(E,G) est bilinéaire continue,
(a.f)—>aep

donc de classe C~ :

Si B:E, xE, = F est bilinéaire continue, alors B est de classe C”.
En effet :
B est différentiable en tout point de (a,,a,)€ E, X E, , et

dB EXE, > F
(x,,x, )= B(a,,x,)+B(x,,a,)

Donc dB:E XE, = L.(E,XE,,F) est linéaire continue.
Donc dB est différentiable en tout point (a,,a,)e E, XE, et:
Y(a,,a,)€ E,XE,,d’B =dB

(ay,a,)

(ay,a,)

Donc d’B est une application constante (qui prend la valeur dB sur
E XE))

Donc d’B est différentiable et V(q,,a,)€ E, ><E2,a’3B(u1 ) =0
C'est-a-dire d°B =0, qui est de classe C~.
Reprenons :
B:L.(F,G)XL.(E,F)— L.(E,G) estdonc de classe C”, et
(a.py—aefp
d(go f) est la composée de Q — L.(F,G)XL.(E,F) et de B, qui sont toutes

AH(dgf(A)’de)

deux de classe C*™'
Donc d(go f) estde classe C*' par hypothése de récurrence.
Donc go f estde classe C*.

H) ¢t —difféomorphisme

e Définition :

Soit Q unouvertde E, Q' de F,et f:Q— Q'.

On dit que f est un homomorphisme lorsqu’elle est bijective et bicontinue, c'est-a-
dire que f'et ' sont continues.

On dit que fest un C* —difféomorphisme (pour k >1) lorsqu’elle est bijective et f;
/7" sont de classe C*

(Un homomorphisme serait ainsi un « C°—difféomorphisme » — on n’emploie pas
ce terme)
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Proposition (lien entre df et d(f')):

Soit 1 :Q — Q' un C* —difféomorphisme.

Alors pour tout 4e Q, df, est un isomorphisme bicontinu (c'est-a-dire un
homomorphisme linéaire) entre £ et F, et :

d(f_l)f(A) = (de)_l € L.(F,E)

Remarque :
Si f:QcR">QcR” ou Q# D estun C* —difféomorphisme, alors n= p car

df , est alors un isomorphisme entre R" et R”.

Démonstration :

Ona flof=1Id, et fof'=1d,

Comme fet £ sont différentiables, on a :

d(d,), = dff’(lA) odf,

Or, Id, =(d,),, et Id,, donc d(Id,), =1d,

Donc df;, e df, =1d,

Et de méme df, odff_(lA) =1d,

Donc df, est un isomorphisme, et df,, df f‘(l 4 sont continues, donc c’est un
homomorphisme, et on a bien 1’égalité¢ donnée.

e (Casdeladimensionl: E=F=R.

Rappel :

Soient /, J deux intervallesde R, f:1 —>J, k=>1.

Alors festun C* —difféomorphisme lorsque fest bijective, de classe C* et /' est
de classe C*.

Théoréme (caractérisation des C* —difféomorphismes) :

f:1—J estun C*—difféomorphisme si et seulement si :

(1) fest de classe C*.

(2) f" ne s’annule pas

(3) f(I)=J (surjective)

NB : ce théoréme permet de ne pas avoir a étudier .

Avec (1) et (2), on voit que fest injective et que ' :J — I est de classe C*

e Théoréme d’inversion locale (hors programme) :

Soit f:Qc E — F declasse C*, 4e Q.

On suppose que df, est un homéomorphisme de E dans F' (c'est-a-dire que df,, est
linéaire, bijective, bicontinue)

Alors f(Q) est un voisinage de f(A), et il existe un voisinage U de 4 dans Q,
un voisinage U’ de f(A4) dans Q' tels que f,, :U — U" estun C* —difféomorphisme.

Autrement dit, sous les hypothéses du théoréme, f'est un C* —difféomorphisme au
voisinage de 4.

Démonstration :
(1) Réductions :
On pose L=df,.
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En remplagant f par x+> L' (f(x+A4)— f(x)), on peut supposer que E=F,
A=f(A)=0etdf,=1d.

Par continuité de df en 4, il existe & >0 tel que Vxe Q,

= a1
Soit B, la boule fermée de centre 0 et de rayon «, et g définie par
Vxe Q,g(x)=x—f(x).
Ainsi, g est de classe C' sur I’intérieur de B, , de différentielle nulle en 4=0 et
1 -lipschitzienne sur B, .
Le calcul de la dérivée de ¢+> g(t.N+(1-¢).M) montre que pour tout
1 — 1 —
(N,M)e B12 , g(N)—g(M)= J.o dg(zN+(1—z)M) (NM)dt = J.o (Id— df(zN+(1—z)M))(NM)df
MN
2

Et donc |g(N)—g(M)| <

(2) Maintenant :
Pour x,x'e B;,ona

o= e~
2 2

[F )= £ =|(e(x") = g(x) = (x = x| 2 |l x| -
Donc f'est injective sur B, .

Soit ye B(f(4),%).

On note A, : x> x— f(x)+y, définie sur B, .
Alors :

B, est complete (car fermée dans un espace complet)

h, stabilise B, car pour ||x|| <a,ona

[, G =g G+ ] <[l (x) = g O+ < @ﬂlyll <a

Et g est 1/2-lipschitzienne sur B, donc 4, =g+ y aussi.

Donc d’apres le théoréme du point fixe, il existe un unique xe B, tel que
h,(x)=x c'est-a-dire tel que f(x)=y.

On pose w=f 'I(BO(O,%))mBO(O, o). Comme f est continue, c’est un voisinage
ouvert de 0, et on a de plus f(w)=B,(0,%).

En effet, on a déja f (@) < B,(0,£) par définition de & . Inversement, si [y| <<,
il existe xe B, tel que f(x)=y, mais l'inégalité ||y|| = ||f(x)|| :||f(x)—f(0)|| = @
montre que ||x|| <o etdonc xe @.Donc y= f(x)e f(w), d’ ou ’autre inclusion.

Ainsi, f:w— B (0,%) est continue, bijective. Sa réciproque est de plus aussi
continue car lipschitzienne :

Pour y=f(x), y'=f(x")e B,(0,%),ona:
[y=rl=1r - sz, soit
V(3,3 B,(0,9),| /-7 0N| < 2y-].

Donc f :w— @&'=B,(0,%) est un homéomorphisme ; on pose alors g = f g
est donc déja continue.
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(3) Montrons que g est différentiable sur @'.

Déja, pour ae w,ona |||dfu - Id||| <4, donc df, estunautomorphisme de E.

Soit bzf(a)e @' . Pour ktel que b+ke &', onpose h=g(b+k)—a.

Par continuit¢ de g, 4 tend vers 0 quand k tend vers 0, et comme f est

différentiable en a, on a le développement :
b+k=f(a+h)= f(a)+df,(h)+o(h),c'est-a-dire k =df,(h)+o(h).

On a donc au voisinage de 0 la majoration : [[k| < (|||dfa +1)n]| < 2|
Et on peut donc écrire g(b+k) = f"' b)+h= f’l(b) +df; (k) +df (o(k))
Donc g est différentiable en b = f (a), de différentielle df;".

(4) Enfin, g est de classe C* :
L’application dg:ae @'+ dg, e L(E) est de classe C*"' car composée de

df :ar df, quiest C*" etde pe GL(E)+> ¢ qui est de classe C~.

Corollaire (théoréme de I’application ouverte) :

Soit f:Qc E— F de classe C'. On suppose que pour tout A€ Q, df,:E—>F
est un homéomorphisme (linéaire). Alors f est une application ouverte, c'est-a-dire que
pour tout ouvert Ude Q, f(U)c F est ouvert.

Démonstration :
Soit U < Q un ouvert, et 4e U

Alors le théoréeme précédent s’applique & £, :U — F, de classe C', en 4 et en
particulier, f(U)= f,,(U) estun voisinage de f(A) dans F.
Donc f(U) est voisinage de chacun de ses points.

e Théoréme d’inversion globale (caractérisation des difféomorphismes) :
Exemple :
L’exponentielle complexe :
Onnote E: R*>—>R’ .
(x,y)—>(e*cosy,exsiny)
Alors E est de classe C™, et pour tout (x,y)e R?,

Jao(E), ,, = (e cosy e sy Je GL,(R) (de déterminant > #0)
’ e'siny e'cosy
Donc dE,, , € L(R?) est un automorphisme de R”.

Mais E n’est pas injective, puisque V(x,y)e R*E(x,y) = E(x, y+27)

On peut appliquer le théoréme d’inversion locale :

Pour tout (x,y)e R’, il existe U voisinage ouvert de (x,y) et U’ voisinage ouvert
de E(x,y) tels que E,, :U —U"' est un C”—difféomorphisme. Donc E est un C”—
difféomorphisme local (mais pas global, car non injectif)

On peut appliquer le théoréme de I’application ouverte : E(R?) est un ouvert de

R’ (c’est R*\{(0,0)})
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Théoréme d’inversion globale (caractérisation des difféomorphismes) :

Soit f:QCE—Q'cF,ou Q estouvert, de classe C*, avec Q'= f(Q).
On suppose que :

(1) Pour tout 4e Q, df, est un homéomorphisme de E dans F.

(2) fest injective.

Alors Q' estun ouvert et f:Q — Q' est un C* —difféomorphisme.

(La réciproque est vraie)

Démonstration :

D¢ja, d’apres le théoreme de I’application ouverte, Q' est un ouvert.

Comme f'est supposée injective, f:Q — Q' est bijective et de classe C*

On doit montrer que ' :Q'— Q est de classe C".

Soit Be Q', et A= (B)

On peut appliquer le théoréme d’inversion locale en 4 : il existe un voisinage U
ouvert de 4, U’ de B tels que f,, :U — U" estun C* —difféomorphisme.

Alors (f7),,,=(f,)" estde classe C*

Donc /' est de classe C* au voisinage de B, et comme c’est valable pour tout
BeQ, f7:Q'—Q estdeclasse C*.

Exemples :

- En reprenant ’exemple précédent, pour que E soit un C” —difféomorphisme, on
peut prendre U = Rx |- 7, 7]

Et EU)=C\R_=R?\{(x,0),xe R_}.

En effet :

E est de classe C~

Pour tout (x,y)e U, jac(E), , =" #0

E est injective sur U.

En effet, si E(x,y)=E(x',y") pour (x,y),(x',y")e U, alors & ="+

Donc x+iy—(x'+iy)e 2inz

Donc x=x',et y—y'e 277

Donc comme y,y'e |-z, z[, on abien (x,y)=(x",")

Donc FE est bien un C” —difféomorphisme.

- Passage en polaire :

On note P ’application P: R> — R’

(r,t)—>(rcost,rsint)

On cherche un ouvert U maximal tel que P,:U—>PU) est un C”—
difféomorphisme.

Déja, P est de classe C™, et pour (r,1)e R”.

Et Jac(P)(r,?) 2(

On suppose >0 :
Prenons U = ]0,+oo[><]—72:,72:[.
Sur U, le théoréme d’inversion globale s’applique.

cost —rsint

_ j . Donc jac(P)(r,t)=r
sint  rcost

En effet, P est de classe C”, le déterminant jacobien ne s’annule pas, et P est
injectif.
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Donc P, :U — P(U) estun C” —difféomorphisme et U'= P(U) est ouvert.

Ona P(U)=R*\{(x,0),x <0}.

De plus, U est maximal, au sens que si on ajoute un ouvert @ a U, B, , n’est
plus injectif.

Morale :

Les parties de R”> sur lesquelles on peut passer en polaire sont les
complémentaires d’une 'z droite passant par O.

Etudede P7': U'-U .

(0, y)=>(r)=P"(x,y)
da da JIB JIf

On pose P~'(x,y) =(a(x,y), B(x,y)). On cherche a calculer —, —, ——, .
ox dy dx Jdy

oa o
a(x’ J’) g(x’ y)
On a, pour (x,y)e U', Jac(P™), , = 3B 3B = (Jac(P) . (x’y))‘1
N (x, y) N (x, y)
ox dy

cost —rsint
sint rcost

Or, Jac(P),,, =(

., 1{rcost rsint
Donc (Jac(P), ) =—| |
’ r\rsint cost

_sint _ - sin(fS(x, »))
a(x,y)

Donc a_a (x,y)=cost =cos(S(x,)), % (x,y)=
ox ox

Remarque :
On peut déterminer ,  en résolvant :

cost = =r=4x>+)’
{r . * , c'est-a-dire A% y)=r=yx"+y (x>0)
rsint=y B(x,y)=t=Arctan(y/ x)

e Composition :

Théoréme :
Un composé de C* —difféomorphismes est un C* —difféomorphisme.
La réciproque d’un C* —difféomorphisme aussi.

Démonstration :
Découle de la définition.
Exercice :

On cherche une condition nécessaire et suffisante sur (a,b)e R’ pour que
¢:(x,y)— (x+asin y, y+bsin x) soitun C~—difféomorphisme de R*> dans R”.

On doit montrer que :

@ est de classe C”, son déterminant jacobien ne s’annule pas, que ¢ est injective

et (R*)=R">.
Déja, ¢ estde classe C”.
1 acosy

, de déterminant 1—abcos y
bcosx 1

On a pour (x,y)e R?, Jac(9),,. =(

11 faut donc déja que |ab| <1.
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Cette condition est suffisante : on suppose maintenant que |ab| <1:

x+asiny=u

On considere le systéme (S){ , montrons que le systéme admet une

y+bsinx=v
unique solution pour tous u,ve R.
o x+asiny=u
On a I’équivalence : (S) & . .
y+bsin(u—asiny)=v
Etennotant g, : y+> y+bsin(u—asiny),ona:
Vye R,g' (y)=1-abcos(u—asiny)>0

Donc g, est strictement croissante. Comme de plus lim g, (y)=+c et
y—>too
lim g, (y)=—o<, g, estune bijection de R dans R.
y—oo

Donc I’équation g, (»)=v aune unique solution ye R pour tout ve R
Donc (S) a une unique solution.
Donc fest un C”—difféomorphisme si et seulement si |ab| <1

IV Cas des fonctions a valeurs réelles

Soit f:Q c E — R ou E est un espace de Banach.
On note, pour 4,Be€ E, [A, B] ={tB+(1-1)4,te [0;1]}

A) Cas ou E est un espace euclidien : gradient

Si f'est différentiable en A4, alors df, € E' est une forme linéaire.

Définition :

On appelle gradient de f en A D'unique vecteur gradf(4)e E tel que
Vhe E,df ,(h) =< gradf (4),h >

Remarque :

On a vu que D’existence et ’unicité d’un tel vecteur est aussi valable dans un
espace de Hilbert, donc on peut étendre la définition.

Proposition (gradient en base orthonormée de F) :
Soit B =(¢,,...£,) une base orthonormee de (£,<, >).

- P
Si f:Qc F— R estdifférentiable en 4, on a alors gradf(4) = Z(aj!_%f)(A)sj ,

J=1

- P
C'est-a-dire que pour tout / = ijgj eE,ona:
Jj=1

4, (F) =< grad f (). 5= 3,2, )(A)

Démonstration :
Le vecteur convient effectivement.
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Remarque :
A ”ﬁ” fixeé, df, (h) est maximal lorsque /4 est dans la direction de gr—aci f(A4)

Donc gr—aci /'(A4) indique la direction dans laquelle la variation de f'est maximale.

Exemple :

1) f: R" >R (Ou R" est muni de sa structure euclidienne canonique)
X=(x,...x, )X,

Alors f; est linéaire, continue, donc différentiable et V4e R",df,(4) = f,
Donc gradf, =€, (ou &, est le i-éme vecteur de la base canonique)

(2) det: M, (R) >R  estdeclasse C”, et
Ar—>det 4

VAe M, (R),VH e M,(R)d det ,(H)=Tr('‘com(4)H)
Si on munit M, (R) du produit scalaire < M, N >=Tr("M x N), on a alors :
(gr—ad det)(A4) = com(A4)

Propriété (En dimension 2 : gradient en coordonnées polaires) :

On note E le plan euclidien orienté rapporté & (i, /) orthonormée.

Soit f:Qc E— R declasse C'. On pose, pour (7,?) tel que (rcost,rsint)e Q,
F(r,t)= f(rcost,rsint).

Alors F est de classe C' et pour tout (r,7) tel que rcost.i +rsinz.j€ Q,ona:

of o

(gradf)(rcost,rsint) = ™ (rcost,rsint)i + > (rcost,rsint) ]
y

:a—F(r Hu, +la—F(r Hu

t+7m/2

Ou ii, = cost.i +sint.j.

Démonstration :

On sait que P: ]O,+oo[><R —R?\{(0,0)} estun C~—difféomorphisme local.
() (rcost,rsint)
) X, =1, COS{,
Pour (x,,y,)e R \{(0,0)}, on note alors (r,,t,) tel que .
Yo =1, SIn¢,
Alors P réalise un C”—difféomorphisme d’un voisinage de (7,,7,) dans un
cost —rsin tj

sint  rcost
Ona F(r t)—f(rcost,rsint):(foP)(r,t)

voisinage de (x,,,), et Jac(P),,,, :(

Donc : —(r f)= afoP(r ). cost+g—];0P(r f).sin

Etla—F( z)—af o P(r,1).(~ s1nt)+g—J;oP(r £).cost
aioP(r t)—costa—( t)—%n’a—F( )

pone aFoP(rt)—smta (r z)+&s’a—F( 0

Chapitre 20 : Fonctions de plusieurs variables réelles, calcul différentiel
Fonctions de plusieurs variables Page 24 sur 33



Ainsi, ngdf o P(r,t)= aa—F (r,t)(cost.i +sint.j)+ 19F (r,t)(—sint.i +cost.j)
r r

ot

B) Accroissements finis

e Théoréme (formule intégrale) :
Soit Q un ouvertde E, A,Be E tels que [A, B] cQ

Soit f:Q — R declasse C'.

1
Alors f(B)= f(A)= | dfipu4 (B~ A)dt
Si I’espace est euclidien (ou de Hilbert),

(B~ f(A) = jol< gradf (1B +(1—1)A), B— A > dt

=<j;gr—ac1f(t3+(1—t),4)dt,B—A >

Démonstration :

On pose @(t) = f(1B+(1—t)A) = f(A+1(B— A)) pour te [0,1]

Alors ¢ est la composée de o:t+>tB+(1-1)A et de f, qui sont de classe C'
donc ¢ est C' et Vi€ [0,1L¢' () = (df) o4 (0" () = (@) sy s (B~ A)

Done f(B)- f(4)=p()-p(0)= [ ¢ (0t

Remarque :
Soit @ :[0;1]]— E continue par morceaux, ou £ est un espace de Hilbert, et ve E .

Alors [ <a(t),v>dr =< [ etydr,v>

Démonstration :

Si E est de dimension finie, il suffit d’en prendre une base et d’utiliser la linéarité
de I’intégrale.

Cas général :

On suppose v#0 (le cas v=0 est évident).

Si a est en escalier sur [0;1], on a bien le résultat.

Sinon, soit € > 0. Il existe alors ¢ en escalier sur [0;1] tel que ||a’—(0||w < —2i|€ " .
v
On a alors :

1 1
UO <a(t),v>dt—< 'fo a(t)dt,v>

< U; <at)—@(t),v>dt—< Ll a(t)—e(t)dt,v>

1 1
+U0 <@(t),v>dt—< 'fo ot)dt,v>

=0

< jol|< a(t)— (), v Sldt + ‘< jol a(t)— p(t)de,v >

M

< Jol”a(z)—(p(t)||||v||dt+H [ at)- ooyt

<le—al M+le—ol M<e

D’ou le résultat.
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e Inégalité des accroissements finis :

Théoréme :
Soit Q ¢ E ouvert convexe, f:Q c E— R de classe C'.

(1) On suppose qu’il existe M positif tel que pour tout A€ ., |||df P ||| <M
Alors VA,Be Q| f(B)— f(A)|<M|B- 4|,
(2) Si E est un espace euclidien (ou de Hilbert) :

On suppose qu’il existe M positif tel que VA€ Q, gr?l f (A)H <M.
E

Alors VA,Be Q,

S(B)~f(D|<M|B-4|,

Démonstration :
On a, pour tous 4,Be€ Q :

|f(B) - f(A)| = J;l dftA+(1—t)B (B- A)dt‘

< _E|dftA+(1—t)B (B- A)|dt < _[01 |||dftA+(l—t)B
Si E est un espace de Hilbert :

||||B — A|dt

L’application ¢: E— R est linéaire, continue et on a déja vu que |||(p||| =|lal, -
V<a,v>
Le résultat a montrer en découle.

Remarque :
Si Q est connexe par arcs (non convexe) :

On admet que deux points de Q peuvent étre joints par un chemin de classe C'

(on peut faire un chemin polygonal par morceaux, puis « affiner»... Ou C' par
morceaux et continue suffit)

Soient 4,Be Q, o [0,1] — Q declasse C' tel que 0(0)=4, o(1)=B.
Alors pour f:Q — R declasse C',ona

1d 1 .
FB)=f ()= 2-(f e owNdt= [ df ., (0" (@)

S’il existe M positif tel que VH € Q, de||| <M, alors

|f(B)—f(A)|SMLI||O"(t)||dt, et 'fol||o"(t)||dt correspond a la longueur de I’arc
AB

o

S(B)= f(4) < M.dg,(4,B)
Ou dg,(A4,B) est la distance géodésique de 4 a B dans Q, c'est-a-dire la borne

Ainsi,

inférieure de 1’ensemble des longueurs des arcs 4 B, pour ¢ de classe C' reliant 4 et
B.

e Application :

Théoréme : caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert convexe.
Soit Q un ouvert convexe, f :Q — R. Alors fest constante si et seulement si elle

est de classe C' et VAe Q,df, =0
Complément : c’est valable si Q est connexe.

Démonstration :
Si fest constante, alors elle a des dérivées partielles nulles donc de classe C'.
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Et pour tout A€ Q,ona Vue E,df (u)=D,f(A4)=0 donc df,=0€ E'

La réciproque, c’est I’inégalité des accroissements finis avec M =0.

Si Q et seulement connexe :

On suppose que A€ Q,df, =0

(Le sens direct est vrai pour la méme raison que précédemment)

Soit 4,€Q, X ={Be Q, f(4,)= f(B)}

Comme fest de classe C', elle est continue donc X est fermé dans Q.

De plus, X #J car 4, X .

Enfin, X est ouvert, car pour Be X, il existe » >0 tel que B, (B,r) cQ, mais
comme une boule est convexe, d’aprés le point précédent,

VM e B\(B,r), f(M) = f(B)= f(4,)

Donc B,(B,r) c X, ce qui montre que X est aussi ouvert, donc X =€ puisque Q
est connexe.

* Fonctions convexes sur un ouvert convexe £ :

Définition :

Une fonction f:Q — R est dite convexe si

V(4,B)e Q> Vie [01] f(t.A+(1-0)B) <t.f(A)+(1-1)f(B)

Rappel :

f:IcR—-R de classe C' sur 'intervalle / est convexe si et seulement si sa

dérivée est croissante.
Remarque :

S Q>R est convexe si et seulement si pour tous 4,Be€ Q, f, 5 est convexe,
ou encore si et seulement si pour tous A4,Be Q, t+— f(t.A+(1—1).B) est convexe
(définie sur [0;1])

En effet :
Si f est convexe, alors W, ,:t+> f(t.A+(1-¢).B) est la composée de

t—t.A+(1-¢).B quiest affine et de f'qui est convexe, donc est convexe.
Reéciproquement, si ¥/, , est convexe pour tous 4, Be Q, alors

VA,Be Q, f(tA+(1-1).B) =y, ,() =¥, ,(tx1+(1-1)X0)

< ”//A,B (1) + (1 - t)WA,B (0)
H_J H/_J
S (4) S (B)

Proposition :
Soit f:Q — R declasse C', Q un convexe.
Alors fest convexe si et seulement si V(A4, B)e Q°,(df, —df,)(A—B)>0

Démonstration :
On introduit comme précédemment ¥/, , : 1+ f(£.A+(1—¢).B) définie sur [0;1].

Alors y, , estdeclasse C', et Vie [0;1],1//'/1!3 O =df 11q-s(A—B)
Si f est convexe, alors pour tous 4,Be Q, v, , ’est c'est-a-dire que ¥', ; est
croissante donc ¥', , (1) —y', ; (0)=(df, —df;)(A—B)=20
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Réciproquement, supposons que V(4, B)e Q*,(df, —df,)(A—B) =0 ; Soient alors
A,Be Q. Ona, pour t,f'e [0;1] avec t'> ¢,
W'A,B (f) - l//'A,B (t) = (df;'A+(1—t')B - dfo+(1—z)B)(A - B)
= (df;'A+(1—t')B - df;A+(l—t)B)(t (t' A+ (1 =t )B —tA— (1 - t)B))
1
= o (@ sy = Wasonp) ' A+ (A=1")B—tA—-(1-1)B) 20

Donc y', , est croissante, donc ¥, , est convexe et f aussi.

C) Développements limités et formule de Taylor

e Alordrel:
Voir différentiabilité.

Théoréme :

Soit f:Qc E — R declasse C'

Alors pour tout A€ Q, fadmet au voisinage de 4 le développement
S(A+H)= f(A)+(df,)(H)+o(|H])

Si E est de dimension finie, ®=(e,..e,) une base de E, alors pour tout

H= Zp: he e E, f(A+H)= f(A)+ Zp: By @, o/ )(A)+o(H])

Démonstration :

Si fest de classe C', elle est différentiable en tout point.
e Matrice hessienne et différentielle seconde pour £ de dimension finie.

Soit B=(¢,,...£,) une base de E, f:Q— R de classe Cc*.
Pour tout A€ Q,df € E*=FE" est définie par

VH =S he e Edf (H)=3 h@,/)A)

Comme f'est de classe C*, df :Q — E* est de classe C', c'est-a-dire que les J,.f

sont de classe C'.
On note (&, ,...£,) la base duale de .

Ainsi, df, = i(aj e,

J=1

On cherche les dérivées par rapporta €, de df : A+—>df, :

Ona VAe Q,0,dN)4)=39,@, /) Ae]

_ D _ D
Pour 4 = Zh_iej , k= ijgj ,ona ainsi :
J=1

J=1

&1, () =Y 0. A =YY 00, /) Ahe

=l j=1
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Puis d* fA(h) Za @ ) (Ah, = ZZ(a f)(A)hl.g_’;

i=l j=1
De plus, (d° f, (h))(k) est symétrique en (h,lE) d’aprés le théoréme de Schwarz.
Donc B, :(h,k)e E* > (d*f,(h))(k)e R est une forme bilinéaire symétrique.

La matrice de B, dans la base 9, ((d ,.a_i (A) s’appelle matrice hessienne de

i=l.p
Jj=l.p
fen A4 relativement a ¥B.

Exemple :
Soit f:QcR*>— R de classe C*. La matrice hessienne de f (relativement a la
base canonique) est

9’ f 9’ f
5 () axdy (x,)
8 0’
2 Sy
° Formule de Taylor a I’ordre 2 :
Théoréme :

Soit f:QcR" - R declasse C*, 4e Q.
Au voisinage de 4, fadmet le développement limité :

fM+H)fL®+Zh mw—( ; JﬂﬂHW
i=l j=1
df, (d*f(H))H)
Ou H =(h,...h,).
Remarque :

Pour un espace E de Banach, f:Q c E — R de classe C°,
1
f(A+H)=f(A)+de(H)+§(d2fA(H))(H)+0(||H||2)

Démonstration :
Soit >0 tel que B,(4,r)c Q.

Pour ||H|| <r,posons @(t)= f(A+tH), te [0 1]

Alors ¢ est de classe C?, et Vte [O 1] oW)=df ., (H)= Zh ai(AHH)

i=1

e (2 _N 9’ f
Puis ¢"(#) = ((d fAHH)(H))(H)—ZZh,-h,- ooy AtH)

=l j=1 i

D’apres la formule de Taylor intégral a ¢ entre O et 1,
1
fA+H) = f(A)~df,(H) = o)~ p0)-¢'(0) = L (=0)¢" ()dt

Soit €>0. Il existe alors ae ]O, r] tel que

~d*f )|

<& (car A~>d*f, est continue)

Ainsi, pour ||H || <o,

f(A+H)—f(A)—de(H)—%(dzfA(H))(H)=Ll(l—t)@’”(t)—(deA(H))(H))dt
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Soit :
< [ f o (D) = (a2 £ (ED) (D

< [l £ B = (@2 10 e
<[ e

<e carHtHHSa

x|H| dt < e|H]|’

D) Extremums

e Condition suffisante d’existence :

Théoréme des bornes :
Soit K un compact de E, non vide, et f: K — F continue.
Alors fest bornée sur K et atteint ses bornes.

e Condition nécessaire d’extremum sur un ouvert pour une fonction de classe C'

Théoréme :
Soit Q unouvertde E, f:Q — R de classe C'

On suppose que fatteint en 4 un extremum local.
Alors df ,=0.

Définition :
Un point 4 en lequel df, est nulle est appelé point critique de f.

],gl(A)zo ou
X

1

Si E=R": A est un point critique si et seulement si Vie Hl,n

encore si et seulement si gradf'(4) = 0

Corollaire : le théoréme s’énonce aussi ainsi :

Tout extremum sur un ouvert d’une fonction de classe C' est un point critique.

Démonstration (du théoréme) :

Si A est un extremum local, alors pour tout u € E,

@t f(A+ti)e R, définie au voisinage de 0, est de classe C', présente un
extremumen ¢ =0.

Donc ¢'. (0)=0. Mais ¢'. (0)=df ,(u)

Donc Vi e E,df ,(u)=0,donc df, =0

Remarque :

Soit K # < un compact de E, U=K, f:K—->R.

On suppose que f'est continue sur R et de classe C' sur U.

Alors fprésente un maximum et un minimum sur K, qui sont atteints :

- Soit en des points critiques de f

- Soitsur 0K =K \U

e Rappel sur la dimension 1 :

Soit I:[a,b] un segment de R, f:1 — R de classe C’, et on suppose qu’il
existe x, € ]a,b[ tel que f"'(x,)=0.
Si f"(x,)>0,alors f(x,) estun minimum local strict
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Si f"(x,)<0,alors f(x,) estun maximum local strict

Si f"(x,)=0, on ne peut rien dire.

(Extremum strict :

Il existe & >0 tel que Vxe Jx, —a,x, +a[\{x,}, £(x) > f(x,))

e FEtude au voisinage d’un point critique :

Théoréme (hors programme) :

Soit Ae Qc R", f:Q — R declasse C* tel que 4 est un point critique de f.
On note H la matrice hessienne de f'en 4 relativement a la base canonique de R”.
Alors :

(1) Si f(A) est un minimum local, alors H est symétrique positive

(2) Si f(A) estun maximum local, alors H est symétrique négative.
(3) Si H est définie positive, alors f(A4) est un minimum local strict
(4) Si H est définie négative, alors f(A4) est un maximum local strict.

Rappel : H est positive si VU e M, (R),'UHU >0

Démonstration :
(1) Pour tout e R, posons ¢.(t) = f(A+tui) pour ¢ au voisinage de 0.

Alors ¢.(0) est un minimum local de ¢,
Comme ¢, est de classe C*, ¢ (0)=0.

" AN ’;f -
Or, ¢". ()= ZZuiu‘i ou u = (u,,..u,)

P 0x,0x;

uVl

Donc ¢ (0)="UHU 20 ot U = (j

Donc comme c’est valable pour tout u € £, H est bien positive.
(3) On utilise la formule de Taylor a I’ordre 2 :

Prenons || || définie sur R" par ||X ||:\/ 'XHX

(X—'XHX est une forme quadratique définie positive)
D’apres la formule de Taylor, au voisinage de 4, on a :
- - p 2
f(A+iD) = f(A)+df, @) +5UHU +o(U[)
=0

Donc f(A+ii)— f(A) =Y UHU +o(|U)

Ainsi, il existe @ >0 tel que Vue R",|u|<a= ‘0("(]”2) <s'UHU

Donc pour |u| < e, f(A+ii)> f(4).

e Description des points critiques :

Définition :

Soit A€ Q un point critique de f'de classe C*. On note H la matrice hessienne de f

Si H est définie positive, 4 est un minimum local strict

Si H est définie négative, 4 est un maximum local strict.

Si H n’est ni positive ni négative, A4 est un col, c'est-a-dire que pour tout voisinage
Vde A, il existe M,NeV telsque f(M)< f(A)< f(N)
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e (Cas de la dimension 2 :

Théoréme :

Soit f:QcR* - R declasse C*, 4e Q.

9’ 9’
9Ly, s=2L )
dy oxdy

0 0 02
On pose p=§<A>, q=£(A), . ax{(m, -

o . . ros
Ainsi, la matrice hessienne de fen 4 est H :( J . Alors :
s

(1) A4 est un point critique si et seulementsi p=¢=0.
(2) On suppose que p=g=0 :
Si A=rt—s>>0, alors A4 est un extremum local strict :
Un minimum local strictsi » >0 (ou r+¢>0)
Un maximum local strict si » <0 (ou r+¢<0)
Si A<0, alors 4 est un col.
Si A=0, A4 est dégénéré : on ne peut en général rien dire.

Démonstration :
Soient A, les deux valeurs propres (réelles) de H. On a alors Au=detH =A

Si A>0,ona:
- Soit A>0 et u4>0 donc H est définie positive donc on a un minimum local

strict (et r+t=Tr(H)=A+u>0)

- Soit <0 et #<0 donc H est définie négative donc on a un maximum local
strict.

Si A< 0, Hn’est ni positive ni négative donc A4 est un col

Si A=0, on peut supposer que A =0 :

- Soit >0 et A n’est pas un maximum local

- Soit 1 <0 et A n’est pas un minimum local

- Soit £ =0 etiln’y arien a dire (sauf que H =0)

Proposition :

Soit © un ouvert convexe de R”, f:Q — R de classe C*.

o f
ox,0x;

(A)J est

Alors f'est convexe si et seulement si pour tout 4e Q, H, z(
Jj=l.n

symétrique positive.

Démonstration :
La condition est nécessaire :
Si f'est convexe, alors pour tous 4,B€ Q, ¢, ;:t+> f(t.A+(1—1).B) est convexe

(car f'est convexe et > t.A+(1—1).B est affine)

n o n 2
Done Ve [0,1J0< 9", , ()= D uu, of (t.A+(1—-1).B)
’ P ox,0x;

Ouu=A4-B=(u,,.u,)
Avec t=1, onobtient VUe M, (R),'UH U >0

La condition est suffisante :
Si H, est symétrique positive, alors VA,Be Q,Vte [0,1], @",5()20 donc @, ,

est convexe. En particulier, Vze [0,1} ¢, ,(.1+(1-1).0) <19, ,()+(1-1)@, ,(0)
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Clest-a-dire Vre [0,1], f(r.A+(1—1).B)<t.f(A)+(1—1).f(B)
e [aplacien, fonctions sous—harmoniques, principe du maximum.

Pour /:QcR"” > R declasse C* et 4e Q, on pose
n 2
@N=3 3L (H=Trr,)
j=1 OX;
Définition :
On dit que f est harmonique lorsqu’elle est de classe C*> et Af =0, et sous—
harmonique lorsque VA€ Q,Af(A4)=>0
Remarque :
Si f est convexe et de classe C°, elle est sous—harmonique (car alors H, est

symétrique positive pour tout 4€ Q, donc Tr(H ,)=0)

Exercice :
Soit U un ouvert de R", borné, et K =U , compact.
Soit f:K — R, continue sur K et de classe C* sur U telle que VAe U,Af(A4)=0

Alors sup f =sup f
K oK

Démonstration :

Si VAe U,Af(4)>0 :

Alors d’apres le théoréme des bornes, il existe M, € K tel que f(M,)=sup [
K

Si on avait M e U, alors M|, serait un point critique et un maximum local. Donc
H,, serait symétrique négative et donc Af (M) =Tr(H,, )<0, ce qui est faux.

Si maintenant VA€ U,Af(A4) >0 :

Pour £>0, onpose g,(M)=f(M)+ ez x7 . Alors g, est continue sur K.

i=1

Sur U,ona VM e U,Ag.(M)=Af(M)+2ne >0

Donc le cas précédent s’applique et pour tout M € K,

JM)< g (M)<supg, (M)

Or, K est borné, donc il existe ¢>0 tel que VMe K,x +..+x.<c ou
M =(x,,.x,)

Pour MedK, g.(M)< f(M)+é&c,donc VM e K, f(M)< g, (M)<sup f+é&c

K

Comme c’est valable pour tout £ >0, onabien VM e K, f(M)<sup f
K

e Exemple : probléme de Laplace.

Soit K un compact, U = K . Soit @:90K — R, continue.
On cherche s’il existe f: K — R continue telle que f,,, =@ et fest de classe C*

harmonique sur U: Af' =0.
Ce probléme a au plus une solution.

Démonstration :
Si fet g sont deux solution, alors f—g est sous—harmonique (A(f—g)=02>0)

sur U, continue sur K et nulle sur 0K .
Donc f—g<sup(f—g)=0,etdeméme g— f <sup(g—f)=0.Donc f=g.
K K
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