Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence
Creative Commons “Attribution — Partage dans les mémes conditions @ @ @
4.0 International”. https://www.immae.eu/cours/

Chapitre 19 : Séries de Fourier

I Analyse harmonique

On considére les fonctions f: R — C T-périodiques continues par morceaux (7 > 0)

On pose o= 27
T

A) Moyenne

Théoréme :
Soit f: R — C continue par morceaux 7-périodique.

Alors la quantité %J%T f(®)dt estindépendante de ae R.

Définition :
On P’appelle valeur moyenne de f'sur une période.

Démonstration :
ons [y~ r+f[ 1[5
a+T a+T a
Or, jT f= L f(t=T)dt = jo f(u)du
a+T T
Donc il nous reste L f= L f.

B) Coefficients et série de Fourier de f.

Soit f: R — C continue par morceaux 7-périodique.
e (Coefficients complexes :

1 pa+T 1 patr 2T,
Pour ne 7, on pose cn(f)z—I e f(t)dtz—f e f(t)dt
T a T e
e Série de Fourier de f:
C’est la série de terme général u, ou
Vxe R,uy(x)=c,(f)
Et pour n>1, Vxe R,u,(x)=c,(f)e"* +c_,(f)e "
De sorte que la n-iéme somme partielle de fen xe R est:
S,(N)x) =D u(x)= Y e (e
k=0 k=—n
Attention :
+o0 +o0 &x
Pour la série de Fourier, on utilise la notation Zun (x) etpas ch (fleT
n=0 n=—oco

(Les séries peuvent diverger)
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e Forme trigonométrique :

On pose a,(f)=c,(f) : moyenne de f.

Etpour 21, a,(N) == f(t)cos(z’;”fjdt, h(r=2[" f(z)sm(%;mjdz

e Relation :

Théoréme :

Ona a,(f)=c,(f)

Pour n>1,0na
Vxe R,c, ()e" +c_ (e =a,(f)cos(nwx)+b,( f)sin(nw.x)

Etdone a,(f)=c,(f)+c.,(f). b,(f)=ic,(f)~ic,(f)
Ou ¢,(f) = %(an () =ib, (/). c.(f) = %(an () +ib, (1)

Démonstration :
11 suffit d’écrire les coefficients sous forme intégrale.
Autre écriture de la série de Fourier :

a, + i (a,(f)cos(nw.x)+b,(f)sin(nw.x))

C) Symétries

On considére f: R — C continue par morceaux 7-périodique.

Morale :
Les symétries de f'se retrouvent sur sa série de Fourier :

Théoréme :
(1) Sifestréelle, alors a,e R, Vne N*,a,(f),b,(f)e R.

Ou Vne Z,c,(f)=c_(f)

(2) Sifestpaire,ona Vn2=1,b (f)=0

Et a,(f) = % [} £(t)dt. etpour n21, a,(f)= % [ rt)costnaayd.
Si f'est impaire, ona Vn=0,a,(f)=0

Et Va>1,b,(f)= % [} f0ysinnarnds

Démonstration :

Le premier point est clair. Pour le deuxiéme :

Si fest paire, t = f(¢)sin(nw.t) est impaire donc b,(f)=0
Et 11> f(¢)cos(nw.t) est paire, donc pour n =1,

a (f)= % [ F0)cosnarndr = % j [ () cos(nwi)dt = % jo [ () cos(nwa)dt

C’est la méme chose pour f'impaire.

Théoréme : coefficients de Fourier d’une dérivée
On suppose f:R — C T-périodique, C' par morceaux et continue.
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f'(x)si f estdérivableen x

On pose g(x) = % lim(f'(x+ h)+f'(x—h)) sinon
h—0*

Alors g est continue par morceaux, 7-périodique et on a :
Vne Z,c,(g)=inaw.c,(f)
Autrement dit, pour tout n, S,(f)'=S,(g)(=S,(f") sifestdérivable)

Rappel :

Comme fest supposée C' par morceaux, /* a une limite a droite et a gauche en tout
point.
Démonstration :

(1) Si fest de classe C' :
Alors g=f",et:

cn (f') = %J.OT f'(t)e_inmtdf = %w _%J.OT (_l‘nw)f(t)e—inamdt
=inw.c,(f)

(2) Si fest C' par morceaux :
Soit ae R tel que fet g soient définis et continus en a.
On note a,=a<a,...<a,=a+T les points ou f n’est éventuellement pas

dérivable.
a+T . 2 " )
Alors Tc, (g9)= J. g(l‘)e—mw‘tdt = ZJ. 7 g(t)e—mamdt
a ‘= a

. 1 . y ..
NB: f), 4, estdeclasse C car fest continue sur [aj,a et /" a des limites en

J+l
a, eta,,.

/
Comme g, , , coincide avec ( f/[a,ua,-ﬂl) sauf peut-€tre en @, ouen a,,,, on peut

J+ 2

faire I’intégration par partie et :
p-l . i a;y .
T, (9)= Y [f0e™ ] +inwy. [ f()e " dt =in>T.c, (/)
=0 =0 "%

D’ou le résultat.

D) Lemme de Riemann—Lebesgue

Théoréme :

: . . r inw.
Si f: [O,T ] — C est continue par morceaux, alors 11111 IO f(H)e"dt=0
n—>Too

Corollaire :
Si fest continue par morceaux et 7-périodique, alors hIP ¢, (f)=0
n—>Too

Démonstration :
Déja vu.
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E) Exemple

T—X

Soit f:R —> R 2x -périodique définie par Vxe [0,27[], f(x)=

Quelle est la série de Fourier de f?
Etudier la convergence de cette série et calculer sa somme.

\ }[ zyir
f(x)six£0[27]

0 six=0[2x]

Alors f est impaire, et j~” et font les mémes coefficients de Fourier.

Si on pose f(x) = {

Donc les a, sont nuls pour tout ne N .
OnaT=2x,donc w=1

Et b, (f) = % [ f@sin(noydt = % [

Soit en faisant une intégration par parties :

zh (f)= {— cos(n.t) ”2—_1} '
n

-t .
sin(n.t)dt
3 (nt)

1 2
- —j cos(n.t)dt
27 0 ,

=0

0

T T T
=4t —=—
2n 2n n
Donc Vne N*,bn(f):l
n
& sinn.x
Et S(f)=), .
n=1

Calcul de S(f) :
Si xe zZ,S(f)=0
Sixenz :

Ona l:J.lt"_ldt
n 0
Soit Ne N.Ona:

S (f)= ﬁ: [[sin(uxyetar

_ Im(J: itn—le—imxdtj _ Im(J‘Ol e’xeix (1 _ Vit )dtj

n=1 l_t
=1Im _r ¢ —dt—r, — Im| _r S
0]—te™ e 0] —te”
N
ou |r, SJ.I ! —dt < M — 0, avec M tel que Vte[O,l], — <M
O‘l—te”‘ n+1 1—te"
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Etonadeplusj a’t:—1 d —ln(2sin§)+iﬂ-_x

1
0] —ze"™ 0f—e™

Donc S, (f)(x)———> f(x) pour xe [0,27]

n—r+oo

II Un espace préhilbertien
A) Espace des fonctions continues

27 -périodiques

On note C,, l’ensemble des applications de R dans C continues et 27 -
périodiques.

e Structure :

Théoréme :

C,, est une sous—algebre de B(R,C) munie de +,- X
Remarque :
On a un autre opérateur : la convolution dans C,, :

Pour f,ge C,, ,onpose f*g 'application définie par
1 2z
re R (f* @) =" f(x=0g@dr

On a vu que * est une loi de composition interne, bilinéaire, commutative,
associative dans C, _ .

e Produit scalaire :
Théoréme :

L’application (f,g)e C; < f,g>= %J-OZ” f()g(t)dt est un produit scalaire
T

sur C,,

Mais C,, n’est pas complet pour la norme | |, associée a ce produit scalaire.

B) Des systémes orthogonaux

in.t

Pour ne 7, on définit ’application e, par Vie R,e (f)=e
Pour ne N, Vte R,c, (t) =cos(nt)

Etpour n>1, Vte R,s, () =sin(nt)

Alors toutes les application introduites sont dans C,, .

La famille (e, ), est orthonormale

1
Et (¢,),en U (5,),en» st orthogonale, avec Vn >1,|c,|, =s,], :ﬁ et ||Co||2 =1
En effet :
1

27 . .
b e™e™dt=9, pour m,ne 7z
pn :

Etpour n>1,

cn||§ = ij.:” cos’ (nt)dt = %
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C) Polyndmes trigonométriques

Propriété :
Les familles (e,),., et (c,,s,) .y sont libres.

geN*

Pour Ne N, ona Vect(e,, n| < N)=Vect(c,,s,,0< p<N,I<g<N)
Démonstration :
Les familles sont libres car orthogonales et aucun vecteur n’est nul.

L’égalité résulte de formules de trigonométrie.

On pose alors T, = Vect(e,,

n<N),et T =T,
neN
Définition :
Un ¢élément de 7 s’appelle polynome trigonométrique.
Si Pe T\{0}, on appelle degré de P le plus petit entier N tel que Pe T, V-

Théoréme :

T est le sous-espace de C,, engendre par C,, ou par (c,,s,) .y

geN*

De plus, (e,),., est une base orthonormale de 7, et (c,,s,),.y une base

geN*
orthogonale.
On a donc un filtre de sous-espaces de C,, (pas tout a fait un drapeau, la

dimension augmente de 2) : 7, =Ce, c1,...cT c C,,

Exemples :
- Noyau de Dirichlet :

Pour ne N, on pose D, = Zeke T,
k=-n

. (2N +1 j
sin 5 t
Formule : Vte R\277Z,D,(t)=——————=
sin(¢/2)

Et Vte 277, D, (t)=2N +1

Démonstration :
Site R\2xn7Z,

" 2N N
DN(Z) :e—t JZe;}.t :e—m.t -
j:0 1_ e
- 1 — !N+ e—i(N+%)t _ei(N+%)t
—_ ! 2 —
=e BT -i% it
e ’—e e ’—e
- Noyau de Féjer :
D,+..+D
On pose pour ne N, F,=——"—"€T, .
n+l

2
.
Formule : Vte R\ZJZ'Z,Fn(t):L Sl B N
n+1{ sinjt

Et Vte 227, F () =n+1
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Démonstration :

Si te2nz, F, ()= Ll(l +3+...+4(2n+1)) et on montre par récurrence que
n+

(1+3+..4+(2n+1))=(n+1)*, d’ou I’expression.

o 1 n itk
Sinon : (n+1)F, (f) = ZM = Im(z e—J

t

i sinf i sinj
. L ik 1-& ") 1—cos((n+1)t) _sin® 2t
Et (n+1)sint £, () =Tm| 3¢ | = 126 | 1zcosia ) _sin
=0 —2isin§ 2sin§ sin 5

D’ou la formule.

D) Interprétation géométrique des séries de Fourier

Théoréme :
Soit f'e C,,. Pour tout ne N, S (f) est la projection orthogonale de f'sur 7, .

/=

n

S, (e =S, = Dl O+ =S, (N

k=-n

En particulier,

Démonstration :
Iei, T=2mr et w=1.

On a pour tout ne 7, cn(f)=Lr”e”'”"f(t)dt=< e,f>
270

Done S,(/)= e, (Ne = S<e,. f>e,

k=—n k=—n
k| < n} est une base orthonormale de 7, S, (f) est bien la projection

Comme {ek,
orthogonale de f'sur 7,
De plus, f—=S (f) et S,(f) sont orthogonaux, donc d’apres le théoreme de

S =18, O+ =S,

Et comme de plus S, (f)= ch(f)ek ou {ek,
P

==n

Pythagore,

k| < n} est orthonormale, on a bien

S, = Xlec(f

Corollaire :
Pour tout fe C,,, la famille (c,(f)),., estde carré sommable, c'est-a-dire que la

c,(f )|2 + |c_n (f )|2 converge, et on a I’inégalité de Bessel :

série de terme général

2O 2 2 21 o 2
O+ 2ole (O e (O <A1 =52 @ e

(On verra qu’il y a en fait égalité)

Démonstration :
Découle du théoréme.
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E) Un peu d’analyse fonctionnelle

e Théoréme (de convergence normale de Dirichlet) :
Soit f:R —C, C' par morceaux et continue, 27 -périodique.
Alors la série de Fourier de f converge normalement vers f, c'est-a-dire :

Pour tout xe R, lim ZCk (f)e™* = f(x) et la famille (c,(f)),., est sommable

k=-n

(c'est-a-dire que la série de terme général

¢, (/) +|e_,(f)| converge)

Démonstration :
La famille (c,(f)),., est sommable.

En effet :
Soit g: R — C définie par :
Pour xe R, sifest dérivable enx, g(x)= f"(x)

Sinon, g(x)= %(f'd (x)+ 1", (x))

NB : comme £ est partout continue et C' par morceaux, f', et f" . €xistent en tout
point.

Ona Vne Z,c,(g)=inc,(f) (déa vu)

Donc pour n2>1,

Cn (f)|+|c—n (f)| = %(Icn (g)|+|c_n (g)|)
< %(Lﬁ (g +Lz+|0_,,(g)|2)
n n
(Va,be R,ab<3(a’+b%))

Reste a montrer que 1’inégalité de Bessel s’applique a g (qui n’est pas continue) :

Pour tout ne N, S,(g)= Y c,(g)e, vérifie 1 j i S, (g)(x)(g—S,(g)(x)dx=0.
k=—n 27[ 0 —_—

h

En effet, i jo”sn (2)(h(x)dx = ZTg) joz” e ™ h(x)dx

k=-n

Et J.:” e " h(x)dx = Jj’r e Mg(x)- Jj’r e™S (g)(x)=0

27%¢; (g) 27x¢, (8)

D’ou
1 f27 2 1 ¢2x )
el di=— [l -5,(2)0+5, ()0 dr

1 27 P 1 oz )
= [le®-s.@0f di+_["Is @)

>0

2 Yle (N

Donc la famille est bien sommable et on a encore I’inégalité.
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Montrons maintenant la limite :

Lemme :
Pour tous xe R et ne N, S,(f)(x)=(D, * f)(x)= ij.;” D, () f(x—t)dt
En effet,
S.0000= Xei (e = S [ e
_ L T N () _ L a+2z _
=1 k;ne flydr=—— j D, (x—1) f(t)dt

= L[ D () f (x-1)ds
27 %a

Ainsi, pour tous xe R et ne N,

SN = 1) = - [ D0 f =i = 1)

1 27 _
Or, — jo D (t)dt =1
Done S, (f)(x)~/(x)= i [* D,/ (e+) = ()
Btaussi S, (/)(x)~ f(x) = i [* D, () f (x=w)= £ (x))du

Mais comme D, est pair,
SN0 =10 = [ DG G+ f(x=)=2f ()

_ 1 Jvr sin((n+3)u)
4zr o7 sin4

(f(x+u)+ f(x—u) =2 f(x))du

- ﬁ [ sin(n+Hu)e, (w)du

Sx+u)+ f(x—u)-2f(x)
Ou ¢ (u)= sin
2/, ()= 1", (x)) siu=0

Ainsi, ¢@_: |-z, 7|— C est continue (sin% ~ £
¢x 2 u—0 2

siuz0

Et d’aprés le lemme de Riemann Lebesgue, }irP _[_” e @ (u)du=0

Donc lim S, (f)(x)—f(x)=0

e Théoréme de Féjer (Hors—programme) :

NB : il existe des fonctions f:R — C continues, 27z -périodiques telles que la
série de terme général S (f)(0) diverge. (voir compléments a la fin du cours)

Théoréme :

Pour feC,,, la suite de terme général o, (f)= LIZS,( (f) converge
n + k70

uniformément sur R vers f.
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Lemme :
Pourtous feC, et neN, o,(f)=F,*f.

En effet: an<f>=ﬁisk(f>=ﬁia*f=(#kaj*f

n+li

Pour tout xe R, on a, du fait que Lr E@®dt=1:
27 -7
0, (NW=f @)= [ Fx=0F@dt—— [ fWF, 0
VR 27 o7

1 ¢z
=— [ (fx=0)= F()F, (1)t
27 o-m
On introduit le module de continuité uniforme @ de f:
Pour 820, on note @(J) =1{/(x)~ f(»)],}x—1] <}

Comme f'est bornée et continue, 27 -périodique, @ est défini et continu en 0.
Ainsi, @ vérifie &im w(0)=0.
—0

Soit & tel que 0<o< 7.
Alors pour tout xe R,

0, (W= f ]S [ =070

F(0)dt + ZL [V -0~ r|F,@)ar
ﬂ' T

1 ¢
+ oM G=0= FOIF, @)de
Mais F, est positive (on I’avait vu pour le calcul de son expression)
Pour la premiére intégrale, comme |t| <J,on a| f(x=0)—-f (x)| <a(0)
Pour les autres, |f(x—t) —f(x)| < 2||f||w
Donc pour tout xe R,
1 o f =3 v 4
0, (N~ f () S =) F,(t)de + &( [CF@ar+['F, (t)dtj
2r V4 z
< L wo)|" F o)
2z =
2z
_ssin 2 (2! rsin > (2L
+ 1. [ " 2( 2 1) di+| e 2( 20 g
(n+Dx\ = sin"(5¢) 9 sin“(3¢)
< a(0)+ I71. ry : 21 dt+r+dt
(n+1)z\ 7 sin (L J) 9sin” (4 0)
2
ooy .
(n+1)sin” (L J)
Comme c’est vrai pour tout d tel que 0<d <7z et tout xe R, on peut prendre
5 — n—1/3
2
Etalors |o,(f)— f|. S o)+ 1.

(n+1sin’(257) "o
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F) Théoréme de Parseval

Théoréme :
Pour tout couple (f,g) d’éléments de C,,, la famille (c,(f)c,(g)),. est

sommable et on a ch(—f)cn (g)= %Lﬁzﬁf(t)g(t)dt =<f,g>

nez

C'est-a-dire que lim zCk (e, (g)=<f,g>
n—>+oo —_—

.. 1 (27
En particulier, z c, (f)|2 = ||f||§ = ELZ |f(t)|2dt
nez

Remarque (Hors programme) :
Soit £ un espace préhilbertien, (F,) une suite croissante (pour 1’inclusion)

de sous-espaces de £ de dimension finie. Pour V' € E, on considére la suite des
projections orthogonales p, (V) de V'sur F,.
2 2
Pour tout n€ N, on a alors : ||V||2 = ”pFn (V)" +||V_PF,, (V)"
Et on a les équivalences :

(1) lim|p, (V)||2 =P’ (¢galité de Parseval)

n—>+oo

@ Jim|y~p, ) =0
() VeG ou G=JF,

neN

En effet :
(2) & (1) découle de 1’égalité de Pythagore.

)= @) :si [V = p, (") -0, alors lim p, )=V

Et Vne N, p, (V)e F, G . Donc V' est limite d’une suite d’¢léments de G,
donc est adhérent a G.

R)=02):

Si Ve G, alors pour tout £>0, il existe g€ G tel que ||V—g|| <&

Donc g est dans I’'un des F, , disons F), pour Ne N

Alors [V = p,, )| <[V -g|<e

Or, (”V— Dr, (V)”) est décroissante car F, C F,

neN n+l

Donc Vn =N,

V-pr (V)” <&, ce qui montre la limite voulue.

On voit de plus que 1’égalité de Parseval est vraie pour tout Ve E si et
seulementsi G = E .

Théoréme :
L’espace T est dense dans C,, pour || ||w et || ||2

Démonstrations :
Pour feC,,, lasuite 0,(f)= Ll Sy (f)+...+S,(f)) converge uniformément
n+

sur R vers f.
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Comme tous les o,(f) sont dans T, il en résulte que 7 est dense dans C,, pour
| ||, Pour he C,,, ona de plus |4, <||A|_

Donc o,(f) tend aussi vers f pour || ,» ¢t T'est aussi dense dans C,, pour || ||2 .

Application :
Soit f'e C,,.Pour tout ne N, o,(f)eT,.

Donc | =S,()|,=d(f.T)<|f-0o,(f)],

Puis lim £ -5, ()], =0

D’ou I’égalité de Parseval :

fim Y e, (N = lim|s, (N = lim (-1 =5, )=IAT
k=—n

n—>too
Cas de deux fonctions :
Soient f,ge C,,.

Pour tout ne N,ona

&,(Ne, (@< e, (N +e, (@)

Donc la série de terme général ¢, (f)c,(g) et celle de terme général c_ (f)c_,(2)

convergent absolument.
Calcul de la somme :
On a

<f.5()>=< 1. e >= Y e (@) < e >

k=—n k=—n

= ick(g)<ek’f>: ick(g)m

Dooit < £, >= Y e (Nes(2)| =l £-g-5,(2) 3 <] g = S, ()], —=—=—0

k=—n

III Théorémes fondamentaux

On considére f: R — C T-périodique, continue par morceaux.

A) Divergence de la série de Fourier

Théoréme :

I1 existe des fonctions continues telles que (S, (f)(0)),.y diverge.

L’ensemble de ces fonctions est méme une intersection dénombrable d’ouverts,
dense dans C,, pour || ||m

Démonstration :
(& ||w) est une algébre de Banach (une fonction continue 27z -périodique est

27>

bornée). On considere alors les formes linéaires [ : fe C,, =1 (f)=S,(f)(0)e C.
En considérant le noyau de Dirichlet (pair), on a la formule :

LN =S,00 = f0D,@dt=—_[" 10D, 0
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- j D, (z)|dt—— [N2XGEE

Alors [ est continue pour || ||

En effet, la continuité de /, et la maj orat1on de sa norme triple sont évidents ; pour

I’égalité : il faudrait une fonction continue prenant les valeurs 1 et ayant le méme
signe que D, , ce qui est impossible. Pour obtenir I’égalité, on prend une suite de

fonctions continues affines par morceaux (f,),.y ayant le méme signe que D, et valant
*1 sauf sur un voisinage des zéros de D, (en nombre fini). Ainsi, on aura I’égalité a &

pres pour tout £ >0, et donc I’égalité.

= lj.0”|Dn (t)|dt s’appelle constante de Lebesgue)
P2

Montrons maintenant que |||Z ||| tend vers + oo quand 7 tend vers +oo :

I = |sin((n+1 )z)| I x |sin((n + 4 )z)| FH x |smx|
71- 0

Ona |||l ||| sin % t 7[ 0 X

+hrz +hr 4 !
e L

On applique ensuite le theoreme de Banach—Stelnhaus :
, 81 (I(f)),.y €tait bornée pour tout feC,_,

Comme C,,

[ |I),. serait aussi bornée, ce qui n’est pas le cas.

Il existe donc fe C,, telle que (S,(f)(0)),.y est non bornée, et par 1a non

convergente.
Quant a la densité de I’ensemble de ces fonctions, elle résulte du méme théoréme
de Banach—Steinhaus.

B) Les théorémes de Dirichlet

Théoréme (convergence simple) :
Soit f:R — C T-périodique et C' par morceaux.

+o0
Alors la série de Fourier ¢, + ch (fH)e" +c_,(f)e™™" converge simplement

n=1
sur R vers g: R — C définie par :
Si f'est continue en x, g(x)= f(x)

Sinon, g(x) = %(f(x+)+f(x‘ )

Remarque :
Si f'est continue, g = f'.
Plus généralement, si f est a sauts symétriques, c'est-a-dire si en tout point on a

f(x)= %( S(x)+ f(x7)),alors S, (f) converge simplement vers f.

Théoréme :
Sous les mémes hypothéses, si de plus f est continue, alors la convergence de la
série est normale.
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Démonstration :

Par changement de variable affine, on raméne le cas 7-périodique a 27 -
périodique :

Soit f: R — C T-périodique continue par morceaux.

Alors, en faisant le changement de variable u = w :

e(N =1 [ fwe =" f(5)e ™ du=c,(g)
n T 0 27[ 0 [0} n g
ou g:R — C, continue par morceaux 27z -périodique, est définie par
b
Vxe R,g(x)= f{—xj
2z

Pour T =27, le deuxiéme théoréme est déja vu.
Pour le premier :

On reprend les formules donnant S, (f)(x) :

S0 = [ Fx=0D, (i
= i J.O” f(x—=t)D,(t)dt + i J.Oﬂ f(x+u)D,(u)du

= L ["(f(c+0)+ f (=)D, ()ds
27 0

Donc

SN =4+ F0N = [T (far+0)= () fr=0= (DD, (0

= ﬁ [ o ()sin((n+ 1yt

fGE+0=F 6+ G=D=FC)

Ou @ ()= sin £ , continue par morceaux.
2(f'(x")= f1(x7))sit =0
Ainsi, d’apres le lemme de Riemann—Lebesgue, J:r @.()sin((n+3)t)dt ————0

Etdonc S, (f)(x)———1(f(x")+ f(x"))

n—>+oo

Autre démonstration :
- Enx=0:
Sifest C' par morceaux, alors lim S,(/)(0)=1(f(0")+ (07)).

En effet, si fest continue, on a déja vu

7[_

Pour f, 27 -périodique telle que f,(x)= i xe 10,27] et fo(x)=0si x=0

oo 3
L . sin nx
on a vu que la série de Fourier est Z

n=1

et qu’elle converge simplement vers f, sur

R.

On a ensuite le résultat pour toute fonction C' par morceaux par linéarité.
- Puis on fait un décalage pour xe R.
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C) Formules de Parseval

Théoréme :
Soit 7>0, f,g:R — C continues par morceaux et 7-périodiques.

Alors la famille (c (f)c,(g)),. estsommable, etona :

Y (e, (@)= j f0gt

nez

En particulier, pour f =g, les familles suivantes sont sommables et on a :

&N =lay(Nf +—(Z j% [ ar

nez

Démonstration :

On se ramene ici encore a 7 =27z de la méme fagon.

Le résultat a été vu pour f'et g continus.

On considere I’ensemble D des fonctions continues par morceaux 27z -périodiques
a sauts symétriques.

On munitalors Dde < f, g >=Lrﬂfg.
27 %0

Alors <, > est un produit scalaire sur D.
Et C,, est dense dans D pour la norme || || , associée a ce produit scalaire.

En effet :
Pour le caracteére défini positif : (les autres sont clairs)
Soit f'e D, supposons que < f, f >=0

Alors [[ /(o] di =

Donc | f (t)|2 est nulle en tout point de continuité.
Soient 0=q, <@, <...<a, =27 les discontinuités éventuelles de f.

Alors festnulle sur Ja.,a_, [ pourtout i < p—1 et sur Jap,al +272'[.

i+1
Donc pour tout i 21, f(a)= f(a;)=0, c'est-a-dire f(a,)=0.
Donc fest nulle
(Remarque : si on avait supposé f seulement continue par morceaux, le résultat est
faux)

Soit maintenant '€ D avec une seule discontinuité a e ]0;27[[.
Pour ne N* assez grand, on note ¢, coincidant avec f sur [0,27[]\]a —i,a—i—i[ et

affine sur [a—l a+il.

Onaainsi [, — /[, = [ .0~ r@f dr
Or, [ eest bornee (car continue par morceaux) Ssur [0,271'] et
Vte <|71.-
1 o f
RN | S—

D’ou la densité de C,, dans D. (on falt ensuite par linéarité pour f ayant plusieurs
points de discontinuité)
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Montrons maintenant la formule de Parseval sur D.
Posons A(f,g)=<f,g> et B(f,g)=Y.c,(f)k,(g) pour f,geD.

nez
Déja, A est sesquilinéaire continue sur D>,
Pour B :
Dé¢ja, B est défini car d’apres 1’inégalité de Bessel (dont on a vu qu’elle est valable

pour des fonctions continues par morceaux), (Icn( f )2)”EZ et (Icn(g)|2)nez sont

¢,(Ne, ()| <3 e, (@) +e, ()
Donc (cn (f)e,( g))neZ est sommable et B est bien définie.

sommables, et on a pour tout ne 7

De plus B est sesquilinéaire, continue pour || || ,
On a en effet, d’aprés une inégalité de Cauchy-Schwarz :

2. (Ne(e) s( 2.l <f>|2j ( 2 e (gﬂ

> (Nen@) <[ 11, el

Donc par passage a la limite |B(f, g)| < ||f||2||g||2

Puis avec I’inégalité de Bessel

D’ou la continuité de B. Ainsi, 4 et B sont continues sur D, égales sur C,_ dense

dans D?, donc égales partout.
Cas des fonctions continues par morceaux a sauts quelconques :
Lemme :

Soit f:R — C continue par morceaux 27 -périodique ; alors il existe fe D tel

que f = f sur [0,277] sauf en un nombre fini de points.
En effet :

I1 suffit de prendre f(x) = f(x) sifest continue en x
Et f(x)=1(f(x")+ f(x7)) sinon.

Pour f,g:R — C continues par morceaux 27 -périodiques, on a :
vne Z,c,(f)=c,(f) et |11, =|7],

Donc comme la formule de Parseval est vraie pour ]N” et g, elle I’est pour fet g.

1V Exercices et compléments
A) Fonctions a variation bornée

o  Généralités :

Une fonction f: [a,b] — © est dite a variation bornée s’il existe M € R, tel que
p-1

Va=a,<a <..<a,=bY |f(a,)-f(a)<M
i=0

p-1
On pose alors Vf([a,b])z sup Z| f(a;,))— f(a,)|, variation totale de f sur

a=ay<..<a,=b j=(

[a,b].

Chapitre 19 : Séries de Fourier
Séries entiéres, séries de Fourier Page 16 sur 34



Propriétés :
(1) L’ensemble des fonctions [a,b]—) C a variation bornée est un sous-espace
vectoriel de §([a,b] )

(2) Soit f:[a,c]—) C et be [a,c].

Si fest a variation bornée sur [a,b] et sur [b,¢], alors elle est a variation bornée sur
la.c] et V,(a,c)=V,(a.b)+V,(b.c)

(3) Sifestde classe C' sur [a,b], alors elle est a variation bornée.

(4) Une fonction lipschitzienne ou monotone sur [a,b] est a variation bornée sur

[a,b].

Démonstration :
D¢ja, c’est un espace vectoriel...

Supposons fa variation bornée sur [a,5] et [b,c].
Si a=b ou b=c, le résultat est clair. Sinon :
Soient a =a, <a, <..<a,=c des réels.

On note k tel que a, <b et a,,, >b.

Alors kf] f(a,)- f@@)|+|f(®)- f(a)|<V,(a,b]) (vraiencoresi b=a,)

Bt S|/ (@)~ f(@)|+|f(@e) - fB)| <V, (b.c)

Do;é+1
1 @)= £(@) = A @)= @)+ S|f @)= 1@+ @) - fla)

p-1

SZ|f(ai+1)—f(ai)|+ > |fa,)-f(a)

i=k+1

+f ()= fB)+]f(B)~ f(a,)
<V, (la,b)+V,([b.c)
Donc f'est a variation bornée sur [a,c] etdeja v, ([a,c]) <V, ([a,b])+ V, ([b,c]) .
Soit £>0. Alors V,([a,b)+V,([b.ch <V, ([a.ch+e.

En effet, il existe alors a =q, <...<a, =b réels tels que

St~ @2V, o)
Etb=g, <..<a,=c tels que §|f(a,-ﬂ)—f(ai)|z V(b)) -5

Etdonc V,([a,b)+V,([b,c) < e+ pz_l| fla,)-fa)<e+V,(a.c)

Donc comme c’est valable pour tout £ >0, on a Vf([a,b]) + Vf([b,c]) < Vf([a,c])
D’ou I’égalité.
Pour (3) : pour tous a =a,<..<a,=b,ona

§|f ()= f(a,)|= pZi‘J.al f '(t)dz‘ < jb| [t
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Pour (4) :
Soit flipschitzienne :
Il existe alors ke R, tel que Vx,ye [a,b],

F) = f)|<kx—y].

Soient a =a, <..<a,=b des réels.

p-1 i
Alors Z|f(ai+l)_f(ai)| < k2|ai+l - ai|
i=0 i=0

Mais comme I’application x> x est a variation bornée sur [a,b] (elle y est de

classe C'), il existe Me R, tel que pour tous réels a=a,<..<a,=b, on ait
p-1

Z:|ai+l —ai|SM.

i=0

p-1
Et on a alors Z|f(al.+l)—f(ai)|SM' ou M'=kM
=0

Donc f'est a variation bornée.
Si maintenant f'est monotone, disons par exemple croissante :
Soient a =a,<...<a,=b des réels.

Alors Y|/ (a.)~ 1(@)]= 3 (/@)= f@) = FB)- [ (@)

Done 3| (@)~ /(@) < /)~ f(@).
Donc f'est a variation bornée ( f(b)— f(a)=0)

Théoréme :

Soit f: [a,b] — R. Alors f est a variation bornée si et seulement si elle est
différence de deux fonctions croissantes.

En particulier, I’ensemble des fonctions [a,5] — C 4 variation bornée est le sous-
espace engendré par les fonctions a valeurs réelles et croissantes.

Démonstration :

Soit f:[a,b]— R. Ainsi, pour tout x€ [a,b], fest a variation bornée sur [a,x], et
on peut noter F(x)=V, ([a, x])

Alors F est croissante car pour x, y telsque x>y, ona:

Fx)=F)+V (e yD 2 F(»)

Montrons alors que B: x> F(x)— f(x) est aussi croissante :

Pour tous x >y et toute subdivision a =y, <..<y,=y de [a,y],

a=y,<..<y,=y<y,, =x estune subdivision de [a,x], donc

:Z;|f(yk+l)—f(yk)|+|f(X)—f(y)| <F(x)

Et en passant a la borne supérieure sur les subdivisions de [a, y], on obtient
F(y)+[f(x)= f(0)| £ F(x), soit

B(x)=B(y) = (F(x)= f ()= (F(») = f () 2| [ ()~ f )|~ (f ()= f(») 20

Donc f =F —B avec F et B croissantes.
La réciproque est vraie d’apres les propriétés (1) et (4) précédentes.
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Pour les fonctions complexes, si f'est a variation bornée, alors Re( f) et Im(f) le
sont aussi, donc sont combinaisons linéaires de fonctions croissantes et donc f aussi.

e (Cas des fonctions 27z -périodiques :

Propriété :
Soit f:R — C continue par morceaux 27z -périodique et a variation bornée sur

[0,27[]. Pour tout ne Z*,on a

c,(f) < % ou K =V,([0,27))

Remarque :

Une fonction a variation bornée est réglée car elle est combinaison linéaire de
fonctions croissantes, qui sont réglées (c'est-a-dire qui admettent une limite finie a droite
et a gauche en tout point). Avec une théorie de I’intégration plus compléte, on pourrait
donc se passer de la continuité par morceaux.

Démonstration :

Pour || >1 et k=0,..2n—1, 0na:
_ 1 27 —in.t _ 1 e z
(N= [ e Wdi=_ e flu ke fdu

—_(_1\k 1 2T —in.t T
=0 [ e ek
T

2n-1

Donc 4z.nc,(f)= 2752 c,(f)= J.:” e"i"‘t(zi:_l(—l)k f+ k%)Ja’t

=
2n.c,(f)
D’ou
2w

47t.|ncn(f)|SL f(O)= fE+T)+ f(t+22) =~ f(t+(2n—1)%)
< j:” v, (|t.t +27x]at

Mais comme ¥, ([t, t+ 27[]) =V, ([0,27[]) (par périodicité), on a

4zlne, ()| <22V ,([0,27])

e Un exemple :

dt

< 1
La fonction f:x+> Z—zcos(n3x) est continue mais pas a variation bornée ; ce
n=1
n’est pas une différence de fonctions croissantes.
fest bien définie, continue et 27 -périodique sur R, car la série trigonométrique la
définissant est normalement convergente. De plus, comme il y a convergence normale,
ses coefficients de Fourier se calculent en intégrant terme a terme les séries de termes

s 1 3 1 3\ .
généraux (? cos(n”x)cos( px)j et (? cos(n”x)sin( px)j pour pe IN.
neN*

neN*

0 si k n'est pas un cube non nul
On aainsi Vk 21,5, (f)=0 et a,(f)= Lsik=p’
p -

(ka, (f)),.n+ n’est donc pas bornée, et fn’est pas a variation bornée.
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B) Théoréme de Dini—Lipschitz

Définition :

Une fonction f:/ — C est dite holderienne lorsqu’il existe K >0 et o >0 tels
<K |x - y| .

Théoréme :

Si f est 2z -périodique et holderienne, la série de Fourier de f converge
uniformément vers fsur R.

Remarque :

Plus généralement, la conclusion subsiste si on remplace le caractére holderien par

()

le fait que le module de continuité uniforme @ de fest tel que ¢ — —— soit intégrable

sur ]0;1]
On sait qu’il existe des fonctions continues dont la série de Fourier diverge en au
moins un point.

Lemme de Riemann—Lebesgue « uniforme » :
Soit K :[a,b]x[c,d]—>C continue. Alors L(x,/l):rK(x,t)eﬂ’dt tend vers 0

lorsque A tend vers oo, et ce uniformément en x € [a,b].

En effet :
On a déja la convergence simple vers 0 sur [a,b] d’apres le lemme de Riemann—
Lebesgue classique.

On munit R* de la norme ||

continuité uniforme de K sur [a,b]x[c,d]. Ainsi, W est croissant, continu en 0 (car K est
continue sur un compact, donc uniformément continue) et W (0)=0.
Soit £>0.

On note & >0 tel que W (J)< . On divise alors [a,b] en sous—intervalles

£
2(d—c)

la.,a,,] avec a=a, <...< a,=b desorte que Vi< p-l,a,,—a,<d
Comme on a convergence simple, il existe A >0 tel que pour tout 1€ R,
IA|>A=Vie [] ,

Ainsi, pour tout xe€ [a,b], il existe i tel que xe [ai,a

et donc pour tout 1€ R

i+l

tel que |/1|>A, ona:
|L(x,A)| < |L(a,, A)|+|L(x,A)— L(a,, A)| <

£§+(d—c)W(5)S€

Pour le théoréme maintenant :
I1 suffit de montrer la convergence uniforme de S, (f) vers fsur [0 27[]

On a déja vu que S, (f)(x)— f(x)_—J' (f(x=1)— f(x ))Sln((n+2)t)
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w(t)

Soit €>0. Comme - est intégrable sur ]0,1], on peut choisir d tel que

0<o<rmet Jj@dmg.

On découpe I’intégrale précédente en trois morceaux : [-7,-8], [-8,6] et [J,7].
Pour tout xe [0 27[] on a alors (en utilisant le fait que sin($) =< sur [0 7[])

[ (e 7 S0 gy 2 |)|sm(<n+2)z>|dz

3274 @dtsyz—
(U 3

sin((n+3)t) s

t

2
tend uniformément vers 0 lorsque n—+4c et il en est de méme pour

v [ =0 pp T

Enfin, selon le lemme, pour ce 0 >0 fixé, x> J.:( f(x—-t)—-f(x))

dt. Ainsi, il existe Ne N tel que pour tout n=> N,

s1n((n + 2)t)

[re=0-r@) di| <27~ etj (f(x=0)=f(x)

sin((n+3)t) il < 27[5
sin £ 3

Ainsi, pour tout n> N ettout xe [0,27[], ona <e¢

D’ou la convergence.

C) Théoréme de Bernstein

Théoréme :
Si f est 2x-périodique et holderienne d’exposant b>1 (par exemple
lipschitzienne), alors la série de Fourier converge normalement vers f.

Remarque :

Avec la suite de Rudin—Shapiro, on verra que le théoréme de Bernstein est
optimal, c'est-a-dire qu’il existe /' holderienne d’exposant supérieur a 2 dont la série de
Fourier n’est pas normalement convergente. Il faut enfin comparer ces propriétés au
théoréme de Dini—Lipschitz selon lequel la série de Fourier d’une fonction holderienne
converge uniformément vers la fonction (et pour tout exposant de Holder)

Démonstration du théoréme :

Soit 1 27 -périodique holderienne de coefficients de Fourier (c,),. -

Soit ~e R. Un changement de variables montre que les coefficients de Fourier de
g, x> f(x+h) vérifient ¢, (g,)=e""c,(f), et ceux de k, =g, —g_, vérifient alors
¢, (k,) = 2isin(nh)c, (f)

Ainsi, d’aprés la formule de Parseval,
2T
Il

On note a, b tels que Vx,ye R’

Jf)=f) <dx—)" (b>1)

Soit alors N =1 ; on applique la relation précédente avec h = % .
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Comme pour |x|££, on a |sinx|2£|x
2 V4

, pour N <|n|£2N , On peut minorer

. 2 1
|sm(nh)| par ;|nh| 25.

Ainsi,
27ma’(2h)* = j02”| fx+h)=f(x—h) dxz8x Y sin’(nh)c,(f)
N<|n[<2N
221 Y e, (f)

2N 2
Clest-a-dire VN 21, |e, (/) +|e (/) <N o c= %x”’
k=N

Montrons maintenant que la famille (c,),., est sommable, c'est-a-dire que la série

de terme général 7, = z c,

2P <|nj<27"!

converge (en faisant un groupement de termes).

¢, contient 27" termes, donc I’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’inégalité
donnent :
p+l p+l

t,= Dlef1sC Yle )22 <c20)27 =c'r

27 <|nj<27*! 27 <Jnj<2P*!

- 1 T .
Avec r=2"*"_Comme b >—, la série géométrique de raison r converge, donc la
2

. s g i .
famille (c,),., est sommable, c'est-a-dire que la série de Fourier de f converge

normalement.

Reste a montrer que la somme de cette série est bien f:

Soit g la fonction somme de la série de Fourier de . Comme il y a convergence
normale, g est continue et pour calculer ses coefficients, on peut intégrer terme a terme.
Ainsi, f et g sont continues et on remarque qu’elles ont les mémes coefficients de
Fourier. Donc elles sont égales.

1) Polyndémes de Rudin—Shapiro

On considére les polyndmes définis par :
F,=0,=X etpourtout ne N,

P.=P+X"0,,0,.,=P-X"0,

n

Propriétés :
(1) Pour tout ne N, P, et O sont des polynomes de degré 2" et de

valuation 1 (rappel : la valuation est le coefficient minimal non nul, ou
aussi la multiplicité de 0 en tant que racine du polynéme).
(2) 1l existe une suite (c,),,, de réels £1 telle que :

2n 2;1 2n71 2n
_ k _ k _ k k
Vn2LP,=YcX",0,=>c X=X - X
k=1 k=1 k=1 k=2""41

(3) Pour tout z de module 1, on a

P(2)[ +]0, (=) =2
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Démonstration :

(1)...

.

(2): Pour tout neWN, P, et O, sont de la forme f;:ZqunXk,
k=1

o

QH:dean", avec ¢, ==*l, d,,=%1. On a de plus, pour 1<k<2",
k=1

SN

_ _ n n+l _ _
Chomi1 =y =€, etpour 2" +1<k<2" ¢, =—d, ., = dk_zn,,, .

Comme P, est le tronqué en degré 2" de P, (c'est-a-dire que les 2"

n

premiers coefficients de P, sont les mémes que ceux de F,,,), en posant ¢, =¢,,

ou n est un entier quelconque tel que 2" >k, on définit une suite (c,),,, pour

"

laquelle Vne N*,P, = chX . Légalité 9, =X (P, —P,) donne ensuite la
premiere expression dI; | Q,, et la seconde découle de la comparaison entre
P =P, +X" 0, et Q=5 ,~X"0Q,
(3) : on a méme pour tout ze C,
B @) +0,N =2B,f +27 [0, 2)f
En effet, pour tous a,be C,
la+8| +|a—b" = (a+b)(a+b)+(a—b)(a—b)
=aa +ab +ba +bb +aa —ba —ab +bb
=2af* + 28|’
Et on utilise ensuite la définitionde P, et O, ., .

Ensuite, on fait par récurrence pour 1’égalité avec |Z| =1.

2) Suite de Rudin—Shapiro

Définition :
La suite (c;),.x+ S appelle suite de Rudin—Shapiro (elle a été introduite
indépendamment par les deux personnes dans les années 50)

Calcul des ¢, :

Propriété (Brillhart et Carlitz) :
On a pour tout ke N*, ¢, =(-=1)"*® ou N(k) est le nombre de 11 dans
’écriture en base 2 de k—1.

Démonstration :
Par récurrence : déja, la propriété est vraie pour k£ <4. Supposons la vraie
pour k <2"" pour ne N. Avec les relations

P,=P.,+X" 0, =P, +X" (P,-XY0,)=P,, +X" (-P,
¢ sil<j<2"

—c;si2"+1< j<2™

zn+l 2;1+1

+2F),

+1

on obtient c¢_,., :{
2"t
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De plus, si 1< j<2", I’écriture binaire de 2""' + j—1 s’obtient en ajoutant
10 a gauche de celle de j—1, donc le nombre de 11 ne change pas; et si
2" +1< j<2"", I’écriture binaire de 2" + j—1 s’obtient en ajoutant 1 a gauche
de celle de j—1 ; or, dans ce cas, ’écriture binaire de j—1 commence déja par un

1, donc le nombre de 11 augmente de 1. La relation est donc vraie pour k < 2",
ce qui achéve la récurrence.

3) Des polyndmes trigonométriques

Pour e R et p>1, on note n I'unique entier tel que 2" < p<2", et on

» » -l »

ik ik ik ik

pose alors F,(¢) = E ce et G, ()= E € = E c.e — E ce™
k=1 k=1 k=1

k=2""41
Ainsi, F,,(t)=F,(e") et G,,(1)=0,(e").
Propriété :
Pour tout p=>1 et tout xeR, ‘Fp(x)‘SA p et ‘Gp(x)‘SA p ou
A=2+42.

En effet :
Lorsque p est une puissance de 2, I’inégalité découle de la propriété (3) vue

en1). (car V2 < 4 et F,,()=P(e"), G, (1)=0,(e"))
Supposons les inégalités vraies jusqu’a l’indice p—1=2. Alors, en
considérant n tel que 2" +1< p<2"'—1, onapour tout r€ R :

P p=2"
it ikt it 2"t ikt
F,(t)=F,(e")+ ZCke =P (e")+e ZCHZ”e’
k=1

k=2"+1
o ot
Si p—2"<2"" alors Zc e = Zc e =F _ (t) (d’aprés la propriété
—_ 9 k_] k+2n k_] k p_2n

(2) du 1))
Etsi p—2">2"", ona p-2"<2""-2"=2" donc

n —
o

1 p2"
ikt _ ikt ikt _
¢ o€ = E ce E e’ =G _.(@0)

1 k=1 k=2""+1

D’ou F,(1)=F,,(it)+ e”"’Fp_zn (t) ou F,(t)=F,,(it)+ e"zn’Gp_Z,‘ (1)
Et dans les deux cas par hypothése de récurrence :

|7, (0| <v2" + 4y p-2" .

[

-

=~
Il

Sﬁ,ona:
2

A
F 002+ p =alp.

Le cas de G, est analogue.

Mais comme 2" < p et p—2"

Vie R,
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4) Des séries trigonométriques

Théoréme :
Pour tout ae ]— 1] la série Z—e converge uniformément sur R mais

pas normalement. Sa somme ha est continue, 27 -périodique et vérifie

(g #1y)(x) = Z’v

kZa
Remarque :
On peut remplacer f(k)=4k"* par toute fonction f décroissant vers 0 telle

que la série de terme général Jk (f(k)= f(k+1)) converge. On ne peut pas
améliorer ce résultat car, d’apres la formule de Parseval, la série de terme général
f (k)7 doit converger.

Démonstration :

Par une transformation d’Abel, on a pour n>m, la majoration uniforme :

mﬁﬁp_mﬂm—axm__manFm
2 k“ _kz o m® +Z,,:, "()(k“ (k+1)j

k=n

n—1
SA ml/Z—a+nl/2—a+ (2m1/2 a+ J
( [;n(k+l) \/_ Zka+l/2

- o 1
(la série de terme général converge car &+—>1)

ka+l/2
On voit donc que la série vérifie le critere de Cauchy pour la convergence
uniforme. Elle est donc uniformément convergente. Ainsi, la somme /4, de la

série est continue, 27 -périodique, et ses coefficients de Fourier s’obtiennent en
intégrant terme a terme la série trigonométrique :

0sin<0
b FHLINPS
n
L’expression des coefficients de Fourier d’une convolée donne
0sin<0
c,(h,*h,)= —_sin>1 et comme la série de Fourier de A, *h, est

uniformément convergente (car normalement, puisque 2a >1), sa somme g, est
une fonction continue dont les coefficients s’obtiennent terme a terme, c'est-a-dire
que ce sont ceux de 4, *h,. La formule de Parseval appliquée a h,*h,—g,

' . ) 4o einAt
montre alors que 4, *h, = g, , c'est-a-dire que Vie R,(h,*h,)(t) = 27

n=l1
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5) Une série entiére uniformément convergente pas normalement
D 1
convergente sur v,

¢ Principe du maximum pour les polynémes :
Propriété :
Pour tout polynome Pe C[X], ona sup|P(z)| = sup|P(z)|
|2I=1
Preuve :
d
Soit P = ZakX" € C[X]. Comme P est continu sur le compact D,(0,1), il
k=0

existe z, € D,(0,1) tel que sup|P(z)| :|P(zo)|. Supposons |ZO| <1
’ ‘Z‘Sl

On considére alors »>0 tel que |ZO|+I"<1. La formule de Taylor

polynomial en z, donne :
k ikt

R r‘e
P(zo+re”)=ZP( >(zo)

Et donc I P(z,+re")dt =27P(z,) . Ainsi, par choix de z,,

PG5 j:”\P(zO +redi <|P(z,)

Soit, comme P est continu, V€ R, +re") =|P(z,)|-
La formule de Parseval donne alors :

) _L 27 2
1P(z,)| = jo |P(z, +re")| dt = (k')

Donc P est le polyndome constant P P(zo) etona sup|P(z)| = sup|P(z)|
|2[=1
Remarque :
(1)On a méme prouvé ici que si le maximum est atteint dans le disque
ouvert, alors P est constant.
(2) La preuve s’applique a toute fonction analytique sur un ouvert contenant

D,(0,1), et en particulier a toute fonction somme d’une série entiere de

rayon de convergence strictement supérieur a 1.

e Une série entiere :
Propriété :
400 k

1 - . z . .
Pour 12 a > 5 , la série enticre ch — est uniformément convergente sur
k=1

D,(0,1) mais pas normalement convergente.

Démonstration :

Le principe du maximum (pour les polynomes) montre que pour & >% et

n>m,ona:
n
sup SUP Z Ck | n m"m
2€D; (0,)|k=prt1 |2[=1 [k =m+1
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Comme la suite (F)), . est uniformément convergente sur R, la série

oo k

. z . . . .
entiere ch — est uniformément de Cauchy, donc uniformément convergente
k=1

sur D,(0,1). Pour 12 > 1 , elle n’est pas normalement convergente.
' 2

D) Comment « développer une fonction en série de Fourier » ?

Développer une fonction f'en série de Fourier signifie :
- Déterminer les coefficients de Fourier de f.
- Appliquer le théoréme de Dirichlet

On a deux méthodes :
(1) La méthode directe, calcul des coefficients, vérification du fait que f est de

classe C' par morceaux.
(2) Méthode indirecte : (on suppose que 7 =27)

+oo
On développe f en «série trigonométrique », c'est-a-dire f° (x):Zun(x) ou
n=0

o, cosnx + [, sin nx i
. .. €t on montre que les coefficients

u,=a, et anLu"(x):{ou}/e iy e

vérifient :
T U opor i PURTIPR
Vne Z,c,(f)=7y,, cest-a-dire que }/,1:2—'[ e ‘Zuk(t)dt, égalité qu’on
e k=0
sl .
obtient généralement en constatant que la série de fonctions Zuk (t)e™ est

k=0
uniformément convergente sur [a,a +2x].
Exemples :
Soit e T, fdéfinie par Vxe ]— T, 71'], f(x)=e"", 2z -périodique.
Graphe pour a =1 :

s

fest de classe C' par morceaux, 27 -périodique

Coefficients de Fourier :ona c,(f) = %J‘” e dt
T

(1) Si @€ iZ,alors Vxe R, f(x)=e™" donc feT.Donc S(f)=f

2)Si ag iz,
1 [ et@imt z plainT _ j~(a=inz ) T _ o7
c,(f)=-= —| = : =D S
2r| a—in | _ 2z(a—in) 2zn(a—in)
=(=1)" Sh(—o@
m(x—in)
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Donc la série est simplement convergente, mais pas normalement.
Le théoréme de Dirichlet donne :

Pour xe |7, 7], —Sh(:”) (l + i { (e™ LD e D =e™

a ‘S a—in a+in

EBten xez - Sh(m[)(i+2( 1 - 1 . D:e +e
V.4 a ‘S\a—in a+in 2
C'est-a-dire sh(er) (iJFZ 2205 5 J =ch(ar) pour ae C\iZ
T \a “Ta +n
. oy 1w 2a

Conséquence : Va e C\IZ,,—+Z -— =z coth(ar)

a “Sa+n
Exemple 2 :
Soit ae ]—1,1[. Développer f:x+> In(l—acosx) en série de Fourier.
Etude :

Festdeclasse C™, 27 -périodique. Le théoréme de Dirichlet s’applique donc :

400
Vxe R, f(x)= Z a,(f)cosnx (fest paire) et on a méme convergence normale.

n=0
Ve R, f'(x) =20
l—acosx
On suppose a > 0. On pose alors a = b avec ¢>0.
che
sin x . et —e™

On aalors Vxe R, f'(x) = =— ——
chp—cosx 2chp—e" —e™

Soit en posant z=¢" :

. . 2 -1 . 22 -1
f'(x)=i— =i - ~
z"=2zchp+1 (z—e€”)(z—e?)
.. e’ -1 e’ -1
=i+i

+i
(e ")z=e") (2= ")e’ —e)

- i—i(f z"e"”"jﬂ[i e‘"“’j

n
n=0 n=l Z

-9
o e _
(car |Ze ‘”|:‘—‘:e 7<1)
z

400 +oo
f'(x)= iz (e_’"xe_”‘” —e™e "’ ) = ZZ e "’ sin nx
n=1

n=l1
Donc f(x)= j: F'@)dt+ £(0)=In(1—a)+i I:Ze_”“’sin nidt
n=l1 u, (1)

Or, la série de terme général u, est normalement convergente sur R. (|ju,

= e—n¢)

Et les u, sont continus.
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Donc

+oo —n(p +oo —n(ﬂ

F(x)=In(1- a)+zz e lzcosmx g a)+23 £ — 25 % cosnx
n=1 n n=1 n
~In(1-e?)

n=l1 n

_ +oo ,HY
=In 1—_612 —ZZe cos nx
(1-e™*)
a _Zn
Attention :

On a un développement de f en série trigonométrique, mais on n’est pas sir que
c’est sa sériec de Fourier. Il faut maintenant montrer que ,=a,(f) et

np
Vne N*,an(f)z—ze =«
n

n

2 (n 2 (1 G
Pour p>1,0na ap(f):;j0 f(t)cos(pt)a’t:;J.0 nZ:(;an cos nt cos ptdt

2 e—n(p
= , terme général d’une
n

v a

n

On posev,(t) =, cosntcos pt. Alors

Nlloo

série convergente.
On peut donc intégrer terme a terme, et :

a,(f)=— ZO(I cos nt cos ptdt =

n=0 S —
V4
5y

E) Injectivité de €, (fDiez pour les fonctions continues

Théoréme :

L’application quia f'e C,, associe (c,(f)) C? est linéaire injective.

neZ

Corollaire :

Soient f,g:R — C 2x -périodiques continues telles que Vne Z,c, (f)=c,(g)

Alors f=g.

Remarque :

L’application est aussi injective sur D.

Si f,g:R—>C, 2x-périodiques continues par morceaux sont tels que
Vne Z,c,(f)=c,(g), alors f'et g sont égales sauf sur une partie finie de [0,27].

(Et ce méme si les séries divergent)

Démonstration :

On applique 1’égalité de Parsevala f—g :

||h||§ = Z|cn(h)|2 . Donc si Vne Z,c,(h)=0, alors ||h||2 =0. Si de plus 4 est
nez

continue ou continue par morceaux a sauts symétriques, alors / est nulle.
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F) Taille des coefficients et régularité

Rappel :
Si f:R—C estdeclasse C' et 27 -périodique, alors Vne Z,c, (") =inc,(f)

Proposition :

Si f:R —C est 27 -périodique et de classe C*, alors c,(f) = O(nl_kj
Démonstration :

Pour n#0,0na c,(f)= (ijkcn(f(k))

Le lemme de Riemann-Lebesgue pour f*’ montre que :
lim|n*c, (/)] = lime, (/)| =0

D’ou le résultat.

Proposition :
Soit f:R — C, 27z -périodique continue. Soit k€ N

Si la série de terme général n" (Icn () +|eo, (Of )|) converge, alors fest de classe C* .

En particulier, si ¢, (f) = O(%} , alors f'est de classe C*

k
n+

Remarque :
On obtient I’équivalence, pour f: R — C, 27 -périodique continue :

festdeclasse C” < Vpe N’,,ILIEQ n’c,(f)=0

Démonstration de la proposition :

Posons g(x)=c,(f)+ i c,(fe™ +c ,(fe™ . Alors :

n=1
(1) g est définie et de classe C* sur R, 27 -périodique.
o (x) = ¢y (f)
u,(x)=c,(f)e" +c,(le™

Alors pour tout ne N, u, estde classe C* et

vje [0.4} vre Raul (n)(in) (¢, ()™ + (=1 e, (f)e™™)

Pour tout je HO,k v
sur R, donc uniformément convergente, car

Vne N, uff)”m <n’(le, () +|eo, () £ n* (e, ()] +]e_,(f))), terme général d’une
série convergente par hypothése.

Donc g est de classe C*, k fois dérivable terme & terme.
(2) gest 27 -périodique.

(3) Enfin, g=f :

Déja, g est continue et 27 -périodique.

En effet, posons pour ne N et xe R, {

], la série de terme général u”’ est normalement convergente
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Calculons les ¢, (g) :

7 _ 1 27 & —ipx
Pour pe Z, cp(g)—gj.0 (nz_(;un(x)e jdx.

Posons alors pour ne N et xe R, v (x)=u,(x)e™™

Alors pour tout ne N, v, est continue,

général v, est normalement convergente.

On peut donc intégrer terme a terme sur [0,272:] :

vl =

_, donc la série de terme

1 o o 1 +o0
e (=52 | v, (0dr = 27 22T () =¢,(f)

n=0

() Séries remarquables obtenue a partir des séries de Fourier

Exemple : on définit f'sur R par Vxe R, f(x) = Arcsin(sin x)

Etudions la série de Fourier de f":
(1) Graphe :
V4

fest 2z -périodique car sin 1’est, impaire. Sur {—— —

Pour E , 37”} , f(x) = Arcsin(sin(z —x)) = 7 —x

T

2

|
-7 _g ;\/

Donc f'est continue, C' par morceaux.
(2) Calcul des coefficients :

Vne N,a,(f)=0
Pour n>1,

b (f)= % j: £(x)sin(nx)dx

74 0 no dzn

Z[Finnx}m {sinnx}” J 4 . ( 7[)
- 2 T2 =L _smpn=
T\ n° ], n 1., nrw 2

Donc d’aprés le théoréme de Dirichlet,

Vxe R, f(x)= 4 z sin(n ) sin nx

2

n=l1

}a f(x)=x.

n /2 n

/2
2 cosnx | cosnx | 7/2 COS NX 7 COSNX
=—|—|x —| (m—x) +JA0 dx — dx
n
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(3) Application : calcul de Z—

n=1 N
=D’

Ona f(x)= iz T —sin((2p +1)x)

2p
4 &
Donc en xzz : z:_z
2 2 73 (2p+1)

2N 1 N 1 N-1 1
Puis Y —= +

,,Z_; n’ kZ:I: 4f* s (2k+l)2

—£(2) —£(2)/4 7278

H) Résolution d’équations fonctionnelles (idée de Fourier)

Exemple d’équation fonctionnelle :
(E): y"+ay'+by = f,ou a,be T, fest continue 27z -périodique.
On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que (£) ait au moins une

solution 27 -périodique.
Analyse spectrale :
On cherche les coefficients de y si y est une solution 27z -périodique de (E).

Par linéarité de ¢ +— ¢, (@) pour tout ne Z,,ona:
c,(f)=c,(y")+ac,(y')+bc,(y)
=(-n’ +ain+b)c,(y)
1 cas: Vne Z,—n’ +ain+b#0
Alors (E) a au plus une solution 27z -périodique y, caractérisée par :

c
VYne ,Z’cn(y) = 2”#
—n"+ain+b
2°™ cas : S’il existe une ou deux solutions n,,n,€ Z a —n’ +ain+b=0.

Une condition nécessaire est que ¢, (f)=c, (f)=0 pour une solution. Ainsi,
Soit () n’a pas de solution, soit (£) a une infinité de solution.
En effet, si y, est solution, alors pour tout Ce C, x> y,(x)+Ce™" (j=1,2) est

aussi une solution.
Peut-on dire mieux pour chacun des deux cas ?

(1) Si fest de classe C' par morceaux, alors Vxe R, f(x) = ch (f)e™

nez

converge.
nez
- Si Vne Z,—n*+ain+b#0
c (f)einx 40

Posons pour xe R, g(x)= ) —5F———=v,+) v, (x)

P & nezz -n*+ain+b ° ;

e, (e e, (e

-n*+ain+b —n*—ain+b
Alors g est de classe C” sur R et est solution de (E).

Ou v, :%f) et Vne N,Vxe R,v,(x)=
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En effet, les v, sont de classe C?, et les séries de terme général v\’ (j=1,2) sont
normalement convergentes car

N e

‘—nz +ain+b‘ ‘—nz —ain+b

[l <

= Olle, (/) +e_, (1)

n—x

Donc g est de classe C*, dérivable terme a terme et :

inx . inx _ 2 inx
Vxe R,g"(x)+ag'(x)+bg(x) — Zbcn(f)e +lna§n(f)e . n cn(f)e
nez —n“+b+ain

=2 6 (Ne" = f(x)
nez
- Si —n’+ain+b s’annule pour n,n,€ 7 :

c (f)einx
On pose g(x)= Y, — 2L
,1;,,2 —n’+ain+b

On a le méme resultat (sachant que ¢, (f)=¢, (f)=0)

(2) Si maintenant fn’est que continue :

On va montrer que si Vne Z,(-n" +ain+b=0=c,(f)=0),
Alors (E) a au moins une solution 27z -périodique.

On va utiliser la variation des constantes et I’expression intégrale des solutions :
Equation sans second membre : y''+ay'+by =0

Equation caractéristique : 7* +ar+b="0
On suppose que A=a’—4b# 0. Ainsi, on a deux racines 7, r, distinctes.

Un systéme fondamental de solutions est donc x > e, x> e”".
y(x) = Ax)e™ + p(x)e™

Dans (E), on pose { ' . o
Y'(x) = Ax)re™ + p(x)r,e”

Alors { A (x)ril ny (x)e:x =0
A'()re™ + ' (x)re™ = f(x)

Donc A'(x)= _f(+)e_r]x’ £ (x) :M

A h—n

La solution général de (E£) s’écrit donc :

y(x)= (A E J:Mdtje”x + ( B- I;M dtjem»

Hh=h n=r,
(Bt y'(x) = (A -[ Xf(z)—edtjrle”x +( B- rf(f)_e dtjrzerﬂ)
¢ noh O K-r

Alors y est 27z -périodique si et seulement si y(0) = y(27) et »'(0)=y'(27)
En effet, comme f est 2z -périodique, si y est solution, alors z:x+> y(x+2x)
I’est aussi.

alors d’apres le théoréme de Cauchy y ==z

D . { ¥(0) = y(27) = z(0)
onc si ,
Y'(0)=y'(27)=2'(0)
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Il suffit donc de montrer qu’il existe 4 et B tels que y(0)=y(27) et
V' (0)=»'(27), c'est-a-dire :

B [A [ fe tjer,z,r N ( B[ fe™ dtje"ﬂ”

h=h ¢ noh
27 t €_r1t . 27 t e_rzt
Ar, +Br, = [A —J.O Laftjrle"z” +(B —J; LaftJrzerzz”
nh=h nn

A= [A - J.OZ”Mdtje”z” )

n=n

B= [B - j:”Mdzje’:” )

n—n

Ou, comme 7 #7, :

Discussion :

Si ™" #1, il existe 4 unique tel que (1)

Si ¥ =1, alors 7, =in ou ne Z

Et donc (in)* +a(in)+b =0, c'est-a-dire —n’> +ain+b=0

Donc ¢,(f)=0 et (1) devient 4= A, qui a une infinité de solutions.
On fait la méme chose pour B.
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