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Chapitre 18 : Equations différentielles linéaires

Rappel :

Intégration des fonctions continues (par morceaux) a valeur dans un espace de Banach
(surtout pour un espace normé de dimension finie)

Exemple :

Pour 7€ [0;1], on pose f,(x)=e""
On définit ainsi ¢:[0;1]— (C°([0:1], R),
=,

1
On veut montrer que ¢ est continue, et calculer L o(t)dt .

)

On a pour tous t,ue [0;1] :

lo(t) - )| =sup
[0:1]

e(u—t).x _1| < et

1 -
< sup e" t—1|:|et—e“|

[0:1]
Donc pour tout #, € [0;1], on a lim|e(#,)— @(u)|, =0 donc ¢ est continue en #, et donc sur
u—t, e

[0:1].

et)C _ elL)C

La théorie de I’intégration des fonctions continues par morceaux a valeurs dans un Banach
montre que '[01 p(tdt=ge C° ([0;1],R).

Calcul de g(x) pour xe [0;1] :

Soit A.: fe C°([0;1, R) > f(x)e R

Alors A est linéaire, continue pour | |_.

Done 2,()=g(0 =4 [, it )= 4.1

(C’est évident pour des fonctions en escalier, puis vrai sur CO([O;l],R) par densité et
continuité)
' Isix=0
Donc g(x):/ix(g):J.Oe dt=1e _lsix;tO
X

Cas particulier ou le but £ est de dimension finie : si on note (é,,...6,) une base de E, alors
f:[a,b]—) E se décompose en f(¢) = ka(t)ék ou f, :[a,b]—) K (=R ou?Q)
k=1

], f, est continue par

Alors f est continue par morceaux si et seulement si pour tout ke [Il,n

morceaux.

Et dans ce cas jbf=zn:(jbﬂ)ék .
a = a
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Rappel :
Exponentielle matricielle et exponentielle dans une algébre de Banach.

Soit 4 une algebre de Banach unitaire, avec une norme triple ||| ||| associée a une norme || ||

quelconque.

n

- . X
Pour xe A4, la série de terme général — converge absolument donc converge.
n.

n

On pose exp(x) = Zx—' .
n=0 n.

On sait que @, ;1€ R exp(t.x) est de classe C', de dérivée

Vte R,¢' () =exp(t.x)Xx = xXxexp(t.x)

Etude dans le cas plus général suivant :

On suppose que [ = [0;1], etque e [0;1] > x(t) est de classe C'.

Alors y:tr>exp(x(t)) est de classe C', et une condition suffisante pour que
Vte [0;1], w'(t)=x'(t)e"" estque x(¢) et x'(f) commutent pour tout ¢ € [0;1].

Démonstration :

Posons, pour ¢ e [0;1] et ne N, u, ()= &

Alors pour tout ne N, u, est de classe C' (car (a,f)e A’ > axfe A est bilinéaire

n

continue)
Et Vee [01] o' ()= l' (¥ (O)x(0)"™ + x(O)x' (O)x(0)" +.oc+ x()" X' (1))
n.

De plus, la série de terme général u, converge simplement vers ¢
Et la série de terme général u', converge normalement (donc uniformément) sur [0:1].
En effet :

On pose A= ||x _, B= ||x'||w (qui existent car x est de classe C' sur le compact [0;1])

Alors Vne W,

' sl'(AB"-‘ +BAB"+..+B""'4)
n.

n-1

AB o ot
Donc Vne N*,”u'n”x < , terme général d’une série convergente.

(n—=1)!

Donc le théoréme sur le caractére C' des sommes de séries s’applique, donc ¥ est de classe

C' et Vee 0]y (1) = iu (1) = iu (1). De plus, si Vze [0;1] x'(1)x(2) = x(£)x'(¢),

n=0 n=1

n—1 ¢ ' ' +oo n—1 t ' '
Alors Vne Nu' ()= x'(¢) ﬁ _Et donc ¥'(f) = x (z);ﬁ = ¥ (W) = w ()X (0).
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I Equations différentielles linéaires du premier ordre

On considére un evn E de dimension finie sur & =R ou C. (les résultats sont vrai aussi
si E est un espace de Banach, mais en ajoutant la condition que les endomorphismes soient
continus)

A) Terminologie

e Equation linéaire de 17 ordre :

(E) x'(t) = a(t).x(t)+ b(t) surun intervalle / de R.

Ou b:1I — E est continue, a:/ — L (E) est continue (pour L (E£) muni de la
norme ||| ||| associée a || ||)

Et a(¢).x(¢) désigne I’'image de x(f)e E par 1’endomorphisme continu
a(t)ye L, (E), c'est-a-dire a(t).x(¢) = a(t)(x(¢))

On appelle solution sur / toute fonction x:/—E de classe C' telle que
Vxe I,x'(t)=a(t).x()+b(t)

Lorsque 5 =0, on dit que 1’équation est homogéne sans second membre.

L’équation (e) x'(¢) = a(t).x(¢) s’appelle I’équation sans second membre associée

a(E).

e Structure de I’ensemble des solutions :

Théoréme :

L’ensemble S, des solutions sur / de (e) est un sous-espace vectoriel de
C'(I,E).

L’ensemble S, des solutions sur / de (E) est soit vide, soit un sous-espace affine
de C'(I,E) de direction S -

Remarque :

On a méme le théoréme de Cauchy (montré plus tard) :

Si I est non vide, alors S, # .

Démonstration :

Le premier point est clair.

Pour le deuxiéme :

Supposons S, # <, et considérons x, € S, .

Alors xe S ;) & (x—x))€ S, -

Onaeneffet: Vie I,x',(t)=a(t).x(t)+b(t)

Donc

x€ Sy e Viel,(x—x,) (1) =a(t).(x—x)()+0
& (x—x))€ S,

Donc S =x,+5,,,
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Probléme :
On va s’attacher a montrer que S, #< etal’étude de S, .

¢ Probléme de Cauchy pour I’équation (E).

Soit / un intervalle de R, b:1 — E continue, a:/ — L (E) continue.
On note (E) x'(t) = a(t).x(t)+b(2) .
On appelle condition initiale un couple (¢,,x,)€ IXE
(E) x'(t)=a(t).x(t)+b(¢)
x(ty) = x,

toutes les solutions x:/ — E de (E) telles que x(¢,) = x,

Résoudre le probléme de Cauchy (C):{ , c’est trouver

Proposition (hors programme) :
Equation intégrale associée a un probléme de Cauchy :
Soit x:/ — E . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) x est continue et V& I,x(t) = x, + [ "(a(s).x(s)+b(s))ds

(2) x est de classe C' et est solution du probléme de Cauchy.

Démonstration :
(2)= (1) : Sixestsolution de (£), on apour tout e [,

x(t) = Jj xX'(s)ds +x(t))=x, + Jj (a(s).x(s)+b(s))ds
(1)= (2) : Si x est solution continue de I’équation intégrale, alors
s> a(s).x(s)+b(s) est continue.

Donc ¢+ f (a(s).x(s)+b(s))ds est de classe C'

Donc x est de classe C'
Et en dérivant par rapport a ¢, on retrouve (E)

Et en prenant ¢ =¢,, on aura x(¢,) = x, .

B) Un outil important (HP) : lemme de Gronwall

Lemme :
Soit I =[a,b] ou I =[a,b] ot ae R, be RU{+oo}.
Soient u,v:1 — R positiveset Ke R, .

On suppose que Ve [,u(t) < K+_ru(s)v(s)ds .

Alors Ve I,u(f) < Kexp[ [ v(s)dsj

Démonstration :
On pose pour te [, ¢(t)= exp(— _r v(s)ds)(K+ru(s)v(s)ds)
Comme u et v sont continus, ¢ est de classe C' et :

Vie I,¢'(t) = exp(— j v(s)ds)(u(t)v(t) - v(z)(K + j u(s)v(s)dsD <0
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Donc ¢ est décroissante.
Mais ¢(a)=K
Donc Ve I,p(t) < K

Donc Ve I,u(t) < () exp( j v(s)ds) <K exp( j v(s)ds)

Application :

Soient a,b: [0,+oo[ — © continus intégrables.

Alors toute solution de x'(¢) = a(t).x(¢)+b(t) sur [0,+oo[ est bornée.

Remarque :

On a supposé ici £ =R ou C, mais I’énoncé est exact lorsque £ est un Banach en

remplacant ’hypothése a, b intégrables par ¢ - |||a(t)||| et £+ [b(r)| sont intégrables.

Démonstration :
Soit x une solution de (F).

Pour >0, x(£)=x(0)+ jo (a(s).x(s))ds + jo (b(s))ds

Donc [x(t)] <||x(0)]+ jo |a(s).x(s)|ds + jo |b(s)|ds < K + jo

|a(s)|||||x(s)||ds
Ou K =[x(O)+ [ [b(s)]ds

oo

0] < Kexp( [ Jato)ds )< K exef |

On a ainsi V¢ >0,

|a(s)|||dsj

Donc x est bornée.

C) Théoréeme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires

e Enoncé:

Théoréme :
Soit / un intervalle de R, £ un Banach (au programme : seulement de dimension
finie). Soient b:/ - E et a:] — L (E) continues, ou on a muni L (E) de la norme

triple associée au produit scalaire.
Alors :

Pour toute condition initiale (¢,,x,)e IXE, il existe une unique solution ¢ de
x'(t) =a(t).x(t)+b(1)

classe C' au probléme de Cauchy {
x(t,) =X,

Remarque :

C’est un théoreme idéal !

e Interprétation en terme d’espace de solution :

Soit (E):x'(t)=a(t).x(t)+b(t), (e) I’équation sans second membre associée
x'(t)=a(t).x(t) . On note S, ’ensemble des solutions de (£), S, celui des solutions
de (e).
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Corollaire :
(1) Pour S, : c’est un sous-espace vectoriel de C'(I1,E) (déja vu), et pour tout
ty€ I, lapplication 6, :S, —E est un isomorphisme de ¥K-espaces
P ()
vectoriels. En particulier, si £ est de dimension finie, alors I’espace des
solutions de (e) a la méme dimension.
(2) Pour S, : c’est un sous-espace affine de C'(I,E) (donc non vide), de

direction S, et pour tout z,€ I, S ;) — E  est une bijection affine.

0

(e)°

Démonstration (du corollaire) :
(1) L’application 6, est linéaire, et d’apres le théoreme de Cauchy appliqué a (e),

pour tout x, € £, il existe un unique @€ S, tels que 6, (@) =x,.
Donc 6, est bijective. Donc ¢’est un isomorphisme.
(2) De méme, pour tout x, € E, il existe ¢€ S, unique tel que 6, (¢) =x,, donc

6,:Ss —E  estbijective.
P=>e(t,)

[Nlustration :

Soit £ un C-ev de dimension n>1.

Soit a:R — L(E), continue et 27z -périodique. Existe-t-il des solutions 27 -
périodiques non nulles a I’équation (e): x'(t) = a(t).x(t) ?

Non en général :

Par exemple, avec E=T, et a:t — Id, est 27 -périodique, et (e) s’écrit :

(e):x'(t) = x(¢), de solution générale x(¢) = Ke' dont aucune n’est périodique sauf
la fonction nulle.

Mais il existe une solution non nulle ¢: R — E de classe C' et Ae T* tels que
Vie R,p(t+27m)=A¢(t).

En effet :

Soit § I’ensemble des solutions de (e). Alors S est un C-ev de dimension n
(d’apres le théoréme de Cauchy)

Pour pe S, I’application ¥ : ¢+ @(¢t +27x) est dans S.

En effet, Vie Ly'(t)=¢'(t+27x)=a(t +27).0(t + 27) = a(t).y(¢)

De plus, pe S>> e S est bijective :

C’est une application linéaire, et injective car si ¥ =0, alors Ve R,¢(t)=0, et
donc bijective car en dimension finie.

Cet endomorphisme admet des valeurs propres (car n>1, et C est algébriquement
clos)

Donc il existe A # 0 (car I"application est bijective) et e S\{0} tels que ¥ = Agp
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e Démonstration du théoreme :
(1) Démonstration élémentaire de 1’unicité avec Gronwall :
E):x'(t)=a(t).x()+b(t
Soient ¢,, ¢, deux solutions du probléme de Cauchy {( ):x (0 =a()x(0)+5(0)
x(1y) = x,
Z'=az

Alors z =@, — @, vérifie
Z=¢—¢, {Z(ZO)ZO

Donc Vte 1,z(t) = O+Jj z'(u)du = Jj a(u).z(u)du

Pour ¢ >¢,,

20| < [ a2 < [ flatu|0]au

, v(t) = |||a(t)||| pour ¢ >1,.
Ainsi, u et v sont positives, continues, et vérifient :

V2 t,u(1) <0+ " w(u)v(u)du

On pose alors u(t) = ||z(t)

" y(u)du
Donc Vt2>t,,u(t) < el

Pour t<¢, :

, c'est-a-dire V¢ > t0,||z(t)|| =0

y'(0) ==2'(=t) = —a(=1).z2(=1) = —a(=1).y(1)
»(=,)=0
Donc, de méme, V¢ =>—t,,y(¢t) =0, c'est-a-dire V¢ <t,,z(t)=0
(2) Pour I’existence :

Posons y(¢)=z(-t).Ona {

On considére I'équation intégrale x(¢)=x, + [ " a(s)x(s)ds

On doit montrer que cette équation admet au moins une solution ¢:/ — FE
continue.
Posons, pour te I, ¢,(¢) =x,.

Et par récurrence, pour ne N, @ (¢)=x, + J.t a(s).@,(s)ds

Montrons que la suite (¢,),. converge uniformément sur tout segment [a,b] de /
contenant ¢ .

Pour cela, on va montrer que la série de terme général u, =¢ , —¢@, est
normalement convergente sur [a,b]. (Comme E est complet, la suite de terme général
0 =¢,+ Z @, —@,_, converge alors uniformément sur [a,5])

k=1
On a pour tout ¢t e [a,b] etn>1,

1, (1) = [ a()(@,(5) =9, (N)ds = [ (), (s)ds
Posons alors K = sup |||a(t)||| (existe car a est continue et [a,b] est compact)
te[a,b]

Et M = sup ||u0(t)|| (existe car u, = @, — @, est continue sur [a,b])
tela.b]

n

, Kﬂ
Montrons alors par récurrence que Vne N,Vte [a,b], |un (t)| <M —'|t -1,
n!

- Pour n=0, c’est vrai par définition de M.
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- Soit ne N*, supposons 1’inégalité vraie pour n—1

Alors
Ve [a,blu, )< &) j lats) e, ()|ds on £(2) = sgn(z—1,)
4 Kn_l n-1
< Ke(z)_[o (n_l)!M|s—zo ds
<M K—|z —1)|"
n!
Ce qui acheve la récurrence.
Conséquence :
Vne N, |u,| <M K—'(b —a)", terme général d’une série convergente.
n!

Conclusion :
(¢,),n converge uniformément vers une fonction ¢:/ — E qui est continue car
les ¢, le sont.

De plus, en passant a la limite dans ¢, (¢)=x,+ f a(s).@,(s)ds, on a

o) = x,+ [ a(s)p(s)ds

En effet, J.; a(s).@,(s)ds ——— It Z a(s).p(s)ds car on intégre sur un segment et
a.g, converge uniformément sur [to,t]c [a,b] vers a.g.

Donc ¢ est la solution cherchée.

Remarque :

La construction de ¢ est une construction par itération, basée sur le théoréme du
point fixe.

Si on se limite a [a,b]c I contenant ¢, I’application @: E = CO([a,b], C)—FE ou
o=

! . coror
Vte [a,b], w(t)=x,+ J a(s).9(s)ds n’est pas contractante, mais a un itéré contractant
)

pour || ||w sur £ (C'est-a-dire qu’il existe un entier N tel que ®c0..oc® soit

contractante)

D) Application aux équations différentielles linéaires d’ordre r.

e Définition :

Soit £ un Banach, / un intervalle de R.

Une équation différentielle d’ordre » a valeurs dans E, c’est une équation de la
forme (E.): x" ()= a,t)x(t)+...+a,_ (t).x"" +b(t)

Oub:I —FE etpour je HO,r—l], a;,:1 — L.(E) sontdes applications continues,

et ou x est de classe C".
L’équation sans second membre associée est

(e,): X" (6) = ay (1) x(0) + ...+ a,_ () x"(0)
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e Equation d’ordre 1 équivalente a (E,) :

Pour x:7/ — E declasse C",onpose y:I > E" .
t—(x(1),x'(t)...x"71(2))

Alors x est solution de (E,) si et seulement si y vérifie :

Vte I,y'(t) = (x' (0),..x" (1), i a;(t)x" 1)+ b(t)]

=0
Pour te I, on pose B(¢t)=(0,..0,b(¢))e E",

et on définit pour #€ / I’endomorphisme A(¢) de E" par

A(t): E'—E ,et t+> A(t) estde classe C'.

r=1
(zgoe2, )I—)(z1 yeZpys Zoaj (t).zj)
=

Proposition :
Soit y: I > E"
1=>(y(0),..y,4(1))
Alors y est solution de (F): y'(¢t) = A(¢).y(¢)+ B(¢) si et seulement si :
- y, estde classe C”
-Vje HO,r—lH,yj zy(()'f)
-, estsolution de (E,).

Remarque :
Intérét : on ramene la résolution d’une équation d’ordre » a valeurs dans E a celle

d’une équation d’ordre 1 a valeurs dans E”

Exemple :

Soit (E,) I’équation scalaire x'(¢)=a(t).x(t)+b(t).x'(t)+c(t) ou a, b, ¢ sont
continues de / dans C.

Equation d’ordre 1 associée :

On pose V(1) = [ x(t)j
o

Alors x est solution de (£,) si et seulement si V' vérifie :

[rstrestrstoren)atr o)) c0)
V'(t)= = +
a(t).x(t)+b(t).x'(t)+c(t) a) b)) \x'(@)) \c()

Donc I’équation du premier ordre associée a (E,) est:

F'V't—0 1Vt+0
ETO= 0y s0) QM ew)

Yo(2)
n()
de classe C*, y, =y," et y, est solution de (E,).

Ainsi, V() :( J, de classe C', est solution de (F) si et seulement si y, est

Démonstration de la proposition :
On a vu déja < avant la proposition. Réciproquement :

Si y est solution de classe C' de (F), alors pour tout te 7,
(Vo @)sees V', () = 01 (D5, (1), 20 ()Y (D) + ..+, (1).y,, () +(0,...5(2))

A(1).y(1)

Chapitre 18 : Equations différentielles linéaires
Equations différentielles Page 9 sur 27



Donc Vj<r-Ly, =y,

Bt Vie Ly ()= ’f:aj (1), (6) +b(t)

Donc y, estde classe C”,

Et Vi<r-Ly, =y

r=1
Donc Vie 1,y (1) =Y a,(t).p" (1) +b(1)
k=0

e Théoreme de Cauchy pour I’ordre 7 :

Théoréme :
Sous les hypothéses précédentes (b, a; continues) :

Pour toute condition initiale (¢,,x,...x, ;)€ IXE", le probléme de Cauchy :

x ()= i a,(1).x" (1) +b(t)

X(t,) =Xy, X' () = X,5 ooy X7V (t) =X,

Admet une unique solution x de classe C” sur /.

e En termes de structure :

Théoréme :

- Sous les méme hypothéses de continuité,

Pour tout #,€ I, I’application 6, :S,, —> E" est un isomorphisme
0

P=(9(ty),- P (1))
de K-espaces vectoriels.
- Deméme, S, — E" est une bijection aftine.

P=(9(ty),- 9 (1))

Corollaire :
Si E est de dimension finie n sur I, alors S, , est un K-ev de dimension nr.

Et S, estun espace affine de dimension nr .

Autrement dit, la solution générale dépend de nr parametres fixés par les
conditions initiales.

Démonstration :
Les deux théorémes et le corollaire découlent de la proposition précédente.

Exercice :

Soit (E,):x"(t)=a(t).x(t)+b(t).x'(¢) ou a,b: 1 — T sont continues.

Alors toute solution x non nulle de (E,) a ses zéros isolés, c'est-a-dire que si
t,e I vérifie x(¢,) =0, alors il existe & >0 tel que

Vie lt,—a.t,+alnI, x()=01t=1,

Side plus / =R, et sixaune infinité de 0, alors on peut les classer dans une suite

(t,),.y de R, strictement croissante et tendant vers +oo.

En effet :
Soit x une solution non nulle de (E,), et ¢, € /. On suppose que x(¢,)=0.
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Alors x'(t,)#0
x(¢,)=0
X (1) =0

Donc comme 0 est aussi solution de ce probleme de Cauchy, par unicité, x=0 ce
qui est exclu.

Donc x'(¢,)#0.

En effet, sinon x vérifie (£,) et les conditions initiales {

Donc limﬂ =x'(t,) #0

Il existe donc @ > 0 tel que Ve [t, —a,t, + ]

x()] 2 4 |x' ()|t — 1,

On suppose maintenant que / =R, . Soit x une solution non nulle de (£,) .

Sur tout segment [0, 4]c R, , x s’annule un nombre fini de fois.

En effet, supposons qu’une solution x a une infinité de zéros, et prenons donc
(t,),. une suite d’éléments distincts de [0, A] telle que Vne N, x(z,)=0.

Comme (¢,),. est bornée, elle admet une valeur d’adhérence. Soit ¢: N — N
strictement croissante telle que (7,,)),.y converge, disons vers @€ [0, 4]

Par continuité de x, on a ainsi x() =0 mais & n’est pas isolé, donc x=0.

Posons alors Z ={te R,,x(t)= 0}.

On suppose que Z est infini.

Soit te Z. Alors [0,¢]nZ est non vide (contient #) et fini, donc admet un plus
petit élément ¢, qui est aussi le plus petit élément de Z (car les autres éléments de Z
sont plus grand que )

On pose ensuite ¢, =min Z\{t,},... £, =min Z\{t,,...,_,}

Alors la suite (z,),.y est strictement croissante,

Bt t,——=—>+o car sinon (#,),. serait major¢e par Me R, et [0, M]

contiendrait une infinité de zéros.
On a de plus épuisé Z avec cette suite :
Soit ue Z
Alors u >t .

Il existe donc ke N* tel que ¢, , Su<t¢,
Mais par définitionde ¢, , ¢, , =u

Donc Z c {tk,ke N}

D’ou le résultat.

II Cas de la dimension finie
A) Equation linéaire scalaire du premier ordre

e Définition :

Soit (E):a(t).x'(t)+b(t).x(t)+c(t)=0 ou a,b,c:I — K sont continues (K =R
ou ©)

On suppose que a ne s’annule pas sur /.
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On a donc la forme résolue x'(z)=a(t).x(t)+ p(t) ou az_—b et ﬂz_—c,
a a

continues sur /.

Attention :

Si a s’annule, il faut découper / en sous intervalles sur lesquels a ne s’annule pas,
et on fait ensuite des raccordement 1a ou a s’annule.

e Résolution par quadrature (c'est-a-dire par calcul de primitive)

Théoréme :
Soit (E):x'(¢t)=a(t).x(¢t)+ S(t) ou a, f:1 — R sont continues.
On note (e) 1’équation sans second membre associée x'(¢) = a(t).x(¢).
(1) La solution générale de (e) est x(t) =K .eI o
(E)

(2) Pour tout (z,,x,)e IXR, la solution du probléme de Cauchy { ) est
X 0) = xo

x(t) = (xo + j t ﬁ(s)e—/“s)dsje*‘(” ol A(t) = j " a(s)ds

Démonstration :

(1) Pour x:1 — XK de classe C', posons y(t) = x(t)e
a.Onaalors Vie I,y (t)=e " (x'(¢) —a(t) x(1))

Donc x est solution de (e) si et seulement si y'=0, c'est-a-dire si et seulement si y
est constante (car / est un intervalle)

(2) Soit A(¢) :f a(s)ds pour te I . Alors A est de classe C' et A'= .

~1 o0 A est une primitive de

Soit x:/ — K de classe C'.
On pose pour t€ I, k(t)=e"“x(t).
Alors k est de classe C', et Vte 1,k'(t)=e " (x'(t) - a(t) x(1))
Donc x est solution du probléme de Cauchy si et seulement si
{k‘ (=B

k(1)) = x,

. . . t — s
C'est-a-dire si et seulement si k(¢) = x, + j B(s)e*Ods
ty

Soit x(t) =e"k(¢).

Exemple :
Résoudre x(x*—1).y"(x)+2y(x) = x>
Forme résolue :

y'(x)= _2—2y(x) + 2x sur un intervalle I < R\{0,1,~1}.
x(x”-1) x -1
. 1 -1 1 1
Une primitive de x> ————=—+ + est
x(x*=1) x  2(x-1) 2(x+1)
dx 1, [(x—1)(x+1)
fz— = In——"—
x(x =1 2 X
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Solution de d’équation sans second membre :

=kl g

((r=D(x+1)|  (x=T)(x+1)

2
Variation de la constante : y(x)= K(x)

2

X2 —
2

x —

-1 x*-1

Alors K vérifie K'(x) soit K'(x)= 1 , donc K(x)= ln|x| +4
X

x2

2
X

Sur 7, la solution générale est donc y(x) = 1 (4+ 1n|x|).

Peut-on avoir une solution sur R ?

- Raccordement en 1 : sur ]1,+oo[, y(x)=

2
xjc " (Al +ln|x|)

2
Sur Jo,1[, y(x) = j‘—l (4, +1n[|)
2

Peut-on choisir 4,, 4, pour que le raccordement soit continu ou C' en 1 ?
Déja, si 4, #0, }i_rﬁy(x):ioo. Si 4 =0,onaenposant x=1+h :
(A+h)’(h—=h*/2+0(h*)) _ (2h+O(h*))(h—h*/2+O(h*))
(+h)* -1 - 2h+h?
1420+ 0(h*) _1+%h+O0(h*)
o 2+h 2
Donc y a un prolongement dérivable a droite en 1, avec y(1)=»'(1)=1

y(1+h)=

b oy = om
(1—§+O(h )j_ SO0

- C’est la méme chose en 17. Donc il existe une unique solution dérivable sur
x’ .
[0,429[, & savoir y(x)= ﬁln|x| six#]
1/2 six=1
- On peut méme faire un raccordement dérivable en 0 (et ce quels que soient

A, 4,): y(x) o x’ ln|x|

On peut donc raccorder avec y(0)=»'(0)=0
Conclusion :
Les solutions de (E) sont :

2
Sur I =-o0,~1[ ou |-1,0[ ou J0,1] ou Jl,+eo[, y(x)= f 1(ln|x|+c)
X2 —
%/2 six==1
Sur R ou ]O,+oo[ ou ]—oo,O[ D y(x)= jc 11n|x| six #0,1,—1 (Une seule solution)
X2 —
0 six=0
Sur |-11[ : on a un espace affine de dimension 2 de solutions dérivables
2
xf_l (In|x|+ 4,) six>0
y(x)= 0 six=0

X
2
X

2
1(ln|x|+A2) six<0
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Exercice :

Soit ae ©

On considere (E): y'(x)+ay(x)= f(x),ou f: [0,+oo[ — C est continue.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur ae C pour que si f +—>0 , toute

solution de £ tend vers 0 en +oo.
Généraliser a une équation de la forme »'"'(x)+ay'(x)+by(x) = f(x)
(ou méme d’ordre r)
Condition nécessaire :
La solution générale de I’équation sans second membre est y(x)=Ke “*.
On note g une solution de 1’équation. Ainsi, g(x)—————0.

x—>+o0

—a.x

Donc la solution générale est y(x) = Ke “* + g(x) . Il faut donc que Re(a)>0.

Cette condition est aussi suffisante :
Variation de la constante :

On cherche une solution sous la forme y(x)=K(x)e “"

Ainsi, K vérifie K'(x)e " = f(x), soit K(x)= J.Ox f()e'dt+K',
Et une solution de (E) s’écrit sous la forme g(x)= ( J: f(t)e'dt+K ')e‘“
On va montrer que e " _[: f()e" dt———0

Soit £>0.Ilexiste 7€ R, tel que V=T,

OB %Re(a) —¢
Ainsi, pour x>T,

‘ [ rea < ‘ jOT f(t)e”"dt‘+‘ [ f(t)e‘”dt‘

dt

elLt

<4+[]r@

X
<A+ g'J.T R gy

1 1
<A+ &€ (eRe(a).x_eRe(u).T)SA_l_ &€ oRe(@x

Re(a) Re(a)
x ) &' E
Et donc pour x>T7', [e™*" t e‘”dt‘ < Ae R Z = g Rl 4 =
P ’L /0 Re(a) 2

Or, il existe X € R, tel que Vx> X, e """ Sg

Ainsi, pour x 2 max(7,X), e J.(: f (Z)e“dt‘ <e

Etdonc e[ f(1)e"'dt—==—0

Donc la condition est aussi suffisante.

Soient &, B les racines complexes de 7* +a.r+b =0

On note D I’opérateur de dérivation :

Ainsi, D* +a.D+bld=(D-a.ld)o (D~ S1d)

Une condition nécessaire et suffisante est que Re(a) <0 et Re(f)<0.

Chapitre 18 : Equations différentielles linéaires
Equations différentielles Page 14 sur 27



En effet, la condition est nécessaire :
Soit g, une solution particuliere de I’équation.

Une autre solution de cette équation est 7 > g,(¢)+e“’, qui doit tendre vers 0 en

+ o0, Ainsi, Re(a) <0 et de méme Re(fS)<0.

La condition est suffisante :

Soit y une solution de I’équation.

Alors (D-a.ld)o(D—-I1d)(y)=f. Donc d’aprés le cas précédent, z—0

f +oo

(puisque z vérifie z'-a.z = f et Re(—a)>0)

Puis par définition de z, (D—f1d)(y)=z, donc comme z tend vers 0, toujours
d’aprées la premiére partie on aura y +—>0 , d’ou le résultat.

Remarque :
Le cas général est le théoréme de Lyapunov :

Pour f'tendant vers 0, toute solution de (E,): y +a,y"™" +...+a,y = f tend vers
0 si et seulement si les racines de 1’équation caractéristique ont des parties réelles
strictement négatives.

B) Wronskien et systémes fondamentaux de solutions d’une équation
homogeéne

e (adre:
On considére des équations de la forme
(e):x'(t)=a(t).x(t) avec a:I — L(E) continue, ou E est un espace de dimension

t—a(t)
n finie.
On peut I’écrire sous forme matricielle X' () = A(£)x X (¢)
Rappel :

L’ensemble S, des solutions de (e) sur / est un sous-espace vectoriel de C (1,E)

de dimension 7.
Et pour tout ¢, 7, 6, :S,, > E  estunisomorphisme de K-ev.
P—9(t,)
e Systéme fondamental de solution de (E) :

Définition :
On appelle systeme fondamental de solution de (E) toute base (¢,,...¢,) de §,,.

e Wronskien :

Définition :

Soit (a,,...¢,) un systetme de n solutions de (E) (pas forcément un systeme
fondamental). On fixe une base 8, de E.

On appelle Wronskien de (¢,....r,) dans 8 I’application :

I —>R

1= I/V(azl o, ), :detﬁo (al (t):' . 'an (t))
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Remarque :
Si on remplace B par une autre base ¥,

Alors W, =dety ()W,

(a,..2,), %,

a,..0,),B;

Démonstration :

Si M (¢) =maty, (¢, (2),..2,(2)) et M(t) =maty, (¢,(?),..2, (7)), et en notant P la
matrice de passage de 8, a ®,,ona M ()= PM ®),

et donc det(M (¢)) = det(P)det(M (¢))

Théoréme :

On note ¥, une base de E.

On suppose que I’application ¢ — a(t)e L(E)= L (E) est continue.
Soient ¢,,...¢p, des solutions sur / de (e).

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (¢,,...0,) estun systeme fondamental de solution.

2) w, ne s’annule pas sur /.

Pro P ) Bo
(3) Wiy, 4w, Destpas la fonction nulle.
Démonstration :
On sait que pour tout te€ [, 6,:S,, — E  est un isomorphisme.

P-(1)
(1)=(2) : Soit (@,,...¢,) un systeme fondamental de solution et soit t€ /.
Alors (6,(¢,),...6,(¢,)) est une base de E.
Donc W, ;.\, (1) =dety (6,(9),...6,(¢,)) #0
2)=03)...
(3)= (1) : On suppose que W,

Alors (6, (9,),...6, (¢,)) est une base de E, donc (¢,,...,) estune basede S,,.

(t,)#0 pour t, e [.

e Complément : expression du Wronskien :

Lemme :
Soit £ un K-ev de dimension finie n, et ue L (E).

Pour tout (v,,...v,)e E" et toute base ¥, de E,

Zdetgo VeVt (V) 450, ) = Tr(u) Xdety (v,,..9,)
Jj=1

Remarque :
Ona dety (u(v)),..u(v,))=det(u).dety (v,...v,) (il suffit de voir avec les matrices)
Démonstration :
Posons ¥ (v,,..v,) = Z:det,l,,0 VeV, s u(V)),V 150 9,)
Jj=1

Alors ¥ est n-linéaire, et alternée :
On suppose que v, =v, pour 1<k </<n
Ainsi, il reste
Y(p,.v,) =dety (Ve Vi u(V)s Vg, ) Fdety (Ve u(vy), v,

=0
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Mais I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur £” est un ®-ev de dimension
1, donc il existe k€ I tel que @ =kdety

Calculde k:ona k=¢(D,).
On note ¥, =(¢,,...e,), et A =maty (u).

n
lu(ej) = Zai,jei
i=1

Alors e 1,7

Donc
o(B)) =det(a, e +...+4a,e,,e,.e,)+..

=a,, +a,, +..=Tr(4)=Tr(u)

Application au Wronskien :
Proposition :
Soient ¢,,...r, n solutions de (E). Alors il existe ke K tel que

Tr(a(t))dt
Vie LW, o o (0)=Kel

Remarque :

On comprend maintenant pourquoi (2) < (3) dans le théoréme précédent.
Démonstration :

Onpose W () =W, ,, () =dety (&,(),..a,(?))

Comme les @;,i=1..n sont de classe C', W est de classe C' et

Vie I,W'(t) =dety (&', (1), 2, (0)...c0, (1)) + dety, (e, (D), @', (D),...) +...

or, Vie [L,n]vie Le, () = a(t).o,t)

Donc

Vte I,LW'(t)= Zdet%o (@, (1), a, (2)...a(t).a,(1),..2, (1))

J=1

= Tr(a(1))dety (& (1), @, (0)...cx, (1)) = Tr(a()W (1)
Donc W est solution de I’équation différentielle W'(¢)=Tr(a(¢))W(t), d’ou son
expression.

C) Méthode de variation des n constantes

e Probléme :

On suppose résolue (e): x'(¢) = a(t).x(¢) et on veut résoudre
(E):x'(t)=a(t).x(t)+b(t) dans E de dimension n,

C'est-a-dire qu’on connait un systéme fondamental de solution de (e) (¢,,...¢,) .

e Lemme:
Pour toute fonction y: 7 — E, il existe un unique n-uplet (4,,...4,) de fonctions

scalaires 4, : 1 — K telles que Ve I,y(t) = Zﬂj e, (@)
j=1

De plus, i est de classe C' si et seulement si toutes les A, le sont.
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Démonstration :
Comme (¢,,...¢0,) est un systeme fondamental de solutions de (e), pour tout ¢ 7,

(0,(),..0,(1)=(6,(9),..60.(¢,)) estune base de E.

Donc w(¢) se décompose de mani€re unique en y/(t) = Zﬂj D)
j=1

Caractérisation C' :
Siles 4, sont de classe C', y I’est aussi.

Réciproquement, supposons que ¥ est de classe C'.
dety, (@)@, (O, ¥ (1), @,,,(0),..0,() = A (D) dety (¢(2),...9,(1))
=4,(OWg..pne, O
%/—J

#0

dety (@)@, (), ¥ (0), @, ()0, (1))
I/V((ﬂl s ),By (t)
e Méthode de variation des # constantes :

Soit B, une base de £. On a, pour tout je Hl,n

Donc 4,(t) =

,donc A, estde classe C'.

Théoréme :
Sous les hypothéses précédentes,

Pour x:/ — E declasse C', on pose x(t) = Zn:ﬂ/(t)(oj ®).
j=1
Alors les A, sont de classe C ' etxest soluti:)n de (E) si et seulement si
Vte l, Zn:ﬂ' ;D@ (1) =Db(1), c'est-a-dire si et seulement si
j=l1
dety (¢,(1),..0,,(),0(1),9,.,(1),..9,(1))
Weg..onm, @

vie LVje L}, ()=

Démonstration :
Comme x et les 4;, ¢, sont de classe C',ona:

Ve 1,x'(t) = Zi:l'j (f)¢j(f)+i/1j(z)¢'j )
= Zi:,i'j (O, (0)+ Z}:/%j (D)a(t).@;(1)
= i A, )@, () +a(t).x(t)

Donc x est solution de (F) si et seulement si V¢e I, Z/T O, (0)=b(1).

J=1
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D) Remarque : autre interprétation de la méthode de variation des n
constantes

Soit t,e I, (¢,,...¢,) un systétme fondamental de solutions de (E).
On note B, =(¢,(¢,),...¢,(t,)) , base de E.
Et onnote M (¢) =maty, (¢,(?)....¢, (1)), A(?) =maty (a(?)).
Alors M est de classe C', et :
Vie I,M'(t) = maty, (¢, (¢),..¢0", (1))
= maty (a(t)-¢,(1),...a?)-9, (1))
= A(t)x M (t)
Et M(t,)=1,
M'(t)=A(t)x M (¢)
M(t,)=1,
Si maintenant E est un espace de Banach quelconque :
On considere le probléme de Cauchy dans L.(E) :

" Ve I,m'(t)=a(t)om(t)
m(t,)=1d,
Peut-on appliquer le théoréme de Cauchy ?
D¢ja, E est complet.
Pour tout te I, A(t): L.(E) = L.(E) est un endomorphisme continu de L.(E)
fat)ef
Ette I A(t)e L.(L.(E)) est continu (||||A(t) - A(s)|||| < |||a(t) - a(s)|||)

Donc (*) a une unique solution m:/ — L.(E) telle que m(¢,)=1d,

Donc M est solution du probléme de Cauchy {

Définition (Hors programme) :

m s’appelle la résolvante de (e).

NB : pour tout t€ I, m(¢) estun automorphisme continu de E.

En effet, il est déja continu.

Soit de plus # € /. On note m, la solution du probléme de Cauchy

Ve Lu'(t)=a(t)ou(t)

{”(tl) =1d,

Alors pour tout 1€ I, m,(t)om(t,) =m(t) .

En effet, 'application f :7+>m,(t)om(t,) (a valeurs dans L.(E)) est de classe
C' et vérifie :

Viel, f'(t)=m', (1)om(t)) = a(t) o my(t) e m(t,) = a(t)° f(1)

Et f(z)=1d; em(s,)=m(t,)

Donc g = f —m est solution de {Vz cLg)=at)egl)

g(t)= OL((E)

Dont une autre solution est la solution qui a ¢ associe I’endomorphisme nul.
Et par unicité de la solution,ona g =0, etdonc f=m

Donc Vte I,m,(t)om(t,)=m(t), puis en prenant ¢t =t,, m,(t,)om(t,)=1d,
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Donc m(t,) est inversible a gauche.
On a ensuite de la méme fagon Ve I,m(t)om,(t,) =m,(t)
Etdoncen ¢, : m(t;)om,(t))=1d,

D’ou on tire que m(¢,) est bien un automorphisme de E.

Variation de la constante :
(E)x'(¢) =a(t).x(t)+ b(t)
x(t)) =x,
Pour A:1 — E de classe C', on pose x(z)=m(t).A(f) ou m est la résolvante de
(E). Ainsi, x:I — E estdeclasse C', et :
Vte 1,x'(t) = m'(t).A()+m(t).A'(¢)
= (a(t)om(t)).A@)+m(t).A'(t)
= a(t).x(t)+m(t).A' ()
Donc x est solution de (E) si et seulement si Vie I,m(t).A'(t) = b(t)
C'est-a-dire Vte I,A'(t) = (m(t))" b(¢)
Ou A(t) = j (m(t)) ™ b(t)dt

On veut résoudre le probléeme de Cauchy {

Et donc la solution du probléme de Cauchy est x(z) = m(t).(x0+ J; t (m(s))™ .b(s)ds)

E) Equations a coefficients constants

Probleme :
On cherche a résoudre  (e):x'(¢) = Ax(¢) ou x: 1 > M, (K) et Ae M, (K)
(E):x'(t)= Ax(¢t)+B(t) ou B:1 — M, (K) est continu
Ou (e): x'(t) = a(x(?)) ou a est un endomorphisme fixé d’un espace de Banach E.
(E):x'(t)=a(x(t))+b(t) ou b:I — E est continu.

Révisions d’algebre linéaire :
e Méthode de résolution de X'= AX ou A4 est une matrice constante.
(1) Si A4 est diagonalisable :

On note (V,,...V,) une base de vecteurs colonnes propres, V, associé¢ a A,. Pour

1

n
une condition initiale (¢,,X,), si on note X, :Za V., la solution du probléme de
j=1

' n

B estalors X(1)=> a7,
X(t0)=)f0 () Z ’ ’

Jj=1
Démonstration : il suffit de vérifier que la solution proposée convient...
(2) Utilisation de I’exponentielle :

Théoréme :

Cauchy {

'

. X'=4X (tt) A=
La solution du probléme de Cauchy . est X(t)=e "X,
X(t,)=x,
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Démonstration :

te R e estdeclasse C' de dérivée ¢ Ae"?

Donc ¢:t+> e %, est de classe C', de dérivée ¢@'(¢)= Ae" " %, = AX(t)

Comme de plus ¢(#,) =X,, ¢ est la solution cherchée.

Remarque :

La résolvante de 1’équation X'= AX est la solution du probléme de Cauchy
{M'(t) = AM(1)

, c'est-a-dire 7 > e
M(t)=1,

Autrement dit, les vecteurs—colonnes de ! forment un systéme fondamental de
solution de X'= AX

(3) Résolution par réduction :
Si on peut écrire 4=PRP™' ou Pe GL, (K), alors X :t+> X(¢) est solution de
X'= AX sietseulementsi Y:t—> P~ X(¢) estsolution deY'=RY .

ap *
Par exemple, si R = , ’équation Y'= RY s’écrit alors
0) a,,
Yi=apy+.ta,y, .
: OuY :( : j
V= a,., '

On résout alors le systéme en cascade en commengant par la derniére.

(4) Casou A€ M, (R) non trigonalisable sur R.

On réduit 4 sur C :

Si A est diagonalisable (dans C) :

Si Ae C\R est valeur propre de 4, alors 4 aussi.

Dans la diagonalisation de 4, si on prend (V;(4),..V,(1))e M, ,(C)” comme base
de E,(4), il faut prendre (V;(4),..V,(4)) comme base de E,(4).

Exemple :

Si Ae M,(R) a pour valeurs propres o€ R, 3,8 C\R.

On note v, un vecteur propre associ¢ a &, v, associ¢ a f et v, :z associ¢ a .

La solution générale de X'= AX complexe est X(¢) = ae™'V, +be?'v, +ce”
a, b, ¢ sont complexes.

X est une solution réelle si et seulement si Vze R, X(¢) = X (¢)

€= \
v, ou

) ) Iy . ) ... laeR
Ce qui, du fait que {t et e L;} est libre, revient a —
C =
La solution réelle générale de X'= AX s’écrit donc

X(1) = ae™V, +be?'v, +be?'v, ot ac R et he T.

e Equation d’ordre 7 :
X)) =4, X" (@) +..+ 4,X(2)

Ou Vje HO,r—lH,AjeMn(K) et X:t— X(t)e M, (K) est de classe C”
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Par exemple, avec r=2 : (E,): X" (t) = A4,X"'(t)+ 4, X (t)
Equation d’ordre 1 associée :

X
On pose Y=[ ]
X'

n

0 I
Alors X est solution de (E,) si et seulement si Y'= (A y JY
0 1

On est alors ramené au probléme précédent.

Cas usuel :
X () = rz_la_ix('j)(t) ou Ve [l,r-1la, e &
J=0
] 0 1 0)
L’équation d’ordre 1 associée est Y'=MY ou M = 0 0 { e M, (K)
ay o oa,
NB:

M est un matrice compagnon, donc est diagonalisable si et seulement si y,, est
scindé a racines simples c'est-a-dire si et seulement si VAe K,rg(M —A.1,)=r—1.
e Me¢éthode par I’équation caractéristique pour une équation scalaire (£,).

(E):x"0)= 3 a x ()

L’application ¢ e’ est solution de (E,) si et seulement si
r—1
A= z aj/lj (équation caractéristique)
J=0
r—1 )
- j R
On suppose que X Z(;a ;X7 est scindé sur K.
=

=1
Ainsi, on peut écrire X" =) a X’ = ﬁ(X —A4,)" oules 4 sont distincts.
=0 i=1
Théoréme :
{z e ie Hl,p|],0 <k<m, — 1} est une base de solutions de (£,).
Démonstration :
D¢ja, la famille est libre.
L’ensemble des solutions de (E£,) est un K-ev de dimension 7.
Reste a montrer que tous les éléments sont bien solutions :
Il faut montrer que si A est racine d’ordre m de 1’équation caractéristique, et
0<k<m—1,alors t > t‘e*" est solution de (E,)
Si A=0,alors ¢, =a,=...=a, =0

Donc I’équation s’écrit (E.):x"" =a x"™ +..+a_x"™"
q r m r—1

Et pour tout k<m—1, t+>¢* est bien solution (les deux membres de I’équation
sont nuls)
Si 420 :

On pose y(t)=e *x(1).
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Alors la formule de Leibniz donne Vje Hl, r —1|1, Vie I,xV(t)= el"(z C_;/ily("_”J
=0
Donc x est solution de (E,) si et seulement si y est solution de
r=1
(E'.):y" =Y "b,y"” oules b, s’expriment en fonction de A et des a; .
j=0

Une condition nécessaire et suffisante pour que 7 > ¢’ soit solution de (E',) est
que ¢ e soit solution de (E,), c'est-a-dire que P(A+4)=0 ou P est I’équation
caractéristique de (E,).

Or, 0 est racine d’ordre m de P(A1+ X), équation caractéristique de (E', ).

Donc ¢+ t* est solution de (E'.) pour tout ke HO,m—l”.

Donc ¢+ t*e*" est solution de (E,) pour tout ke []0, m —1|].

e Variation des constantes pour résoudre X'(¢#) = AX(¢)+B(t) ou Ae M (K).

Méthode 1 :

On résout X'= 4X, et on prend un systeme fondamental de solutions 7+ x (¢)
(je [l

Si par exemple 4 est diagonalisable, on prend (V),..V,) une base de vecteurs

., .. ¥ .
propres, les V, associés aux valeurs propres /4,. Ainsi, x; : ¢ +> e™V, convient.

1

Pour résoudre X'(t)=AX(¢)+B(t), on pose alors X(¢)= Zk‘/ (H)x;(2) ou

=1
k;:1 —C. Ainsi, X est de classe C' si et seulement si les & ; le sont. Et X est solution
de X'(¢t)=AX(¢)+ B(¢) siet seulement si

Viel, ik{, (1)x,(t) = B(1)

On a un systéme de Cramer en les k', qu’on peut résoudre.

Meéthode 2 :
On pose X (t)=exp(t.A).Y ()
Alors X'(t)=AX(t)+ B(t) © Y'(¢t) = exp(—t.4).B(¢)

F) Equations scalaires d’ordre 2 a coefficients variables

On considére 1’équation résolue (£): x'"(¢) = a(?)x(t)+b(¢)x'(¢) +c(?)
Ou a,b,c:1 — K sont continues.
On note (e): x"(¢t) =a(t)x()+b()x'(¢)

L’équation d’ordre 1 associée est (F):)'(t) = (a?t) b(lt)Jy(t) +(c?t)j
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e Théoréme de Cauchy.

Théoréme :
(E)
Pour toute condition initiale (Z,,x,,x,), le probleme de Cauchy { x(7)) =x, a une
x'(t)) =x,
unique solution.
Démonstration :
11 suffit d’appliquer le théoréme de Cauchy a (F).
Corollaire :

L’ensemble S, des solutions de (E) est un espace affine de dimension 2 de
direction I’ensemble des solutions S, de (e), espace vectoriel de dimension 2. Pour tout

thel, Sg — K est une bijection affine, et S, — K un
P (9(1).9'(t)) P (9(1).9'(t))
isomorphisme de K-ev.

e Systeme fondamental de solutions de (e), Wronskien :

Définition :

On appelle systeme fondamental de solutions de (e) toute base de S, .

Théoréme :
(x,,x,) estun systeme fondamental de solutions de (e): x'"'(¢) = a(t)x(t) + b(¢)x'(¢)

X X
si et seulement si y, :( 'IJ et y, :( 'zj constituent un systéme fondamental de
X X

0 1
solutions de y'(¢) = [ j V().

a(t) b(r)
Définition :
On appelle Wronskien d’un couple de solutions (x,,x,) de (e) I’application W
e _ x (1) x,(1) ey .
définie par Vie [,W(t) =det| ' , c'est-a-dire le Wronskien de (y,,y,) dans
X (@) x5 ()

X
la base canonique de R*, ot y, :( ! J
’ X

J

Théoréme :

Soient x,,x, deux solutions de (e). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (x,,x,) estun systeme fondamental de solution de (e).

(2) Le Wronskien x,x',—x,x', ne s’annule pas

(3) Le Wronskien x,x',—x,x'| n’est pas la fonction nulle.

Démonstration :
0 1
On revient a (f):y'(1)= y(t) et on applique les théoremes
a(t) b()
correspondants.
Exercice :

Soient x,,x, deux solutions de (e):x"(¢) = a(?)x()+b(¢)x'(¢).
On pose W = x,x,'-x,x,'. Montrer que Vte I,W'(t)=b(t)W (¢).
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Démonstration :

On peut encore se ramener a (f), ou :

W'=xx,""+x,"x,"=x,x,"=x,"x,"
= x,(ax, +bx,")—x, (ax, + bx,")
=bxXW

e Peut-on résoudre une équation de la forme x''(¢) = a(¢)x(¢)+b(¢)x'(t) a l’aide
de primitives ?

Réponse : en général, non (Liouville)

Cas qu’on sait résoudre (et a savoir résoudre !) :

- Si les coefficients sont constants

- Equation d’Euler : (E):£*x"(t) = a.t.x'(t)+ B.x(t) ou a, B sont des constantes.

. (¢ t

On Iécrit x"(¢) = a.x—()+ ﬂ.iz) sur / ne contenant pas 0.
t t

Propriété (Hors programme) :

"l est solution de (E) si et seulement si

Pour re C, 'application re I | =e

r(r=)=ar+p (¥).

Si (*¥) a deux racines r,r, distinctes, alors (t|—>|t

"t |t|r2) est un systéme
fondamental de solutions de I’équation.

LR

t

Si (*) a une racine double 7, alors (tH|t K 1n|t|) est un systéme

fondamental de solution de 1’équation.

Démonstration :

I n’y a qu’a vérifier...

- On peut chercher des solutions développables en séries entiéres.
e Mé¢éthode de variation des deux constantes :

On suppose que (x;,x,) est un systeme fondamental de solutions de
(e):x"(t)=a(t)x(t)+b(t).x'(1),

et on veut résoudre (E):x"'(¢) =a(t).x(t)+b(t).x'(t)+c(t)

Meéthode :

t t t
Pour x:7 — K, on pose (x'( )j:/i(t)(xl'( )]+,u(t)(x2'( )J.
x'() x'(2) X,'(7)

v s g | XO=AOx O+ p0)x, (1) (1)

Clest-a-dire ¢ | ' '
x'(6) = AU0)x," (0) + p(0)x,' (t) (2)

Lemme :
x est de classe C” si et seulement si A et g sont de classe C'.
Démonstration :
Le sens « est clair (avec (2)). Pour I’autre :

1
On remarque que le systeme d’équations {(2) d’inconnues A,u a pour

déterminant le Wronskien W = xx,'-x,x,', qui ne s’annule pas. Donc en résolvant le

X X, X X
' "

1 1|
X,

x' x
w

.Donc A estde classe C' et de méme pour i =

X
systéme, A=
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Maintenant :

En dérivant (1), ona x'= A'x, + u4'x, + A.x,'+u.x,'

Et avec (2), on obtient A'x, +u'x, =0 (3)

En dérivant (2), ona x"'=A'x,"+u'x,"+A.x,"+u.x,"

Et (E) devient : A'x,"+u'x,'+A.x,"+u.x," = a.(Ax, + p.x,) + b.(Ax,'+u.x,") + ¢

Et donc sachant que x, et x, sont solutions de (e) : A'x,'+u'x,'=c (4)

Le systéme constitué de (3) et (4) est de Cramer en les inconnues A', u' et de
déterminant /¥ = x,x,'-x,x,' ne s’annulant pas.

|0 X, x 0
Done A'=1" T2l op o=t 4
w w

Puis apres calcul de primitives, on obtient une solution x de (E).

Remarque :

. . r r . . \ x
On a simplement appliqué la méthode de variation des constantes a (f) dont ( IVJ
X

X .
et ( Zvj forment un systéeme fondamental de solutions.
Xy

Exemple :

Résoudre x°y'"(x)+4x.y'(x)+2y(x) = In(l - x)

Domaine d’étude : ]— oo,l[

Sur [ = ]— oo,O[ ou ]0;1[, I’équation est résolue et on peut appliquer le théoréme de
Cauchy.

On considére (e): x”y'"(x)+4x.y'(x)+2y(x)=0

Alors x> |x| est solution si et seulement si r(r—1)+4r+2=0 c'est-a-dire si et
seulement si » =—1 ou 2.
LM

Donc, sur /, la solution générale de (e) est y(x) = - -

SRS

=

Variation des constantes :

On pose (y(x)j = ﬂ(x)[ %1 J+,u(x)[ "i J
y'(x) —7 -

/7,'()c)><l+,u'(x)i2 =0
X X
)X 24 i () 2= 1n(1;x)
X X X

H'(x)=-x.A'(x)
A'(x)=In(1-x)
e Variation d’une seule constante :
Si on connait une solution non nulle x, de (e): x'"(¢¥) =a(t)x(¢)+b(t)x'(2),
Alors sur tout intervalle J ou x, ne s’annule pas, pour résoudre (e) ou (£) on peut

poser x(t) = y(t)x,(t).

On obtient alors

Qui est équivalent a {
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(NB : x est de classe C” si et seulement si y 1’est)
Et x est solution de (E) si et seulement si y vérifie

Y +2y' X +yx"=ayx +b.(y'x +yx'")+c
Clest-a-dire (E'): " (t).x,(t) = »"(t).(b(t).x,(t)—2x,'(¢)) +c(t)
Qui est une équation du premier ordre en y .

e Changement d’inconnue, changement de variable dans les équations

différentielles d’ordre 2 :

Probléme :

On veut résoudre (E): y'"(x) = a(x)y'(x)+b(x) y(x)+c(x)

- Changement d’inconnue :

Si par exemple on sait que y, est solution de (e):y"(x)=a(x)y'(x)+b(x)y(x) et
que ), ne s’annule pas, en faisant le changement d’inconnue y =z.y, on obtient une
équation différentielle d’ordre 2 en z telle que z=1 soit solution de I’équation sans
second membre, c'est-a-dire une équation d’ordre 1 en z’.

- Changement de variable :

On pose y(x)=z(t) ou t=¢@(x), ¢ étant un C’-difféomorphisme.
Remarque : on est obligé en méme temps de faire un changement d’inconnue.

Exemple :

Résoudre y”+izy =0 enposant t =Inx et z(¢) = M
X Jx

Sur ]0,+oo[, x> +/x est de classe C”, et xe ]0,+oo[|—> Inxe R est un C”-
difféomorphisme.
Donc y est de classe C* sur ]O,+oo[ si et seulement si z est de classe C* sur R.

Et y'(x)= ﬁ z(Inx)+ %Z'(ln x),

y'(x)= _Tl x7?z(Inx)+z'(In x)(% x % - % x? j +x722"(Inx)

Ainsi, y est solution de () si et seulement si

Vx> 0,_71x_3/2z(lnx)+x_3/2z”(lnx)+x3—ﬁz(lnx) =0

C'est-a-dire si et seulement si

Vte R,z"({t)+(4-1)z(1)=0

Si par exemple 4A—+ >0, onaalors z(f) = acos@w.t+ Ssinwt ol = \/A——%

Puis Vx > 0, y(x) = Vx (@ cos(@ln x) + Bsin(@ln x))
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