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Chapitre 17 : Intégrales dépendant d’un
parameétre

On va s’intéresser aux problémes :
Du calcul de lim j £.(0)dt
n—+oo o/

Et ZO Lun(l)dt

Ou encore une étude de fonctions de la forme F:x+— .[1 f(x,t)dt , c'est-a-dire la continuité,
dérivabilité. ..

Exemples :

La transformée de Fourier pour fe L(R) : f(x)= IR e f(t)dt

La transformée de Laplace de f: R, — T intégrable continue par morceaux :

L) =] e f (o

I Préliminaire : fonction gamma

A) Définition

Théoréme (hors programme dans C\R ) :
Pour se C, t+>e " est continue sur J0,+oof, et intégrable sur J0,4+oo[ si et
seulement si Re(s)>0.

On pose alors I'(s) = J:W e”'t""'dt pour Re(s)>0.

Equation fonctionnelle :
Pour Re(s)>0, I'(s+1)=sI'(s)
Pour ne N*, I'(n)=(n—-1)!

Démonstration :
(1) déja, f:tr> et est continue sur ]0,+oo| .
Etude en 0 :
Ona |f(t)| ~ || =%
t—0
Donc fest intégrable sur [0;1] si et seulement si Re(s) > 0
Etude en +oo :

On a tlirg t*f(t)=0, donc fest intégrable sur [1,+oo[.

(2) Si Re(s) >0, alors Re(s+1)>0 etpour x>0, 0<e<x ona:
LX e't’dt= [— e‘ttst + SLX et dt

Mais lgii%e’ge's =0 car Re(s)>0,et lime *x" =0.

Donc I'(s+1)=sI(s).
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Pour ne N*, I'(n+1)=nl'(n) =n!I"(Q)
Et (1) = j;'” edr =1

B) Exercice

" est convexe sur R .

En effet :

Soient x,y >0, ue [0;1].

Alors pour tout >0, 0ona:

pert=ny=l _ pGect(=uy=Dine <) o (x=Dint +(1_u)e(y—l)lnt

Car f:x+>e" ™ est convexe sur R, pour tout ae R (puisque f"'>0)

reo ux+(1-u) y—1 ro o x-l _ reo y-1
Donc L et dtSu_[) e de+(1 u)j0 edt
C'est-a-dire I'(ux+(1—-u)y) <ul'(x)+(1-u)[(p)
Remarque :

I' est méme logarithmiquement convexe, c'est-a-dire que InI" est convexe.

(C’est un résultat plus fort: on peut montrer que si une fonction est
logarithmiquement convexe, alors elle est convexe)

En effet, il s’agit de montrer que

Vx,y>0,Vue [0;1], C(ux+(1-u)y) <T(x)"T(y)™

Ce qui découle de I’inégalité de Holder : pour u e J0;1[,

oo oo 1/p oo 1/q
=t x=I\u g _—t y=1\l-u —t  x—1 —t y—1
[“ @y @ ey dr<| e, s(jo et dt) (jo o't dzj
no g(0)
1 1 1 1
Oup=—>0,g=—>0cet —+—=1
u 1-u P q
Inégalité de Holder :
Soient f, g deux fonctions définies sur / & valeurs dans R, , et soient p et ¢ deux

. TS . .. 1 1
réels conjugués (c'est-a-dire strictement positifs et tels que —+—=1). On suppose que

f7? et g7 sont intégrables sur /. Alors J.Ifg < (pr )'/p(J'ng)l/q

Démonstration :
Lemme :

Pour e J0;1] et u,ve R, ona u®v'"™* <qu+(1-a)v
En effet, il suffit d’utiliser la concavité de In.
/'p /q
3 — p — q
Posons maintenant F = (L f )‘ et G= (J.Ig )| .

Si F ou G est nul, I’inégalité est claire (f'et g sont positives). Sinon :

P q
Posons u = (%) , &= (—j ,et o= L .On a alors 1-a= l, et en appliquant le
p q

p q
lemme, on a pour tout xe / : S(X)g(x) Sif(x) +lg(x) :lu(x)+lv(x)
FG p F* q G'" p q

Mais u et v sont intégrables sur 7, d’intégrale 1.
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Donc en intégrant, on obtient LJ. fe < 1 + 1 =1, d’ou I’inégalité voulue.
FG1 P q

Meéthode de Laplace :

Probleme :

Pour /(x)= '[b h(t)e*"dt , on cherche un équivalent de 7(x) quand x — +oo

On a le théoréeme (Hors programme) :
Théoréme de Laplace :

Soit 4:]0;a| = T continue intégrable telle que 4(¢) ~ C,.t* (ou a>-1)
1=

Et g:[0;a
g(t)=b—ct’ +o(t*) ou b=g(0), ¢>0, f>0.

— R strictement décroissante continue et ayant en 0 un DL de la forme

oo xb _L‘H
Alors jo h()e*Vdt ~ C, jo t“ex(b_“ﬂ)dt:%(cx) s r(%“}

/8
(Pour le calcul, il suffit de faire le changement de variable ¢ = (ij )
cx

II Suites et séries d’intégrales
A) Remarque sur la nature des théorémes

Probléme :
On doit étudier lim j{ £.(t)dt.
n—>oo
On va voir pour cela deux théorémes :
- Ce sont des conditions suffisantes (pas nécessaires)

- Les hypotheses sont de deux types :
Régularité (toutes les fonctions seront au moins continues par morceaux)

La suite (f,),.y converge simplement.
Et il y aura un contrdle de convergence.

B) Rappel : cas de la convergence uniforme sur un segment

Théoreme :
Soit  (f,),.y une suite de fonctions continues par morceaux ou

Vne N, f, :[a,b] = C. On suppose que la suite (f,) _, converge uniformément sur

[a,b] vers g: [a,b] — © elle-méme continue par morceaux.

Alors lim Jj | = Jj g

n—>+oo

Ici, e contrdle de convergence est « convergence uniforme sur un segment ».

Démonstration :
-4

Pour tout ne N, £, —g||wdt = (b_a)"fn _g”w —0
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Remarque :
Si (f,),.w » suite de fonctions continues par morceaux converge vers g, alors g est

continue en tout point ou tous les f, sont continues. Donc g est continue sur le
complémentaire d’un ensemble dénombrable, donc pas forcément continue elle-méme.

Corollaire :
Enoncé analogue pour les séries.

Exercice :
7 £
Calculer, pour |x|<1 et ne N, /,(x) :J' _eosnt .,
0 1—xcost
Méthode 1 :

On a, pour tout € R, cos((n+1)t)+cos((n—1)t) =2cosn.tcost

Donc 7, ,,(x)+1,,(x)= Jj%m

7 2cosn.t(xcost—1)

Soit x1,,,(x)~1,.,(x) = | dit+21 (x)
0 1—xcost
=0
On a donc une récurrence linéaire. ..
Méthode 2 :
I AR > S
l-xcost 2e" —x(e™ +1) 2X —x(X°+1)

Décomposition en éléments simples :

a
F(z2)= - +Z’Br avec 1, =1. On peut supposer |r;|>1 et || <1.
N -

) o 4o etﬂnt ,B 40 )
ity _ Rl n _—i.nt
Fe)==—| 2~ [+ 7| 2re
7"1 n=0 7"1 e n=0
On a donc deux séries normalement convergentes, et on peut intégrer terme a
terme sur le segment [0;27[]

C) Théoréme de convergence dominée

Théoréme (admis) :

Soit / un intervalle de R, quelconque, (f, ), une suite de fonctions continues par
morceaux sur / a valeurs dans C, et g:/ — C continue par morceaux.

On suppose :

- Que (f,),.y converge simplement sur / vers g.

- La convergence est dominée, c'est-a-dire qu’il existe ¢:/ — R, continue par

£ @0]<0@).

morceaux, positive et intégrable telle que Vne N,Vte I,

Alors les f, et g sont intégrables, et lim L f, = L g
n—>oo
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Remarque :
Le caractére intégrable des f

n

et de g découle de la domination :

Pour les f,, le résultat est clair. Pour g, ona Vne N,Vte I, fn(t)| < ¢(t) donc par

passage a la limite simple V¢e I, g(t)| < @(t) d’ou le résultat.

Exercice :
On suppose ici que /=R, et que (f, ),y converge uniformément sur tout

segment de R vers g et que les autres hypothéses du théoréme sont satisfaites.
Alors nllgl L f = L g.

En effet :
. . too &€ —4 &€
Soit £>0. Il existe alors 4> 0 tel que L o(t)dt < r et J_ o(t)dt < 5 car ¢ est
intégrable.
Alors pour tout ne N,
—A4 A +oo
N A S DA S A

< J.__:Z(D"‘ 2A||(f;1 & aa. t J:m 29

g%f+24kﬁ—gnwﬂ

Par convergence uniforme de (f,

n

oo

),cn VErs g sur [— A, A], il existe Ne N tel que

VnZNQAMﬁ—gM%MMSE
Et donc VnZN,IRﬂ—IRg <e¢

D) Exercice : formule de Gauss pour la fonction gamma

n

Calculer lim (l—ij t'dt pour Re(x)>0.
n

n—+oo 40

*nl
En déduire que lim n =T'(x) (formule de Gauss),
nte x (x+1)...(x+n)
Et la valeur de I'(1/2).

Soit xe C de partie réelle strictement positive.

n

On pose [, = J.O (I—LJ tdt .
n

En faisant le changement de variable u = L (pour n>1),0na:
n

: 1
In = J;) (l—u)"(nu)x—l ndu = nxJ'O (l—u)”ux_ldu .
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Pour n>1,0na:

= nx[[(l —u)" u—x} + an (1—-u)"" £a’u}
x|, 0 X

— xﬁl _ n-1_ x
=n xL(l u)" udu

X l’ll 1 x+n-1 X l’l!
=..=n j u du =
x(x+1D)...(x+n-1)" x(x+1D)..(x+n)
Maintenant :

! ! x=1 _:
On pose I = |0;+eo[, et pour n>1, re 1 : f,(t) = (1‘;)1 si0<z<n

0 sinon
Soit alors t€ I . Alors pour tout n>¢,ona

- =5 t0Ch) —tx—
£ = = S gy

n—>+oo
Donc ( fn)n€N converge simplement vers g sur /.
De plus, les f, et g sont de classe C™ sur /.
Condition de domination :
nln Rc x)—-1 —t  Re(x—1
f,0]=e e = g(n)

(Inégalité de convexité de In : Vu >—1,In(1+u)<u)
Comme ¢ est continue par morceaux, intégrable sur / (par définition de I') car

Re(x)>0,ona lim [, = j:" g(t)dt =T(x).
Pour le calcul de I'(1/2) :

|
Ona F(1/2)—n11>r£°1 (H‘/);”(H 5
2 2

a“

2”“\/;1’1' 2nn|2n+l\/;n| 22!1+l(n') \/_

O T X @ntl) @t 2n+D(2n)!
22 f N on
v Qe DnAn 20 241
Donc I'(1/2) =7

Mais

Application :
Calculer fm e dt (intégrale de Gauss)

D¢ja, la fonction est intégrable.

On a de plus /=2 j0+°° e dt= j0+°°e—du =T(1/2)

Ju
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E) Remarque : peut-on montrer qu’une limite simple n’est pas intégrable ?

Si on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a une suite (f,),. de

limite simple g, alors g est intégrable.
Idée :

Théoréme de la convergence monotone (Hors programme) :
On suppose que la suite (f,),. de fonctions réelles converge simplement sur /

vers g, avec Vne N,Vte I,0< f (1)< g(?).
On suppose de plus que les f, et g sont continus par morceaux sur / et que les f,

sont intégrables.
On a deux cas :

- Soit la suite réelle (J; fn) est majorée.

neN

Alors g est intégrable et Lg = lim L £,

n—>+oo

- Soit (J; fn) n’est pas majorée ; alors g n’est pas intégrable et lim L f, =+oo.

neN n—>+oo

Autrement dit, si g est intégrable, alors lim L 1= L g etsinon lim L f, =+oo.

n—s-+oo n—s+oo

Démonstration :
Si g est intégrable, on applique le théoréme de convergence dominée avec ¢ = g

Sinon, pour tout 4 >0, il existe [u,v] c [ tel que rg > A

On applique le théoreme de convergence dominée a (f,

n/

[W])neN qui converge

£ <g@)

simplement vers g sur [u,v] avec la domination Vne N, Vze [u,v]

(g estintégrable sur [u,v])
Alors lim vfn :JVg>A.

n—>+oo JU

Donc il existe Ne N tel que VnZN,Lfn ern > A

Ce qui montre le résultat voulu.

F) Théoréme d’intégration terme a terme des séries

Théoréme (admis) :

Soit (u,),. une suite de fonctions u, : I/ - C.

On suppose que :

- Les u, sont continus par morceaux et intégrables sur /.

400
- Zun converge simplement vers g:/ - C
n=0
- g estcontinue par morceaux.

est convergente.

- La série de terme général 'Uun

Alors g est intégrable, et :

Je=2 e llel<Jlel< X

un
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Remarques :
- Cen’est qu'une condition suffisante pour que g soit intégrable.

400
- Lorsque le théoréme s’applique, la série z I |un| est absolument convergente.
n=0 !
Exercice :

On suppose que (u,),. est une suite de fonctions réelles positives et continues

oo +oo
par morceaux, telle que Zun =g . Alors g est intégrable si et seulement si ZJ‘/"n
n=0 n=0

+oo
converge et dans ce cas Zj{un = Lg .
n=0

En effet : il suffit d’appliquer le théoreme de convergence monotone a f, = Zu ‘-
k=0

I11 Etude des fonctions de la forme *™ Lf (x,1)dt

A) Continuité

Théoréme :
Soit 4 une partie d’un evn £ (ou 4 un espace métrique), / un intervalle de R.
On considére une application f: AXI —->CT .
(x> f(x,0)
On suppose que :
- Pour tout t€ I, ’application x> f'(x,?) est continue en x, (resp. sur 4)
- Pour tout xe A4, I’application # +— f'(x,?) est continue par morceaux.
- Il existe ¢:1 — R positive, continue par morceaux et intégrable telle que

V(x,t)e AXI,

f (x,z)| < ¢(t), domination uniforme en x.

Alors F:xe A L f(x,t)dt est définie sur 4 et continue en x, (resp. 4)

Amélioration (au programme !) :
Avec les notations précédentes, on suppose que
- Pourtout te I, x> f(x,t) est continue sur 4.

- Pourtout xe 4, t— f(x,t) est continue par morceaux.

- Pour tout compact K c 4, il existe ¢,:/ — R continue par morceaux,
positive et intégrable telle que V(x,r)e K X1,|f(x,1)| < @, (1)

Alors F est définie et continue sur 4.

Démonstration :

Continuité en x,,.

F est définie pour tout xe 4 car ¢+ f(x,t) est continue par morceaux dominée
par ¢ intégrable.

Pour montrer que F est continue en x,, on va montrer que pour toute suite(y,),.y

de 4 telle que lim y, =x,,ona lim F(y,)=F(x,).
n—+oo n—+oo

Soit (¥,),.y € A" qui tend vers x,.
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On pose, pour ne N, f,(6) = f(y,,1) et g(t) = f(x,,)
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée :
- Les f, sont continues par morceaux

- (f,).n converge vers g car x+— f(x,t) est continue en Xx,
- Domination par ¢.
On a donc lim j f.(0)dt = j g(t)dt

n—+oo J1 I
C'est-a-dire lim F(y,)=F(x,)

n—>+oo

Pour I’amélioration :
F(x) est défini pour tout x car K ={x} est compact donc il existe Ol >R,
f(x,t)| <@, (t) donc t f(x,t) est

continue par morceaux intégrable telle que V¢e I,

intégrable.

Continuité :

Soit (y,),. une suite tendant vers x.

Alors K ={y,,n>0}U{x} est un compact de 4 (en dimension finie, c’est parce
que c’est un fermé borné, sinon c’est la propriété de Borel-Lebesgue)

Donc il existe ¢, :/ — R continue par morceaux positive et intégrable telle que

Vze K,Vie L|f(z,0) < @ (1)

La fin de la démonstration est la méme.

Complément :
Cas d’une fonction globalement continue et d’un segment :

Soit 7 =[a,b] un segment, et f: Ax[a,b]— C globalement continue.

Alors F:xe A J.b f(x,t)dt est continue.

Attention :
Il faut bien différencier continuité partielle et globale :

Par exemple, si f: R’ — R est partiellement continue, alors pour toute suite

(v,),.y de R? tendant vers A€ R’ en restant sur une verticale/horizontale, on a
lim f(v,)=f(4)
n—>oo
Si f:R>—>R est globalement continue, alors pour toute suite (v,),., de R’
tendant vers Ae R*, lim f(v,)= f(4).
n—>+oo

Démonstration du complément :

Pour tout compact K c A, f:Kx[a,b]— T est continue sur un compact donc
bornée.

Soit C tel que V(x,f)e K x|a,b]|f(x,0)|<C;

Comme la fonction ¢+ C, est intégrable sur [a,b], le théoreme s’applique et F
est continue sur 4.
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1 .
B) Caractére C gefixr Lf (x’t)dtl

Théoréme :

Soit 4 un intervalle de R, 7 un intervalle de R.

Soit f: AxI — C . On suppose :

(1) Pour tout xe A, l’application ¢+ f(x,t) est continue par morceaux
intégrable sur /.

9 o . \ .
2) ai est définie sur 4/, continue par rapport a x et continue par morceaux par
X
rapport a ¢.
(3) Il existe ¢, : I — R continue par morceaux, positive et intégrable telle que

V(x,t)e AXI, gf (x,10)

— < ¢,(¢) (domination uniforme en x).
X

Alors F:xe A Lf(x,t)dt est définie et de classe C' sur 4, et

Vxe 4, F'(x)= L gl (x,t)dt (Formule de Leibniz)
X

Généralisation (au programme) :
On peut remplacer (3) par :
Pour tout compact K < 4, il existe ¢, : / — R, continue par morceaux positive et

<o (1)

intégrable telle que V(x,t)e K X1, Bi (x,1)
X

Démonstration :

L’hypothése (1) montre déja que F est défini sur 4.

F(x,+h)—F(x,) _
h

o
L L

Soit x, € 4. On va montrer que lim
h—0

Soit (h,),. une suite de R * tendant vers 0, et posons

S Gy 1,0 = f(%,0)
h

n

Alors les g, sont continues par morceaux car ¢ +—> f(x,,¢) I’est.

J

Et de plus (g,),.y converge simplement sur / vers h:t+> a—(xo,t)
x

g,()=

D’apres I’inégalité des accroissements finis appliquée a x+— f(x,¢),ona:

A

Vne N,Vte I, gn(t)|s sup |=—(u,1)
ue(xy.xo+h, | ax
Jf
Or, Vue A,Vtel, a—(u,t) <o)
X

Donc Vne N,Vie I,|g, ()< ¢ (1)

Comme ¢, est intégrable, la condition de domination est vérifiée, c'est-a-dire :
lim [ g, (0)dt = [ h(o)di
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Conclusion :
. of
F est dérivable en x, et F'(x,) = L ™ (xy,t)dt
X

Comme de plus F’ est continue, F est de classe C'.

C) Caractére ¢t de ¥ Lf (x, t)dt;

Théoréme (hors programme) :
Soient A et  deux intervalles de R, f: AXI — C et ke NU{+oo}.
On suppose que :

' f

- Pourtout je N tel que j <k, fadmet une dérivée o sur Ax1 .
X

af

— est continue par rapport a x, continue par morceaux

- Pour ces valeurs de j,

par rapport a ¢.
- Pour tout compact K c 4 et tout entier j<k, il existe ¢, ;:/ — R continue

ajf
o D

Alors F:x L f(x,t)dt estde classe C*, dérivable k fois sous I’intégrale.

par morceaux intégrable telle que V(x,t)e K X1,

<@, (0

Démonstration :
Si ke N, on fait par récurrence.
Sinon, C” = ﬂC" .

keN

D) Interversion des intégrations

Théoréme : formule de Fubini :
Soient [a,b], [c,d] deux segments de R, et f: [a,b]x[c,d]—> C continue.
Alors les intégrales suivantes ont un sens et :

Lb (Ld S(x, y)dy)dx = Ld U: f(x, y)dx)dy :

Oou x> J.d f(x,y)dy et y—> J.b f(x,y)dx sont continues.

Démonstration :

Posons pour xe [a,b] , O(x)= ri UX f(s,y)ds)dy
Calcul de ¢' :
On pose «&: [a,b]x[c,d] —-C
() [ S (s, y)ds
On va montrer que le théoréme sur le caractére C' de x > I ‘ a(x,y)dy est vérifié.

Déja, ax fixé, y > a(x,y) est continue par morceaux et intégrable.
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En effet :
s+ f(s,y) estcontinue, et on a la majoration uniforme

vse [a,x] vye[e.dl|f(s.)|<]1].
Et s+ ”fL, est intégrable sur [a,x]. Donc y > a(x,y) est continue.
Enfin, y > a(x,y) est intégrable car

Y(x,y)e [a,b]x [c,d], a(x,y)| < |x— a|||f||m <(b- a)||f||m

De plus, & est dérivable par rapport a x et %_05 (x, )= f(x,»)
X

Et cette fonction est continue par morceaux par rapport a y, continue par rapport a
x car fest globalement continue.
Elle est de plus dominée par une constante, qui est intégrable.

L \ o d
Donc ¢ est dérivable, et Vxe [a,b] ¢'(x) = j oy = j £(x,y)dy

Ainsi, J.Cd (Lb f(x, y)dxjdy =p(b)—¢(a)= Jj @'(s)ds = Lb Ucd f(x, y)dy)dx .

E) Exemples et applications

e Fonction I :

Théoréme :

I estde classe C sur J0;+oo| etona Vke N, Vx> 0,0 (x)= J:m In* tet'dt

Démonstration :

On pose f(x,t)=e't"" pour x,t>0.

A t strictement positif fixé, x — f(x,?) estde classe C” et pour tout ke N,

o' f

ox*

Pour tout segment [a,b] c ]0;+oo[ ettout ke N,ona:

ot f In*te” 1" sit>1
k (x’ Z) = k -t ga-1 _:

ox ‘ln t‘.e 1 sit <l

(x,t)=In* te 't

V(x,1)€ [a,b]x J0;4od,

On pose alors 41,1, :{ln’; t.e:’ 'tb_,l si‘t >1
@b ‘ln l‘.e 7 sir<1

@) €St bien continue par morceaux et intégrable sur Jo;+o0] .

En effet, lim RO lim ™'Inre" =0, donc ¢,,, est intégrable sur
[I+00[ . Et lli_I)IOlt(l_a/ 20,04 ()=0 car a>0. Donc ¢, ), est intégrable sur J0;1] et donc
sur ]0;+oo[.

On en déduit que T est de classe C* sur tout intervalle [a,5]c ]0;+co[ donc sur
J0;400[ , et Vk e N, Vx> 0,I* (x) = j0+°° e In* trdt

Remarque :
Ona I"'>0 donc I' est convexe !
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e (Cas des intégrales x — J.f(;) f(x,t)dt.

(1) Cas particulier :

Si Fix— Jf((;)q)(t)dt. Si ¢ est continue, on prend ¢ une primitive de ¢, et alors
F(x)=¢(B(x) - ¢(a(x)).

Donc si ¢ est continue sur ’intervalle Ac R et @, 8:1 — A sont de classe C',
alors F est de classe C' et F'(x)=(8'¢po B—a'poa)(x)

(2) Reste intégral de Taylor :
Soit 1 :[a,b]— T de classe C"*'. Pour tout x€ [a,b], ona:

Fe =3 @+ [ EE

Soit g:[a,b]—» C continue.

Alors G: x> J.x@g(t)dt est de classe C""' et G"V =g
a pl

En effet, soit f une primitive d’ordre n+1 de g, c'est-a-dire telle que " =g.

Ainsi, fest de classe C"*'.
On applique la formule de Taylor a "

G(x)=f(x)—i%f“”(a)

n k
X—a .
Donc comme f est de classe C""' et tzuf(“(a) aussi (c’est un

= k!
k=0
polynome), G est de classe C"*' et G""(x)= f"(x)=g
Remarque :
G est ’'unique primitive d’ordre n+1 de g telle que G(a)=...=G"(a)=0

(3) Cas général :
Ona Li()) S0yt = (B) - ()] £ CeuBx)+ (- ue(x))du

Et on peut appliquer les théorémes a x — J.Ol S uB(x)+(—u)a(x))du

¢ Convolution périodique :

On note C I’ensemble des fonctions continues 27z périodiques.

On note £ I’ensemble des fonctions continues par morceaux 27z périodiques.
Ainsi,onadéja Cc E.

Pour f,ge F et xe R, on pose (f*g)(x):%Jj”f(x—t)g(t)dt
V4

f #g s’appelle la convolée de fet g.

Proposition :

(1) Pour f,ge E, frg=g*f et frge(C.

(2) Laloi * est associative dans C (et méme dans E)

(3) Si feE estdeclasse C*, ge E de classe C', alors f*g est de classe C**
et (f*g)(kH) — f(k) *g(l)'

(4) (C,+,.,%) estune algebre non unitaire.
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Démonstration :
Pour f,ge F et xe R,ona:

(g% N0 = [ gle=0f i =" gl f(x=wu=(f *£)(¥)
T Y0 27[ x-27
(Car ut> g(u) f(x—u) est 2z périodique, donc

[ gwfG-wdu=["gw)f(x-uadu)

Et fxg est 2z périodique car fg 1’est.

Continuité :

Si f'est partout continue, on pose alors & : Rx[0;27t] -C .

()= f (x—1)g (1)

Comme f'est continue, x — a(x,t) 1’est aussi pour tout 7€ [0;27[].

De plus, fet g sont 27 périodiques donc bornées sur R.

Ainsi, V(x,t)e RX[O;27Z],|0{(x,t)| <@(t) ou @)= || f ||w||g||w, continue par
morceaux et intégrable.

Donc le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un paramétre
s’appliqueet fxge C.

Cas général :

Comme f est continue par morceaux, il existe une suite de fonctions f, :R = C

f,—f]=0.
Alors la suite de fonctions continues f, *g converge uniformément sur R vers
f*g. En effet,

(0=, * )< - [ e
/4

. . 2z
continues telles que lim j
n—+oo J0

Vxe R,

f(x=0)— f(x—1)|dt

0

1
< Ll I,

Donc f* g est continue comme limite uniforme de fonctions continues.

1 n—+oo

Associativité dans C :
Soient f,g,he C et xe R. Alors

((F ) = [ ( * )eohtx o)

= 471[2 J.OM OOZ” f(s)e(t —S)dSJh(x—t)dt
) 4;2 IOMUOM J (S)g(t—s)h(x—z)dsjdt
A x fixé, (s,t)> f(s)g(t—s)h(x—t) est continue, donc d’aprés le théoréme de
Fubini,
((f *g)*h)(x) = 4;2 jj”( j:” f(s)g(t—s)h(x—t)dtjds

-

4,1[2 O[T gtwht=s—updu Jas
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()W) = [ g ) —s)ds

=(f *(g*h)(x)
Remarque :
L’application (E, ||w)><(E , |1) - (C, ||W) est continue bilinéaire :
(/.0 f*g

Vxe R,

1 p2z 1 27 1
(F* ) <[ L eCe=olar <AL [ geodu< | 7] g,

1
Done [ f*g]. <——|/].lel,
Application :
Soient f,ge C,he E. Alors il existe (h,),.,y suite de C telle que |[h— A,
Comme pour tout ne N, f,g,h, e C,ona Vne N,(f*g)*h = f*(g*h))
Donc par continuité de *, (f*g)*h= f*(g*h)
Dérivabilité :
Soit f:R —C declasse C' g:R — C continue, toutes deux 27 périodiques.
Alors f#*g estde classe C' :

Ona Vxe R,(f*g)(x)= ir[:”f(l)g(x—l)dt

1%0.

Mais on a aussi Vxe R,(f *g)(x) = éj:ﬂf(x—t)g(t)dt (car fxg=g*f)

Soit 1: Rx[0;27] > C© .

()= f (x=1)g(2)
Alors A est continue donc intégrable par rapport a ¢ sur [0;27[] pour tout xe R.
De plus, 4 est dérivable par rapport a x sur Rx [0;27[] avec :

w(x.ne Rx[027] 2 (x.0)= £ (r-0)g(0)
ox
De plus, g—h est continue donc partiellement continue, et
X

V(x,1)e Rx[0;27], ?(x, 1)
X

S”f'"m"g"ma et tl—>||f'||m||g||m est continue par

morceaux intégrable sur [0;27].

Donc f *g estde classe C' de dérivée f'xg.

On montre ensuite le cas général par récurrence.
Montrons que * n’a pas d’élément neutre (ni dans C ni dans E)
Supposons que d € E soit neutre pour *, c'est-a-dire que

VfeEdxf=[fx6=f
Pour ne 7, onpose f:t+>e™ (ainsi, fe€ CcCE).
On a alors (f *8)(x)=(J* f)(x) = 2i jo” S(n)e" " dt =c,(5)e™
V4
Donc Vne Z,c,(d) =1, ce qui est impossible car le lemme de Riemann—Lebesgue

indique que lim ¢, (0)=0.
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¢ Le lemme de Riemann—Lebesgue reste encore valable pour un intervalle :
Soit f:1 — C, intégrable sur 'intervalle /. Alors JIIP .[1 f(te*dt=0

En effet :
Soit K, =[a,,b,] une suite exhaustive de segments de /=

a,b

(c'est-a-dire

croissante au sens de I’inclusion et telle que UKn =1)

neN

Onnote F: A L f(t)e™'dt , définie sur R.
Et pour ne N, onnote f, : A IK f(e™dt .

Alors :
La suite (/,),. converge uniformément vers F.

En effet, pour tout Ae R et ne N,ona:

1,(4) —J.If(t)e’%‘tdt| = ‘J.: f@)e™dt +La” f(f)em‘[dt‘

Mais

n—>+oo

b . b
Lﬂ f(t)e’l-’dt‘ < Lﬂ | ()]dt —=—=—0.
Donc il existe Ne N tel que Vn=> N, Lb |f(l)|dt Sg

Et de méme il existe N'e N tel que V=2 N ',J.:" | f (t)|dt < g
Donc en notant 7, > max(N,N'), ona pourtout n>n, et A€ R :
‘1,1 -] f(t)e”"dt‘ <e

Clest-a-dire |, - F|_<e.

D’ou d¢ja la convergence uniforme.
Pour tout ne N, on a de plus }irp f,(A)=0.

Donc lim F(A) existe et vaut 0.
A—teo

. it _
Donc }Lrilm J.If(t)e dt=0.

e Théoréme de d’Alembert—Gauss :

Théoréme :

Tout polynéme complexe de degré au moins 1 admet au moins une racine.
Ou encore : tout polyndme complexe est scindé sur C.

C'est-a-dire que C est algébriquement clos.

Démonstration :
Soit Pe C[X] de degré p>1.
On suppose que Vze C,P(z)#0

On pose alors, pour re R, ¢(r) = .[2” dt
’ o o P(re")’

Alors ¢ est de classe C' sur R.
Soit 7: Rx[0,7z] > C
(rp)—

P(re")
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Alors h est définie et continue car P 1’est et ne s’annule pas.
De plus, 4 est dérivable par rapporta retona :

_P'(reit)Xeit

oh
V(r,t)e Rx|0,7|,—(r,t)= :
( ) [ ] a}"( ) P(rezt)z
Donc 3—}1 est globalement, donc partiellement continue sur Rx[0, 7).
r

Pour tout segment [4,B] de R, g—h est continue sur le compact [4, B]x[0,27]
r

donc bornée.
Soit alors M tel que V(r,t)e [A,B]X[O, 7[], 3—h(r,t) <M
r
Alors ¢+ M est intégrable sur [0, z].
it D1 it

Ainsi, ¢ estde classe C' et Vre R,¢'(r)= —J.Z L(CeZ)

o P(re")
Calcul de ¢' :

. it it x 27
vre Rorg' () =if %dtz—ir L R S A L S
o P(re") o dt\ P(re") P(re") |,
Donc ¢'=0 sur R* et donc sur R par continuité.
27z

Donc ¢ =cte=¢(0)= %

Maisona lim ¢(r)=0

En effet, si onnote P=X‘+a, X" +...+a,, on aalors pour tout ze C :
d-1

[P@) 2[el" - X el

k=0

Alors Vre R,,Vte R,

d-1
P(re" )‘ > - Z|ak|rk
k=0

Pour tout £ >0, il existe 4>0 tel que Vr > 4,Vte [0,272'],

B P
P(re")

Donc Vr > A,

Donc lim ¢(r) =0, ce qui est impossible.

o(r)|<27e

Remarque :
Pour éviter I'utilisation de dérivation complexe dans le calcul de ai(P(rei’)) et
r
5(P(re”)), il suffit d’utiliser la linéarité et le fait que ai((reit)”)=nr”_lei"'t et
r
a it\n . n in.t
—\(re")")=inr"e™".
2 erey)

Autre démonstration : topologique.
Soit P de degré >1 ne s’annulant pas.

d-1
P2 - Faldf

On a alors pour tout ze C,
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Donc lim |P(z)|=+eo

|z]>eo

Il existe alors z, € C tel que Vze C |P(ZO)|

En effet :
On pose A=|P(0)+1
I1 existe alors R tel que Vze C |z| 2R=> |P(z)| > A

Par ailleurs, P est continu sur le compact D, (0, R) donc il existe z,€ D,(0,R) tel

2 |P(ZO)|
Mais 0e D,(0,R), donc [P(0)|2|P(z,)|
Mais Vze C > A 2|P(0)|
Donc Vze C, >|P(z,)|

En remplagant X par X —z,, on peut supposer que z, =0.
Soit £ =1 minimal tel que a, #0.

Ona P(z)=a,+a,z" +... (et a, = P(0))

On pose alors z = pe'

On a ainsi a, +a,z" =a,+ p*ae"’

On choisit 8= 6, tel que Arg(a,e"®)=r+Arg(a,) [27]
Lorsque p —0,

|P(Z)|2 _ |a0 +pkakeik90 +0(p" 2

=la,| +2Re(a,p' @ e ) +0(p*")
Or, a,a,e™ = Ae R’ par définition de 6,.
Donc |P(z)|2 :|ao|2 +240" +0(p"") S|a0|2 pour p assez petit car A<0, ce qui

est impossible.

e Théoréme de division des fonctions C* .
Soit / un intervalle de R.

Soit f:1 —C declasse C* (k>1),et ael

Sx)=f(a) .

On pose alors g(x) = X—a stx#a

f'(a)six=a
Alors g est de classe C*'.
Exemple :

ixe Fx,x|\10
fix sinxsm ] [\ }estdeclasse C” sur |-z, 7.
Isix=0
En effet :
oo 2n
Avec la série enticre, on a pour tout x #0, S Z D" al
X 2n+1)!
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2n

+oo
Donc g:x+— Z(—l)” est de classe C” sur R (la série a un rayon de
n=0

2n+1)!

e sin x
convergence infini) et prolonge x .
X

Or, Vxe ]—ﬂ:,ﬂ'[,g(x) #0

Donc le est de classe C* sur |-7,7].
g

Ou, en utilisant le théoréme :
sin x

six#0 - . .. L
g:x>3 x est de classe C” d’apres le théoréeme de division, et comme

Isix=0
elle ne s’annule pas sur |-7,7z[, f _1 est de classe C~ sur |-z, 7.
g

Démonstration du théoréme :
Astuce : pour tout xe I\{a}, ona:

g(x)= LJ.A f'(tdt= Ll JS'(ux+(—-u)a)du , formule encore valable pour x=a.
x—a

Posons /: Ix[0,]] - C
() f(ux+(1—u)a)

Comme f'est de classe C*, h admet des dérivées selon x jusqu’a ’ordre k—1, et

j
pour tout j<k-1, %(x,u) =u’ U (ux+(1-u)a).

X
. d’h .

De plus, pour j<k—1 et tout compact Ac/, ") est continue sur le compact

X

AX [0,1] donc bornée.

J
Ik )

ox’

Sionpose M, , = sup

P , la fonction u > M ; , est intégrable sur [0,1].
Ax)0,1

Donc le théoréme sur le caractére C*' des intégrales a paramétres s applique, et
donc g est de classe C*™' (dérivable k —1 fois sous le signe intégral)

e Utilisation du calcul différentiel pour 1I’étude de H(x) = J::)) f(x,t)dt

On a déja vu I’utilisation du changement de variables :

H(x)=(W(x)— u(x))J.; f(x,tv(x)+(1=1t)u(x))dt , mais le calcul est compliqué...
Autre méthode :

On pose F(u,v,x)= J: f(x,t)dt (pour u, v sur un domaine correct...)

Ainsi, H(x)=F(u(x),v(x),x).

Si F est de classe C' (c'est-a-dire continue et admet des dérivées partielles elles

mémes continues par rapport a chacun des termes), alors H est de classe C' (en tant que
fonction d’une variable), et :

H'(x) = u'(x)i—i (), 9(x).0) V' (x) 3—': (), (). )+ aa—f (), v(x). %)
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Ainsi :

Soit f:IxJ —>C de classe C' (c'est-a-dire que f; al , al existent et sont
(X0 £ (x0) dv - of
globalement continues), u,v:/ — C tous deux de classe C'.
Onpose F:JxJxI—>T et pour xe I, H(x)=F(u(x),v(x),x).
(U, x)—> j "f(x,t)dt

Alors F est de classe C', H aussi et :

Ve I, H'(x) = v'(x) f(x,v(x)) — ' (x) f (e, u(x)) + L”:”g—i (x,0)dt

x)

Démonstration :
On a déja V(u,v,x)e JXJIXI,F(u,v,x)= (v—u)I;f(x,sv+(l—x)u)ds
L’application (x,u,v,s)e IXJXJX [0,1] — f(x,sv+(l—s)u) est continue et

comme on est sur un segment (on a domination sur tout compact de /x.JXx.J par une
fonction constante, donc continue et intégrable sur [0;1]...),

1
(x,u,v)—> L f(x,sv+(1—-s)u)ds est continue.
Dérivée selon u : on fixe x, v.
La fonction #+> f(x,t) est continue, donc I’application u > I ' f(x,t)dt est de

classe C' (c’est une primitive de —f), de dérivée en u — f(x,u).

Donc a—F existe, est continue, et V(u,v,x)€ JXJXI,?)—F(u,v,x) =—f(x,u)
u u

De méme selon v, V(u,v,x)e JxeI,%—F(u,v, x)= f(x,v)
1%

Selon x : on fixe u, v.

o

(x,t) > f(x,t) est continue, admet une dérivée =— elle-méme continue.
X

Donc a—F(u,v, X) existe et vaut J.Val(x,t)dt.
ox u dx

R . . . OF .
Et de méme qu’au début de la démonstration, — est continue sur JXxJ X1 .
X

Ixr

IV Intégrales doubles sur de fonctions continues

A) Intégrabilité

e Définition :

Soient /, I’ deux intervalles de R, f:/xI'— C globalement continue.

On dit que f est intégrable sur /X' s’il existe M >0 tel que pour tout segment
[a,b] inclus dans [/ et tout segment [c, d ] inclus dans /°, on a

Lb (Ld|f (x’y)|dy)dx <M
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e Remarque importante :
fest intégrable si et seulement si | f | I’est.

D’aprés le théoréme de Fubini sur un pavé ([a,b]x[c,d]), on a pour fcontinue :

L[ Vrexonlar Jae= ([ e fa Jav
e Définition de “; . f:

- Si fest réelle positive :

Définition :
Si f:IxI'-> R est continue, positive, intégrable, on pose :

b( od
[l sy = s IU f (X,y)|dy)dx
" [a.bK[e.d]crxi 4 \~¢
d( b
= sup ([ lreefax v
[a,bKe.d]erxide \Ja
- Sifestréelle :
Proposition :

Soit f:IxI'—> R continue,

On pose [ : M+ max(f(M),0) et /™ : M + max(—f(M),0)

Alors 7 et f~ sont continues, et f est intégrable si et seulement si f* et f~ le
sont.

On pose alors J.J.]pr = ILX1,f+ _Isz-f_

- Complexe :
Soit f:IxI'—>C continue. Alors Re(f) et Im(f) sont continues, et f est

intégrable si et seulement si Re( ) et Im(f) le sont.

On pose alors .”;pr = ”.[ Re(f)+ i”.mylm(f) .

xI'

B) Calcul des intégrales

e A I’aide d’une suite exhaustive de pavés :

Théoréme :
Soient /, I’ deux intervalles de R.
On suppose que / est la réunion croissante des segments [an,bn], c'est-a-dire que la

suite (a, ),y est décroissante, la suite (b,), . croissante et que / = U[a b, |

neN

De méme, on suppose que [’ est la réunion croissante de segments [cn,dn].

no

Alors pour toute fonction f:/x/'— C continue intégrable, on a :

tim [** f (e )dvde = lim [ 7 (e )dvdy = [[ | f e,y

n—-+oo

Démonstration :
La démonstration est la méme que pour les intégrales simples.
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e Linéarité, positivité :

Théoréme :
On note E I’ensemble des fonctions f: I/ xI'— C continues et intégrables.

Alors E est un sous-espace de C'(IxI',C).

De plus, fe E|—>”I . f est linéaire positive, c'est-a-dire que si fe E est

positive, alors ”1 . f=20.

Démonstration :

Pour la positivité : ¢’est une borne supérieure de réels positifs.

Pour la linéarité : il suffit de calculer par les suites exhaustives de pavés.
e (Cas simples :

Théoréme :

Soient /, I’ deux segments, disons  =[a,b] et I'=[c,d] et f:IxI'— C continue.
Alors f'est intégrable sur [a,b]x[c,d], ]a,b]x[c,d], [a,b]x]c,d]... ]a,b[x]c,d[

Et toutes les intégrales sont égales.

onadeplus [ f=.=[[  r= [ reeyydya=["[ fe.y)dudy.

]a,h[x]c,d[

C) Retour de Fubini

Théoréme (admis) :

Soit f:IxI'— C globalement continue.

On suppose que :

Pour tout xe I, ye I'> f(x,y) estintégrable.

xel- L J(x,y)dy est continue par morceaux intégrable sur /.

(1) Si fest a valeurs positives, alors f est intégrable sur 7 x/'.
(2) Si fest intégrable (ce qui n’est pas assuré par ’hypothése), alors :

([ reyxdy =[] £ey)dyhix

Remarque sur I'utilisation du théoréme :
Sous les hypothéses, si f est positive, alors elle est intégrable et on peut calculer

son intégrale. Si fest a valeurs réelles ou complexes, il faut d’abord appliquer (1) a | f |
puis (2) a f.

D) Passage en coordonnées polaires

Théoréme (admis) :

(1) Soit f:]0,4e[° = C continue.

On pose, pour (r,0)€ [0,400[x10,2[, g(r,0) = f(rcos6,rsind).

Alors g est continue, et f'est intégrable si et seulement si g I’est, et dans ce cas :

J J.]0,+m[2 S (x,y)dxdy = _”] A f(rcos@,rsin@)rdrdé

0,+0 [><]0
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(2) On a un énoncé analogue pour RX]O,+oo[ (ou g est alors définie sur
]0,+oo[><]0,7r[), et pour R’ (g est alors définie sur [0,+oo[><[0,27r[)

Exemple :
Applicationa I" :

T otz g, AT X2 221
Pour Re(z)>0,0na F(z)—J.O et dt = 2.'.0 e xdx

(L’application ¢ > ¢* est un C'-difféomorphisme de ]0,+oo[ dans ]0,+oo[)

Par exemple, ['(1/2)=2 J:w e dx.

On considére f(x,y)= e

Alors f'est continue sur R?. Pour tout ye R, , I’application xe R, > f(x,y) est

continue et intégrable car f(x,y) = O(1/x")
oo _ _yz oo 2 _ _yz
De plus, J.O f(x,y)dx=e L e dx=Ge’ .
Et y— Ge™’ est continue, intégrable.
Donc fest intégrable sur R, et I J.[O ; f(x,y)dxdy=G".

. 2 , .
Par ailleurs, sur [0,+co[>, on peut passer en coordonnées polaires :

Ainsi, (r,9)6]0,+oo[><]0,§[|—> ¢ r est continue et intégrable, et d’aprés le
théoréme de Fubini,

Tleugee=1

Donc ng.

J.% e rd der = %J:w re” dr= % [— e ];w = %

0

Soient z,z'e R .

Ona: I'(z)= 2]:0 e x> dx , I'(z")= ZJ.OW e"yzyzz'"ldy .
On cherche a calculer I'(z)I'(z").

On pose, pour x,y >0, f(x,y)= e T Py
Alors fest continue sur Riz .

Pour tout y >0, x+— f(x,y) estintégrable.

En effet, en +oo, x° f(x,y)———0

X—>+Foo
Eten0, |f(x,y)| ~ c(y)x

2Re(z)-1

De plus, pour ye J0,4o9[, J.]o . [f(x, y)dx = e‘yzyzz"ljzw e X ax=T(z)g(y), o
g est continue intégrable sur ]0,+oof .

Donc fest intégrable sur R.
On adeplus:

[l sy = [ (7 rexnas v = [ T@e)dy =TT

Chapitre 17 : Intégrales dépendant d’un parameétre
Fonctions d'une variable réelle, dérivation et intégration Page 23 sur 26



Passage en polaire :
Comme f est intégrable, (r,0)e J0,+o0[x J0,Z[> e (rcos 8)* ' (rsin ) ' r est
continue et intégrable, et :

[Js £ G pydxdy = | f10+

On pose g(r,0)=e" r****"'(cos @) (sin§)** .
Ainsi, g est continue, et pour tout fe ]0,7[, r+> g(r,0) estintégrable et

e (cos @) ' (sin @) ' drd6

[XO”[

j:" 2(r,0)dr = %F(z +2")(cos 8)* ' (sin @) >

De plus, h:6+— %F(z +2")(cos8)>*'(sin@)** " est continue, intégrable.

En effet, en 0 on a |h(6)| ~ ‘022"1‘ , intégrable.
Eten %, [h(6) ~|(£—-6)""
Donc d’aprées le théoréme de Fubini,

] I]O,M[X]O%[g(r, 6)drdd =" [~ g(r.0)drde.

, aussi intégrable.

Donc I'(z)[(z') =4 j L F(x, y)dxdy = 2( jo’ (cos0)* ' (sin @) > d&)f‘(z +2")

Définition :
Pour z, z” complexes de partie réelle strictement positive,

On pose f(z,z") = 2J.f (cos8)*'(sin@)>*'dé.

Le changement de variable u =cos’ @, C'-difféomorphisme de ]0,%[ dans J0,1[,
nous donne méme

B(z,z") = 2_[5 (cos* @) (sin” )" ' sin @cos GO
_ J‘1 tz—l 1_ z'-1 d
=], (I=¢)""dt

On a donc la formule d’Euler pour z,z'e R

IrzrE)=rz+z"p(z-z"

Exemple :
!
rt3/2(l—t)5dt=,3(5/2,6)= r'6)Ires/2) _ s 17F(5/2) — 5! :
0 ra7z/2) &H-D.IG) &-=-DD..5)
Exercice :

Soit ze R tel que 0<z<I1.
On cherche a calculer I'(z)['(1-z), c'est-a-dire f(z,1-z) = I(: (A=) dt

a-1

+oo 14
On pose p(x) = du
pose p(@)= [ ——
Le changement de variable ¢= u ,dt = du = C'-difféomorphisme, dans
1+u (1+u)
B(z,1-z) donne B(z,1-z)= j ! = j =¢(z).
0 (1+ Y (1+u)” (1+u) 0

On va calculer ¢(z).
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Rappel :
Pour fe C(X) tel que deg f <—2 et sans pdle réel, f est continue intégrable sur

Ret L f(t)dt =iy Res(f,q). En effet :

acC

Définition :
Résidu de fe ®(X) en ae K : c’est le coefficient de % dans la
—a
décomposition en f'en éléments simples, éventuellement nul.
Ainsi, si f = P et a est pole seulement simple de f, on a Res(f,a) = %
a
Ainsi, pour tout z,e C\R et 420 :
A4
J.A dt = 1n|t —ZO| +iArctan| 1-Re(z,)
“At—z, Im(z,) y
A— - —A-
= lnﬂﬂ‘ Arctan A-Re(z,) — Arctan| ZA-Re(z)
|— A- ZO| Im(z,) Im(z,)

A- _
Mais lim lnM =0, et lim Arctan M
Im(z,)

A—>+oo |— A — ZO| A—>+o0

j = sgn(Im(z, ))% :

lim Arctan —A=Relz,) =-—sgn(Im(z,)) x

Ao Im(z,) 2

Donc lim L_dr =isgn(Im(z,))r, c'est-a-dire I ~_dl =isgn(Im(z,))7
A—+oo _At—ZO —oot_ZO

(Mais ¢t — n’est pas intégrable sur R)

0

Pour n=22,t— est intégrable sur R (z,€ C\R), et :

n

t—2z,
J-+°° d
~(t—zy)"
oo 2m
Calculer IO T dx pour n<m,eten déduire ¢(z) pour z€ ]0,1[
+Xx
Ona:
2m 2m 2m
+oo X 1 pr x . \ X
J —dx=— —dx=IiT. ZRes(f,a/) ou f= 5
0 I+x 29=1+x o 1+X
Im(a)>0
Poles de f:
in+2km
Cesontles @, =e > pour ke [IO,Zn—lH
a)Zm _w2m+1
Ona Im(w,) © 0<k<n-1,et Res(f,@,)=—55=—7
2nw;, 2n
e il 2 e g 2 ] pi@miT [2mHl
Donc [~ f(x)dx=——)¢ > =— " ——— (e " %))
0 2]’1 k=0 2n 1 7 4
—e n
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oo —in 1 /1
Soit x)dx = X =
'[0 J@) n  —2isin(2x) 2nsin(2ztiz)
Or, le changement de variable u = x> donne :
oo 2m oo m/n o 1 oo 2;’;‘—1
J. - 2 dx=j - LUZ" ldl/l:— u du
0 14+ x™" 0 1+u2n 2n  1+4u
. 2m+1
Ainsi, pour 0<m<n, m = id .
2n . (Zm +1 j
sin| —7
2n
Théoréme :
x—1
vre ol [T —du=—"
0 1+u sin 77.x

Corollaire :
On a la formule des compléments :

vxe o], B(x,1-x) = F(x)rl“((ll)— ) _ sinﬂfr .

Démonstration :

x-1

u

g(x,u)= définie sur ]0;1[>< R,

1+u’
Alors pour tout ue R

5

4+

x> g(x,u) estcontinue sur x> g(x,u).

Pour tout xe ]0;1[ , u—> g(x,u) est continue par morceaux sur R .
Soit K =[a,b]c Jo;1[.

e(b—l)lnu
(x=1)Inu 1 siu>1
_ _ +u
Alors Vxe K, g(x,u)| = S O @) =9 (i
1+u e .
siu<l
1+u
ux—l

+oo .
Mais ¢, ,) est continue et intégrable. Donc x L du est continue sur J0;1].

1+u

2m ] ,(m,n)e N” etn< m} dans Jo;1[.

On va montrer maintenant la densité de {

Soit U un intervalle ouvert de [0;1[, disons U = a, 5[ .

. . 2m+1 .
Montrons qu’il existe (n,m)e N2 tel que 0<n<m et a< 5 <b, ce qui
n
¢établira le résultat. On a en effet les équivalences :
2m+1
a< <bo2na<2m+1<2nb & na—L<m<nb—1

n

Soit alors ne N tel que n >
-a

Alors ]na—%,nb—%[ est de longueur strictement plus grande que 1, donc contient
un entier m, a savoir par exemple E(nb—1)sinb—1¢ Z ou nb—3 si nb—1e 7z.

2m+1

Et on a ainsi a < <b.D’ou la densité de I’ensemble, et le résultat sur J0;1

2n
par continuité de 1’application.
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