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Chapitre 16 : Intégration de fonctions continues
par morceaux sur un intervalle non compact

But:
oo o 1 dt oo .
Donner un sens aux intégrales I e dt, j —_— I f()e " dt ...
- otz =1) =

Rappel sur les fonctions continues par morceaux :
- Sur un segment, f:[a,b]—> C est continue par morceaux s’il existe une subdivision

], S0, €St cONtinue, et f'a des limites a

a=a,<a <..<a,=b telle que Vie HO,p—l

droite et & gauche (finies) en tous les a,.

Proposition :

Une fonction continue par morceaux sur un segment a un nombre fini de discontinuités qui
sont de premiére espece (il y a une limite finie a droite et a gauche en tout point)

Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

- Sur un intervalle non compact / :
f:I — T est continue par morceaux lorsque la restriction de /' a tout segment inclus dans /

est continue par morceaux.

Attention : une telle fonction peut avoir une infinité de points de discontinuité (toujours de
premiére espéce) et peut ne pas €tre bornée.

Exemples :

Sur [ = [0;+c>o[

Une application f:/ — T continue par morceaux a soit un nombre fini de discontinuités, soit
une infinité qu’on peut classer dans une suite a, qui tend vers +oo

Exemple : E(x)

Sur /= ]0;1]. Dans le pire des cas, il existe une suite &, tendant vers 0 de discontinuités de
premiére espece.

Exemple : £ (l)
X

Si /=R, f:R—C continue par morceaux peut avoir deux suites de points de discontinuité
qui tendent I’une vers + oo, ’autre vers —oo

Définition (locale) :
On appelle singularité d’un intervalle / non compact les bornes de / (éventuellement infinies)
qui ne sont pas dans /.
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I Cas des fonctions positives (sur / non compact)

A) Définition

Soit f:1 — R continue par morceaux et positive. f est dite intégrable (sommable)

s’il existe M >0 tel que V[a,b]c],rf(t)dtSM.

Pour une telle fonction, on pose L f = sup jh f()dt
la.b)er

a,blcl

Remarque :

Cette définition a un sens méme si / est compact ; on retrouve alors la définition de
I’intégrale d’une fonction continue par morceaux positive sur un segment.

En effet, si I =[a,B], f:1 — R continue par morceaux positive, alors

Vasler[r=[r+[r+[ r=[rs

B) Caractérisation de 1’intégrale a 1’aide de primitive

e (Cas d’une seule singularité :

Théoréme :

Soit 7 =[a,b[ ou ae R, be RU{+} (b>a)

Et 1 [a,b[ — R continue par morceaux positive.

Pour xe I, on pose F(x)= Jj f()de.

Alors f est intégrable sur / si et seulement si F' est bornée ou si F tend vers une
limite finie quand x — ™, et dans ce cas, j[a’b[ f()dt = lim F(x) = lim j F(0)dt

Remarque :

On a I’énoncé analogue pour |a,b], ae RU{+}, be R (a<b)
Si f'est partout continue, F est une primitive de f.

Démonstration :

- Comme f'est positive, F est croissante et positive.

Donc F est majorée si et seulement si elle est bornée donc si et seulement si F' a
une limite finie en b.

- Si f et intégrable, par définition de J} " f()dt, on a, pour tout xe [a,b[,
[a,x]c [a,b[. Donc F(x)= J.Xf SJ.[ h[f, et F est bornée.

Inversement, si F' est bornée, alors pour tout [a, ,B] c [a,b[,

Jorods [ rodi=F(B < sup Fo

tela,b

- Calcul de I’intégrale :
Par définition, pour tout x€ [a,b[, x€ [a,b], F(x) SI[ b[f

Donc ‘CILI? F(x)< J‘[a’b[ f.
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Par ailleurs, pour tout [05, ﬁ] c [a,b[, ona:

(1 =F(B-F@)<F(B)<lim Fx)

Donc j[a’h[ /< lim F(x)

Ce qui montre 1’égalité.
e (Cas de deux singularités :

Théoréme :

Soit 7 = Ja,b[, ot ae RU{-oo}, be RUf+oo}.

Soit f:1 — R continue par morceaux positive, et ce |a, 5[

Alors fest intégrable si et seulement si f),; et f), ] le sont, et dans ce cas

[V YA S

Corollaire :

Dans ces conditions, fest intégrable si et seulement si IX f(t)dt ades limites finies

quand x — b et x = a et dans ce cas J] h[leimjlcf+lim'|.xf.

x—a x—b

Démonstration :
Lemme :
Soit f continue par morceaux, J < I un intervalle.

Si f'est intégrable sur /, alors f'est intégrable sur J et J.J f(dt< J.1 f(t)de.

En effet, tout segment [a,b]c J est aussi inclus dans /...

Ainsi, si f'est intégrable, alors f, j et fj., aussi.
Réciproquement :

St f,.1 €t [ sont intégrables, alors pour tout [a, ,B]c ]a,b[ :

Soit c¢ [a, 8] et donc
Soit [a, Bl Ja,c] et ijSJ.]a,c]fSJ.]u,c]erJ.[c,b[f
Soit [a, Bl e, et '[ffsj[c’h[fsj]w]ﬂf[ah[f
Si ce |a, B, alors fjf=ch+LﬁfSJ.]a,c]erJ.[c,b[f

Donc dans tous les cas I’intégrale est majorée.
Donc f'est intégrable, et en passant au sup sur [a, ,3] - ]a,b[, on aura

I]m[f < La,c]f * -'}c,h[f '

Pour I’autre inégalité :
Soit € >0. Par définition de I] ]f et I[ h[f, il existe Be [c,b] et ae la,c] tels

que [ f()de= [ f-el2 et [ ryr = /-
Alors [ /> f f=[ r@di+[ ? Foydr > [ f+] e

Et comme c’est valable pour tout £ >0, on a bien J.]a!b[f = J.]a,c]f + J.[C’b[f.
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C) Exemples fondamentaux

Théoréme :
Soit e R

1 . . .
Alors ¢+ — est intégrable sur [1,+0o[ si et seulement si @ >1, et dans ce cas
t

oo (It 1
[

1 o . .
t = — est intégrable sur Jo:1] si et seulement si <1 et dans ce cas 'f
t

rdt 1
0 1-a

Remarque :

r .,
{ = — n’est jamais intégrable sur ]0;+oo[.
Démonstration :

xd
|

Dé&ja, fest positive sur [1,+oo] . Il suffit donc d’étudier J 75 pour x & [1,4+o]

Zl—t)t :|a ~ xl—a -1

- . -«

Sia#l,ona Xﬂ:[

1 4%
Qui a une limite finie si et seulement si & >1, et dans ce cas cette limite est a
-
. x dt
Sia=1, I —=Inx — +oo.
1 *

Autre exemple :

Pour ae R, t+> e est intégrable sur [0,+oo[ si et seulement si @ >0 et dans ce
1

ARl
cas j edt=—
0 a

II Cas des fonctions complexes

En pratique, pour f:/ — C, il faudra séparer I’étude du caractére intégrable et le
calcul éventuel de L f.

e Fonctions intégrables a valeurs complexes :

Définition :
Soit / un intervalle de R, f:/ — C continue par morceaux.

fest dite intégrable (sommable) lorsque | f | ’est.

Remarque :
Si fest continue par morceaux, alors | f | aussi.

On note "L,(/)" I’ensemble des fonctions complexes intégrables sur /.

e Structure :

Théoréme :
"L,(I)" est un sous-espace de C,, (I,T), stable par domination, c'est-a-dire que si

pe"L(I)" etsi feC,, (I,C) vérifient |f|<|p

, alors f'est intégrable.
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Démonstration :

D¢ja, "L,(1)"c C,,,(I,C) et est non vide car contient la fonction nulle.
Soit ¢:1 — T continue par morceaux intégrable, et f:/ — C continue par
morceaux ; supposons que | f | < |q0|

Alors | f | est intégrable car pour tout [a,b] cl,ona:

’ < L|go| , donc Lb|f| est majorée.

Donc f'est aussi intégrable.
Supposons que f,g:/ — T continues par morceaux sont intégrables, et soit

AeC.
Alors f+ Ag est continue par morceaux et pour tout segment [a,b] cl,ona:
"I+ ag| < [ (| +Alehorde = [ | flae+ +|2|[]g] car /et g sont
intégrables.

e Intégrale d’une fonction intégrable :

(1) Pour fa valeurs réelles, on pose :
[T =max(f,0) (partie positive de f)
f~ =max(—f,0) (partie négative de f)

Ainsi, f=f"=f",|fl=/"+/f (et f*=

Pour f:7 — R intégrable,

Ona 0< f*<|f], 0< /<
intégrables

Et on peut poser LfZLf —J.If’.

(2) Pour f'a valeurs complexes, on écrit f =Re f+ilm f

Pour f intégrable, Re f et Im f sont continus par morceaux, et intégrables car

1m 7] <| ] et [Re £]<|/].
On peut donc poser J.IszRefHJ;Imf.

fﬂﬂ =7

2

.

,et f7, f sont continues par morceaux donc sont

e Calcul de L f pour fintégrable complexe :

Théoréme :
(1) Cas d’une seule singularité 7 = [a, 5[

Si f:1 — C est continue par morceaux intégrable, alors J.I f= linl} J ' f()dt
x—b Ja

Et en particulier la limite de droite existe pour f€"L (/)"
(2) Cas de deux singularités :

Si I =a,b[, soit ce I.

Pour f:7 — C, les limites suivantes existent et on a :

Lf:ﬁmjf+nmjf.

x—b Jc y—=avy

Démonstration :

Pour une singularité [ = [a,b[. On doit montrer que L f= lin}}jx f(t)dt
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Si fest réelle, alors L /" =lim j FH(odt, L /™ =lim j £ (t)dt.

Or, par définition, L f= II fr- L .

Done [ f=lim | (f*(0)=f" (@)de=lim [ f(t)ds

Si f'est complexe, ¢’est la méme chose avec la partie réelle et imaginaire.

Pour deux singularités, on coupe I'intervalle I = Ja,b[ en I =]a,c]ule,b[
e Propriétés de I’intégrale :

Théoréme :
(1) L’application f€"L (I)"'H Lf est linéaire.
(2) Pour fe"L(D)", | £]< [|/]

Démonstration :
Résulte du calcul de L f etde la linéarité du passage a la limite.

e (Calcul a I’aide d’une suite exhaustive d’intervalles.

Théoréme :
Soit / un intervalle de R, f':/ — C continue par morceaux intégrable.

On suppose que (/,),.y est une suite croissante (au sens de l’inclusion) de

segments inclus dans 7 et recouvrant /. Alors L f(t)dt = lim L f(t)dt

Démonstration :
Onpose I, =[a,,b |.
Si I =[a,b[, alors comme (1,),_ est exhaustive, la suite (b, ), est croissante et

tend vers b, la suite (a,),., décroit vers a et est stationnaire en a. On peut donc

supposer que Vne N,a, =a. Alors Ib f(Hdt = j " f(dt=F (bn)—>J‘1 f(t)dt

n—>+oo

Si I a deux singularités, on fait la méme chose en coupant en deux.
¢ Fonctions a valeur dans un espace de Banach.

Définition :
Soit f:1 — E continue par morceaux ou E est un espace de Banach.

On dit que f'est intégrable lorsque ¢ || f (t)|| I’est (I’application est aussi continue

par morceaux).
Définition de I’intégrale :
Si E est de dimension finie, on utilise une base (e,..e,) de E et on écrit

f (t)=z fi(t)e, ou f,:I—T=g sont continues par morceaux et intégrables (par
i=1

équivalence des normes dans E), et on pose II f= Zn: (II f )%— .
i=1

Si E n’est pas de dimension finie, on a le théoréme :

Si f:1 — E continue par morceaux est intégrable (ou / = [a,b[), alors jx f(@)dt

a une limite finie quand x tend vers b, et on pose alors L f=lim jx f.

x—b

(analogue pour deux singularités)
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Démonstration :
Comme E est complet, il suffit de montrer que F :x — J.x f(t)dt vérifie le critere

de Cauchy pour les fonctions lorsque x — b, c'est-a-dire :
Ve>0,34€ [a,b],Vx,ye [4,b|[F(x)-F(y)|<e

Soit € >0. Comme || f || est intégrable, J X|| f || a une limite finie L quand x — b
[Ifl-tzer

Alors pour tous x,ye [A,b[, ona:

|Feo-F=|[ f(z)dt” <*[ ')t
=4 ['|r@lde-1-[ |l )

<gl2+e/2=€

Donc il existe 4 tel que Vx> A4,

I1I Intégrales orientées et relation de Chasles

e Notation :
Si f'est continue par morceaux et intégrable sur [ = [a,b], ]a,b], [a,b[, ]a,b[, on pose

b
[, f@dt=[ @y
NB : lorsque a€ R, si fest continue par morceaux sur [a,b[ et intégrable, alors f
est continue par morceaux et intégrable sur ]a,b[ et J.] " f (t)dt:J.[ o f(®dt, ce qui

justifie d’utiliser la méme notation.
Si b<a et fest continue par morceaux intégrable sur [b,al |b,al[b,dl,]p,a[, on

pose alors L” fde==[" fydr.

e Relation de Chasles :

Théoréme :
Soit / un intervalle de R, f:/ — C continue par morceaux intégrable.

Alors pour a,b,ce I, fest intégrable sur ]b,a[, ]b,c[, ]a,c[ et

ch (t)dt = Lb f (t)dt+j; F(t)dt

Démonstration :

On peut supposer que [ =
Pour fréelle, on utilise f'= /" — f~ et on se raméne au cas des fonctions positives
Pour f'complexe, on utilise la partie imaginaire et réelle.

a,f etque a<a<b<c<p.

IV _Régles usuelles d’intégrabilité

Probleme :
Etant donnée f:[ — C, fest-elle intégrable sur / ?
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On travaille ici avec | f | car fest intégrable si et seulement si | f | ’est.

e Utilisation des relations de comparaison

Théoréme (inégalités) :

Soit f:I — C continue par morceaux, g:/ — R continue par morceaux et
positive.

On suppose que Vie [,

f@O<g(@)
Alors si g est intégrable, f1’est aussi.
Contraposée : si fn’est pas intégrable, g ne I’est pas non plus.

Démonstration :
Déja vue.

Théoréme (cas d’une singularité : utilisation des relations de comparaison)

Soit I =[a,b] ol ae R fini, et be R U{+oo}

Soit f: 1 — C continue par morceaux, g:/ — R continue par morceaux positive
- Si g est intégrable, et si f(x) = O(g(x)), alors f'est intégrable.

-Si f(x) e g(x), alors fest intégrable si et seulement si g I’est.

L’énoncé est analogue pour une singularité de 1’autre coté.

Démonstration :
-Si f(x) = O(g(x)), alors il existe ce [a,b[ et M >0 tels que

Ve [e,b],] £ (x)] < Mg(x)

Comme g est intégrable sur [a,b[, elle I’est sur [c,b[ et faussi.

Comme de plus fest continue par morceaux sur [a,c] , fest intégrable sur [a,c] , et
donc sur [a, 5]

-Si () ~ g(x), alors | /()] ~ ()
donc | f (x)| = O(g(x)) et g(x) = 0(| f (x)|) et le résultat découle alors du point

b

précédent.
e Reégle de Riemann : comparaison avec une fonction puissance :

Théoréme :

- Etude de la singularité +oo :

Soit f:[a,+eo[ — C, continue par morceaux.

(1) Si x*f(x), ou plus généralement x“ f(x) pour un certain @ >1, a une limite
finie quand x tend vers + oo, alors f'est intégrable sur [a,+oo[.

(2) Si xf(x) a une limite non nulle (éventuellement infinie) quand x tend vers

+ 00, alors fn’est pas intégrable sur [a,+oo[

- Etude de la singularité 0 :

Soit f: ]O,b] — C, continue par morceaux.

(1) Si Jx f(x), ou plus généralement x” f(x) pour un certain B <1, a une limite
finie quand x tend vers 0, alors f'est intégrable sur ]O,b].

(2) Si xf(x) aune limite non nulle quand x tend vers 0, alors fn’est pas intégrable
sur [0,5].
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Remarque :
Pour une singularité finie x, # 0, on peut se ramener a 0 avec le changement de

variable ¢ =x—x,

Si la singularité est en —oo, on peut faire le changement de variable ¢ =—x
Démonstration du théoréme :

(1) On a f(x) :O(L”’j , et x—= La est intégrable sur [1,+oo[ car ¢ >1. Donc f
X X
est intégrable.

(2)Ona 1 = O(| f (x)|). Comme 1 n’est pas intégrable sur [a,+oo[,
X X

f | non plus et
ni f.

On fait la méme chose pour 0.
Exemples :

f(x) =x% " pour e R,x>0.
fest elle intégrable sur ]0,+oo[ ?
Déja, fest continue sur J0,+oo| .
Etudeen 0 :

f(x) % x“. Donc fest intégrable sur ]0,1] si et seulement si x“ 1’est c'est-a-dire si
x—

et seulement si a > —1
Etude en +oo :

Ona xlirgoxzf(x):o.

Donc f'est intégrable sur [1,+oo[ , donc sur ]0,+oo[ dés que a >-1

V_Intégrales impropres

I1 peut arriver que J.x f(t)dt ait une limite finie quand x — b alors que f'n’est pas

intégrable sur [a,b]

Définition :
Soit f: [a,b[ — C continue par morceaux.

Si r f(t)dt aune limite finie [ quand x — b, on pose J.h f(t)dt = ljnl}jx f(dr.
On dit alors que J.b f(t)dt est convergente.

Si J h| f (z)|dz est convergente, on dit que J.b f(t)dt est absolument convergente.

Si J.h f(t)dt converge mais J.b| f (t)|dt diverge, on dit que J.h f()dt est semi-

convergente.
On définit de méme la convergence pour deux singularités :

b
Si f:)a,b[ > C est continue par morceaux et ce Ja,b[, on dit que '[ f(@)dt

converge lorsque I ‘ f()dt et jb f(t)dt convergent.
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Attention :

Avec une telle définition, J._ xdx diverge, alors que lim J.AAxdx =0.

A—r+oo

Théoréme :

Soit f:[a,b[ - C continue par morceaux.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
- fest intégrable sur [a,b[

b
J f(t)dt est absolument convergente.

b
Et dans ce cas, J. f(t)dt est convergente et de plus

Lbf (t)dt = f[a,b[f (0t = lim [* £ (¢)dt

Démonstration :

Dire que f est intégrable signifie que | f | I’est, c'est-a-dire que I x| f (t)|dt a une

limite finie. De plus, si fest intégrable, on sait que jx f(O)dt —— I[ " f(dt

Exemples :

+oo SN ¢
J; ——dt est semi-convergente :
t

.1 sint
Considérons f :t+ —— pour >0
t

Alors fest continue sur J0,+oo[, prolongeable par continuité en 0 par f(0)=1

Etude en +oo :
- fn’est pas intégrable, car pour tout n>1,0na:

nz smt (k+1)7 |Slnt| (k+)7 |s1nt|
["r@lae=" Z [ Z [ (k+1)7[dt
>y ;J sinudu =Cx (L +1 4. +1)———+o0
o (k+D7

Donc {ﬁ f (z)|dl,0 <a< b} n’est pas majoré, donc f'n’est pas intégrable.
- Mais J:m f(t)dt converge :

xsint - .
On va montrer que j ——dt aune limite finie quand x — 4oo.
Tt

Idée : intégration par parties :

rsmtd 1| xCOS , _ —COSX 1 (rcost
j— t=| —cosrx| +[ = di= ——+[ =
z X T t
—Cos X
Comme ——>0, et comme ¢
X

cost
12

1 . xsint . .
<—), on voit que J. ——dt a une limite finie quand x — +oo
Tt
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Intégrale de Fresnet :
Le”z dt.Onpose f()=e" pour te R

Alors fest continue sur R, et | f | =1 donc fn’est pas intégrable.

.2 .2 )X .2
- ; ) ¥ 2ltell elAt - eLt
On a cependant pour x > 7 : J e dt= J. —dt=|——| +| —dt
™ T 2it 2it ™ 2it
va
ix? ii?

e
Comme lim — =0 et comme ¢+
X—>+e0 )1y

limite finie quand x — 4oo.
De méme sur |-oo,—7], puis [-7,7] et enfin R.

Y% est intégrable sur [7z',+oo[, Ixei"zdt a une
it ™

VI Méthode d’étude des intégrales

e Changement de variable :

Théoréme :

Soient 7, J deux intervalles de R, ¢:1 — J un C'-difféomorphisme

Soit f:J — C continue par morceaux.

On considére les deux intégrales :

[, £t et [(f o g)u)g ()

Alors ces deux intégrales ont méme nature, c'est-a-dire :

- festintégrable sur J si et seulement si f o @Xx @' ’est sur /.

- L f(t)dt est semi-convergente si et seulement si L (fo@)u)p'(u)du est.

Et lorsque les intégrales existent, on a :
L f(dt = SJ.I( fo@)u)@' (u)du ou € vaut 1 si @ est croissante, -1 sinon.

Démonstration :
En terme de convergence d’intégrales :
Supposons que [ = [a,b[ J= [a,ﬁ[ (et que @ est croissante et @(a) =)

Alors pour xe J, J:f(t)dt = J.qf (X)fo(p(u)(p'(u)du

1=g(u)

Comme lin} @' (x)=b, si Iy fo@(u)p'(u)du est convergente, c’est pareil pour

L F(t)dt
Pour la réciproque, on le fait avec ¢

Pour I’absolue convergence, on remplace f par | f |

e Utilisation d’une intégration par parties :

Intérét : permet d’accélérer la convergence d’une intégrale.

Attention : il faut toujours se ramener a des intégrales sur un segment, puis passer
a la limite.

Exemples :

Y . +e= SN ¢
Etude d’une intégrale impropre : L ——dt pour & >0
t
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L sint . -
L’application f:¢+> —— est continue sur ]O,+oo[, etona f(t) ~0t1 “, donc fest
t —

intégrable sur |0, 7] si et seulement si 1—a >—1, clest-a-dire @ >2
En +oo :

sint

ta

Ona

1 o _y
< ek Déja, si @ > 1, fest intégrable sur [71',+oo[

X
sin cost x COS
dt={——} +aj = dt
o a a+l
t“ ], Tt

t
t
cost | cost
Si a>0, alors {——a} a une limite finie quand x — +eo, et 1> ——
t

Si aSl,onan

ya

intégrable sur [Jz,+oo[.
vsint o .
Donc I ——dt aune limite finie en +oo.
Tt

(n+)z Sin ¢ (2n+

s1n tdt =2

Si aSO,onaJ.

2nrw

xsin ¢ . .
C J Tdt n’a pas de limite finie quand x — +oo
2

carsi F(x)= JSI—ntdt le R,

alors || ”’”””L“’dz F(Qn+1)7)= FQnx) —1-1=0

Conclusion ;
Si 1<a <2, fest intégrable sur J0,+oo

Si O<a<l, J.M f(t)dt est convergente et f est intégrable sur ]0,7[] donc

J:m f(t)dt converge

Si <0, - f(t)dt diverge, donc . f(t)dt aussi.
V4 0

Développement asymptotique en +oo de f(x)= e J.Oxe’zdt

Ona f(x)= e‘xz(A+ Joxefzdz) ou A= j; e dt

Donc

fy=e (A+j e’ j: (A{_e} j_dt]

1 " x xet2
=—+A'e" +e 2j —dt
2x 12t
Avec A'= A—7e. Enrefaisant une intégration par parties,

! S I 11 .3
X)=—+Ade” +e | |—e | +=| 5dt |=—+—5+A"e" +=
/0 2x [L‘ﬁ 1 3041 j 2x  4x° 4

Avec A'"'=A-
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On cherche une majoration de &£(x) = %e"xz I] xet_4 dt -

t2 2

t
On note @:t > et_4 ,declasse C' et ¢'(t)= et—3(2t2 —4)

Donc ¢'(£)20 si t 22, et ¢'(£)<0 si 1St<42
Donc max o(t) =max(¢(1),p(x)) = ¢(x) pour x> A assez grand.

Ainsi, pour x> 4 : |e(x)| < 3¢ j " o(x)dt = 3 (- 1)i4 =0(1/x%)
4 1 4 b

Donc f(x) ~ ZL
x>0 D x

e Utilisation d’une série :

Proposition (hors programme) :
On suppose que [ = [a,b[ (une seule singularité)

Soit (x,),. une suite strictement croissante de / telle que x, =a et lim x, =b.

neN
n—>+oo
Soit f:1 — C continue par morceaux.
Alors f est intégrable sur [ si et seulement si la série de terme général

u, = J':‘ f(1)|dt converge, et dans ce cas on a J.1 f(dt= g J.:l f(t)dt

Démonstration :
S@lde< [ |f @)t

Donc la suite des sommes partielles est croissante majorée, donc converge.
Inversement, si la série de terme général (u,), . alors pour tout [u,v]c I, il

Si f'est intégrable, alors pour tout ne N, Z”k _ J.XM
k=0 ¢

existe ne N tel que x,,, =2v et:

J @]

n+l

FOldt=>"u, <> u,
k=0 k=0

Donc {H f@\dt,[uv]c1 } est borné, donc f'est intégrable.
Calcul :

. r r X
La série de terme général v, = I
x}

n

n+l

f(t)dt est absolument convergente (car

Z X+ b 1 A
v.[<Su,),et ka =J. ]f(t)dtwj. f(t)dt car x,,, — b et fest intégrable.
k=0 a a
Remarque :
b .
Cette méthode peut montrer que I f(t)dt est convergente méme si f n’est pas
intégrable :

Soit f:[a,b[— C continue par morceaux, et une suite (x,)_y strictement

f(t)dt

croissante telle que x, =a et tendant vers 5. On note v, = IW

n

. b | r r
1) Si J.a f converge, alors la série de terme général v, converge
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(2) La réciproque peut étre fausse :
Exemple : avec f(¢)=sint et x, =2n7x

oo . .
Alors J;) f diverge, mais v, =0 converge

. y . ’ y . Xn+1
(3) Si la série de terme général v, , et si 'f
xn

f(0)\dt , alors J.b f converge.

En effet, pour xe [a,b[ , 1l existe un unique rang n pour lequel x, <x<x,

Done [ /(i =[" f@)di+] f(t)di = S+ | s

£(x)

Et [e(x)|< j |/ (0)|de < j f(@0ldt =0

Donc limij=§un :
n=0

x—b

VII Convergence en moyenne et en moyenne quadratique

Soit / un intervalle de R non vide ni réduit a un point.
On note L, *(/) I’ensemble des fonctions de / dans C continues et intégrables.

Et L,*(I/) I’ensemble des fonctions f:/ — C continues telles que | f |2 est

intégrable.

e Théoréme :
L *(I) et L,*(I) sont des sous-espace vectoriels de C°(,C), I’application
L*()—> R, est une norme sur L *(I) et L,*(I)* > R, est

Solf| =]/ (f-g)><f.g>=[ [ (D)g(t)dt

défini et est un produit scalaire.

Complément :
L, *(I) n’est pas complet pour " ”1

L, *(I) n’est pas complet pour la norme || || , associéea <, >

Démonstration :
On a déja (quasiment) vu que L, *(I) est un sous-espace vectoriel de C°(1,C)
Pour L, *(1) :
Si felL,*(I) et Ae C,alors Af e L,*(])...
Soient f,ge L,*(]).
Alors pour tout xe /,ona:
2 2 2 -
) +e@)| =]/ (x) +[g)] +2Re(f(x)g(x))
2 2 -
<|f@f +|g)] +2|f()g)|

2 2
<2 f(f +2g)
(Car Va,be R,2ab<a’ +b*)
Donc f + g est intégrable.
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Pour || ||1 : elle est déja positive, homogene et vérifie 1’égalité du triangle.
Elle est de plus séparante :
Soit f'e L, *(I), supposons que | /] =0

Alors pour tout [u,v]c I,0< J.V|f(t)|dt < Llf| = ||f||1 =0
Comme |f| est continue sur [u,v], ona |f| =0 sur [u,v]

Donc f'est nulle sur /.
Pour <, > :

Elle est bien définie car si f,ge L,*([), alors ¢ f(t)g(t) est intégrable car
- 2 2
72| <l +ge)?).
Elle est bien aussi linéaire a droite, hermitienne, positive,
Et définie positive : si < f, f >=0, alors |f|2 vérifie |||f|2|| =0 soit |f|2 =0
1

elle est continue et pour tout 7€ [,

Non complétude :
Soit [a,b]c I ot a<b et intérieurs a /.

) 51
a—-+ b+1
lsite[a,b]
Osire I\|Ja—1,b+
fo =Tl <) etpour | |, (1, .,

et
Car si elle convergeait vers ge L, *(I) pour || || , (k=1,2), on aurait alors

n?

On pose fn(t):{ l[ et affine sur [a—l a] et [b,b+%]. Alors

(f.),en estde Cauchy pour || ||1 (

<)

27" m

Et la suite diverge, a la fois pour ||

Isixe Ja,b[ i i
g(x)= qui n’est pas continue en a et b.

1° 272

Osixe I\[a,b]
.
Propriétés :

 Comparaison des normes ||
(1) Si 7= [a,b], alors pour toute fonction f:/ — C continue, on a
71, = [/ @lde <3b=a| ], < G-,

Mais les trois normes ne sont pas équivalentes sur C° ([a,b], C).
(2) Si 1 est borné, alors L, *(I)c L, *(I) (toute fonction de carré intégrable est

intégrable), et pour f de carré intégrable, on a || f ||1 < \/b—a” f ||2, mais || ||1 et

|| ||2 ne sont pas équivalentes.

(3) SiIn’est pas borné, il n’y a pas d’inégalité entre || ||1 et || ||2 .

Démonstration :
(1) 1I suffit d’utiliser I’inégalité de Cauchy—Schwarz.
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Pour la non équivalence des normes: on peut supposer, quitte a faire un

changement de variable affine, que 1 = [0;1].

On pose alors pour ne N* f :t—>1t"

. 1 1
Ainsi, Vne N*,| 1|l =L|f.| =——.|/.|, =——
© 'on+l > J2n+1
Et donc lim Sl =400, lim Sl =+oo, lim ”f””2 = +oo
N—>+o0 ﬂ , N—>+o0 "f””l N—>+00 ﬂ |
Donc on ne peut pas trouver ¢ >0 tel que Vne N, fn”2 <c|f,|, ou ...

(2) Soit f:1 — T continue par morceaux de carré intégrable.

Alors f'est intégrable :
D¢ja, fest continue par morceaux (!)

Et Vtel, f(t)|£%(|f(t)|2+1). Mais comme /[

intégrable sur /.
Pour I’inégalité :

Soit f continue par morceaux de carré intégrable sur / =

est borné, ¢+ |f(t)|2 +1 est

borné.

a,b

Pour tout [u,v]c I, on a d’aprés I’inégalité de Cauchy—Schwarz :

jﬂfawhsJﬂu@fVufdsz@—uﬁnfgﬁdz

<b-als],

Et donc en passant & la borne supérieure pour [u,v]c I :

|71 <vo-a ],

Non équivalence : voir (1).
(3) On peut supposer par exemple que [ = [0;+oo[

On pose pour A>0 f,:t— e*. Alors pour
intégrable et de carré intégrable.

o a1
Ona de plus /3], = [ ¢ Hdr =

Pour A =ne N, on a alors L:@—m
v
Et pour 221 : L=\/2n —> +oo0
n |\,

VIII Compléments

e Intégrale tres utiles :

tout A>0, f, est continue,

1
Ll =4 eMQﬁ—;gj

Proposition (hors programme) :

Pour ze C, I’application te R, > e”“ € C est continue sur [0,4c0[, et intégrable

. . te
si et seulement si Re(z) > 0, et dans ce cas, J.O e dt=

1

z

Démonstration :
On note, pour ze C, f, I'application introduite.
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Alors pour tout ze C, f, est continue, et Vie R, Vie R, fz(t)| =g R
- Si Re(z) <0, alors Vz20,|f.()) 21, donc f, n’est pas intégrable.

- Si Re(z) >0, alors tlirﬂo £*f.(t)=0 donc £, est intégrable.

Calcul :

Pour tout x>0, J: e “dt = {L e’”} -1 (I-e7%)
z

—z 0

. - o _ 1
Or, comme Re(z) >0, lime ™ =0, donc J: e ldt=—
X—>+oo z

e Théoréme d’intégration des relations de comparaison :

Théoréme (hors programme) :
On suppose que [ = [a,b[ (une seule singularité)
Soient f,g:[a,b[— C continues par morceaux o g est a valeurs réelles positives.

(1) Si £(x) = o(g(x)) :

- Si gestintégrable, alors f'est intégrable et J ’ f(Hdt = O(J.l‘n g(t)dt).

- Si gn’est pas intégrable, alors I ' f(t)dt = o(jx g(t)dt) (on se sait rien sur f)
Remarque :

b X
Dans le premier cas, '[ g(t)dt ———0 et dans le deuxieéme '[ g(t)dt — >+

(2) On a un énoncé analogue pour O.
B3)Si f(x) = g(x), alors fest intégrable si et seulement si g I’est et :

- Sielles sont intégrables, alors | /(¢)dr ~ | * o(t)dt

- Si elles ne le sont pas, alors J.x f(dt = J.x g(t)dt

Démonstration :
(1) Si g est intégrable, alors | f (x)| = o(g(x)) donc f'est intégrable.

On va montrer que V& >0,3ce [a,b[, Vxe [c,b[,

[ f(t)dt‘ <& gt

Soit £>0.
Comme f(x) = o(g(x)), il existe ce [a,b[ tel que ¢ € [c,b[,

S| <e).
Donc pour xe [c,b[, ona Vte [x,b[,|f(t)| <&g(t) et donc

Ubf dd <[ folar<ef gty

Cas de divergence :

D¢ja, lin}} Jﬂc g(t)dt =400 car g est positive et non intégrable.
xX—> a

On va montrer que V& >0,3ce [a,b[, Vxe [c,b[,

L’“ f(t)dt‘ <e j g(t)dt

Soit £>0. Il existe ¢, € [a,b[ tel que Ve [cl,b[,

f@ﬂsgga)
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Pour xe [cl,b[, ona

‘ [ f(t)dt‘ = ‘ [ rde+| f(t)dt‘ < ‘ [ f(t)dt‘ + ‘ [ f(t)dt‘

< ‘ [ f(t)dz‘ +§ ) a(t)dt

E rx
SA+EL g(t)dt
Ou 4= ‘ J 5 f (z)dt‘ . Par ailleurs, limxL =0, donc il existe ¢, € [a,b[ tel que
a x—)bJ' g(t)dt
Vxe [C'Z,b[,xL < £
[ gydr 2

En posant ¢ = max(c,,c,), on aura pour x &€ [c,b[ :

‘ [ ryar< 4 +§ [[ gloar < % [ gtr+ g [ gty

D’ou le résultat.
(2) La démonstration est quasiment la méme.

(3) 1l suffit de poser h= f —g. Ainsi, h(x) = o(g(x)) et on applique (1).

Application de I’intégration des relations de comparaison :

e Intégration des DL généralisés :

Soit f:]0,a]— © continue ayant un DL en 0 de la forme
f(x)=ax“ +...+apxa” +o(x™) ou Vie Hl,p],al. € C* et o, R, rangés par
ordre croissant.

(1) Alors fest intégrable sur ]0,a] si et seulement si o, >—1 car | f (x)| _~0|a1|x“‘

(2) On suppose que &, >—1. Alors on a le DL généralisé :
a,+1 tzp+1

[ fodt=a,=—+. +q,
0 o, +1 a,+1

+0(xc7zp+1)

Démonstration :
On pose &(x)=o(x"). Alors x> x“ est intégrable sur ]0,a] et positive (car
a,>ao >-1).
X Y a, o a,+
On a donc JO e(t)dt = O(J.O t dt) ==o0(x"")

x—0

Exemple :

Arccos: [— 1;1] - [0; 7z] .

Alors Arccos est de classe C™ sur ]—l;l[, et Vxe ]—1;1[,Arccos'(x): -l =
1-x

DL généralisé en x, =1 :
Pour xe ]—1;1[, onpose h=1-x>0etona:

_1 _1 h -1/2
Arccos'(1-h) = = 1——
=n NI vzh( 2)
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=

Donc en intégrant entre 1-/4 et 1 :
1

Arccos(l)— Arccos(1— 1) = =24 ——— ¥ + O(h*"
) (I-h) o2 (n)

D’ou

Arccos(x) =+/2(1-x)"? +$(1—x)3/2 +O((1-x)*"?)

~ 241-x

x—1

e Exemple déja fait :
Onapour x>1:

e J.xetzdt:e"‘z Le’z X—dz
! 2t ] h2r

_ 1 LZZ

Or, t— ¢ est positive non intégrable sur [1 +oo[

I P

Etdeplus%_z o(e" ), donc X—dt =0

x—>too

Soit ™ (J.lxg—;zdtJ imO(f(x))

1 e~ 1
Donc f(x) ~ ——
f( ) x>0 D x 2 x4 Dy

~ —

1 h—1/2 _ 1

h _
Arccos'(1—h —h 1/2(1+—+0 h? jz—
(I-h)= 2 (h°) 7

hl/Z +0(h3/2)
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