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Chapitre 13 : Espaces euclidiens,
hermitiens

I Préliminaire

A) Terminologie

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie
Un espace hermitien est un espace préhilbertien complexe de dimension finie.
Dans les deux cas, ce sont des espaces de Hilbert.

On note dans la suite K =R ou C, et (E,{-,-)) un espace euclidien/hermitien.

Existence de base orthonormale

Théoréme :

Tout espace euclidien/hermitien a des bases orthonormales.

Sous-espaces

Théoréme :

Pour tout sous-espace vectoriel F de E,ona: F@Ft =Eet (FY)t=F

Formes linéaires

Théoréme :

Pour tout forme linéaire [: E — K, il existe un unique d € F tel que :
V¥ e B I(Z) ={a,©) (13.1)

(Déja vu, mais hors programme hors dimension finie)

Démonstration :
e Unicité :
SiVx e E,{a,z)={d,z)
Alors Yz € E,{a —d’,x) =0, soit (a —a’,a—a’y =0
donc a = o’
e Existence :

Soit (e, ...e,) une base orthonormée de E, on note d = 2?21 a;e; ou a; = l(e;)

Alors pour tout =", z;e; € E, on a l(Z) = X1, z;l(e;) = D @y = {a@, &)
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I. PRELIMINAIRE CHAPITRE 13. ESPACES EUCLIDIENS, HERMITIENS

Remarque :
On peut utiliser le lemme :

Une partie A de E engendre E si et seulement si A+ = {0}
Démonstration :

On a AL = (Vect(A))+, donc AL = {0} <= {0} = E = ((Vect(A))1)L = Vect(A)

Expression en base orthonormée

Théoréme :

Si (e1,...e,) est une base orthonormée de E, alors pour tous x,y € FE, on a :

T = Z?:l <ei7 x>€iv et <1'7 y> = Z?:l <ei7 1'><€i7 y>

Matrices remarquables

e Produit scalaire canonique sur .#, ,(K) :
Pour A, B € My, ,(K), on pose (A, By = 33", 37, A; ;B j =Tr(*A x B) = Tr('B x A)
Alors (-, ) est un produit scalaire.
e Expression du produit matriciel :
Soient A, B € #,,(K)
Alors (*A x B); ; = (Col;(A), Col;(B))
En effet, (A x B);; = > _, (*A)ixBrj = >n—y Ak.iBr
e Matrice adjointe de A € 4, (K) :
Définition :
La matrice adjointe de A € ., (K), c’est la matrice A* définie par A* = A
(SiK =R, A* =tA)

Proposition :

On munit ., 1(K) du produit scalaire (X,Y)="X x Y =3)_| X, ¥}, (en identifiant .4 (K) et
K)

Pour tout matrice A € 4, (K) et X,Y € 4, 1(K), on a :

(X,AY) = (A*X,Y) (13.2)

En effet : (A*X,Y)=%A*X)xY =XtA* x Y = (X, AY)
e Matrices symétriques, antisymétriques, hermitiennes, anti-hermitiennes.

o SiK=R
Définition :

Une matrice A € ., (R) est dite symétrique (resp. antisymétrique) lorsque ‘A = A (resp. 'A = —A)

Proposition :
Les ensembles .7, (R) des matrices symétriques et «7,(R) des matrices antisymétriques sont
deux sous-espaces vectoriels de ., (R) supplémentaires, et pour tout A € .#,(R), on a

ALA ¢ 7 (R) et 454 € o/, (R).

Si de plus on munit .#,(R) du produit scalaire canonique, alors .7, (R)* = 7, (R).
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Démonstration :
Déja, les sous-espaces sont supplémentaires, compte tenu de la remarque...
Montrons que .7, (R)* = o, (R) :
Soit B € 7, (R)
Alors pour tout A € .%,(R), Tr(*AB) = Tr('‘BA) = — Tr(BA) = — Tr(AB) = — Tr(*AB)
Soit Tr(*AB) = 0.
Donc B € ., (R)*, d’oli une premiere inclusion, puis 1’égalité puisque les deux espaces sont
de méme dimension.
Attention : 7, (R) et o7, (R) ne sont pas stables par produit.
En fait, pour A, Be %,(R), AB € .%,(R) < AB = BA.
o SiK=C

Définition :

On dit que A € #,,(C) est hermitienne lorsque A* = A, et anti-hermitienne lorsque A* = —A.

Proposition :

— D’ensemble 47, (C) des matrices hermitiennes est un sous-R-espace vectoriel de ., (C)
— A e #,(C) est hermitienne si et seulement si ¢4 est anti-hermitienne.

— On a #,(C) = 44,(C) ® i, (C) (attention : somme de R-ev)

Ainsi, dimg 47, (C) = n?.

Démonstration :

— Pour A € #,(C), on a Péquivalence : A* = A < (iA)* = —(iA)
— ,(C), i7,(C) sont des sous-R-ev de ., (C),
Et 4,(C) n154,(C) = {0} car si A* = A et A* =—A, alors A=0

De plus, #,(C) = 7, (C) + i5¢,(C) :
A+ A* A A*

Toute matrice A € #,,(C) s’écrit A = 5 +1 5
— R}_z
H,(C) H.(C)

Enfin, 2dimg %, (C) = dimg .#,(C) = 2n?
Remarque :

A € M, (C) est hermitienne si et seulement si Vi, j € [1,n],a;; = a;,;

Vi e Hl,nﬂ,a“ eR
, N . ,
C’est-a-dire si et seulement si
Vi > j, Q5 = Qj 4

Groupes orthogonaux et unitaires

Définition :

e | On dit que A € .4, (R) est orthogonale lorsque A'A ='AA =1,
On dit que A € #,,(C) est unitaire lorsque AA* = A*A =1,
Propriété :
Tout matrice orthogonale est inversible de déterminant +1

Toute matrice unitaire est inversible de déterminant de module 1.

(Pour A € 4, (C), det(A*) = det('A) = det A = det A)
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e Groupes O,,,80,,,U,, U,

Théoréeme :
o L’ensemble O, (R) des matrices A € .#,,(R) orthogonales est un sous-groupe de (GL,,(R), x).
On appelle ce groupe le groupe orthogonal.
o L’ensemble 8O, (R) des matrices A € ., (R) orthogonales de déterminant 1 est un sous-
groupe distingué de (O, (R), x), appelé groupe spécial orthogonal.
o L’ensemble U, (C) des matrices A € .#,(C) unitaires est un sous-groupe de (GL,(C), x),

appelé groupe unitaire.

o L’ensemble &4,,(C) des matrices A € ., (C) unitaires de déterminant 1 est un sous-groupe

distingué de (U4, (C), x), appelé groupe spécial unitaire.

Remarque :

On(R) =U,(C) n A, (R) (13.3)
8O, (R) = U, (C) n A, (R) (13.4)
Démonstration :

(Les deux premiers tirets ont déja été vu, ou se montrent de la méme maniére)
o Déja, U, (C) < GL,(C)
U, (C) n’est pas vide, car contient I,,.
Pour A, B €U, (C), AB~! € U,(C). En effet,
(AB™Y) x (AB™Y)* = AB™Y (B 1)*A* = AB"''B-1A* = AB"'BA* =1, (13.5)
o U, (C) est le noyau du morphisme de groupes

(U, (C),x) — U={z€eC,|z| =1} (13.6)
A — detA
Donc un sous-groupe distingué de la source.
(Mais O, (R) n’est pas distingué dans (GL,,(R), x)!)

e Caractérisation a ’aide de bases orthonormales :

Théoréeme :
Soit E un espace euclidien/hermitien de dimension n.
Soit %y une base orthonormale de E, % une base de E, et P la matrice de passage de %, a B.

Alors B est orthonormale si et seulement si P est orthogonal/unitaire.

Démonstration :
Soit %y = (e, ...e,) une base orthonormée de E.
Soit # = (v1,...v,) une (autre) base de E.

On note P = (p; j)ie[1,n] = matz, &
jelin]
On a alors Vj € [1,n],v; = X" pije;

Done Vj, k € [1,n], vj, vi) = 3= Pijpik = (P x P)jk
Donc B est orthonormale si et seulement si Vj,k € [1,n],("P x P);x = &) c'est-a-dire si et

seulement si tP x P = I,,.
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Corollaire :

Soit A € 4, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) AeU,(C) (ou O, (R)
(2) Les colonnes de A forment une base orthonormale de K™ muni du produit scalaire

(3) Les lignes de A forment une base orthonormale de K™ muni du produit scalaire.

Démonstration :
On applique le théoreme précédent avec £ = K", %, sa base canonique qui est orthonormale pour

le produit scalaire usuel.

Alors [T] car A est la matrice de passage de %y a (v1,...v,) ou (v1,...v,) est la j-éme

colonne de A.

Et [T] = [B) car AeU,(C) — 'Ael,(C)

Propriété des endomorphismes d’un espace euclidien/hermitien

Lemmes a connaitre

e Existence de sous-espaces stables

Théoréme (déja vu) :
o Siue Z(FE) ou E est de dimension n finie (n > 1), alors u admet au moins une droite

stable.

o (HP) Si u € Z&(E) ou E est de dimension finie n (n > 1), alors u admet au moins un

sous-espace stable non nul de dimension inférieure a 2.

e Trigonalisation en base orthonormale :

Lemme (Hors programme) :

Soit E un espace euclidien/hermitien, et u € Zx(FE).
Si u est trigonalisable, alors u est trigonalisable en base orthonormale.

Si K = C, alors tout endomorphisme u € .Z¢(F) est trigonalisable en base orthonormale.

(Remarque : ’énoncé est faux avec « diagonalisable »)

Corollaire :

Toute matrice A € .4, (C) s’écrit A = P~1TP ou P € U, (C) et T est trigonale supérieure.

Démonstration :

Si u est trigonalisable, il existe un drapeau de sous-espaces stables {0} ¢ F} < ... c F,, = E (ou
Vj e [1,n],dim F; = j)

Soit (eq,...ey) une base orthonormale de E adaptée au drapeau, c’est-a-dire telle que pour tout
je[1,n], (e1,...€;) est une base orthonormale de Fj.

Alors mat(e, . .,)u est trigonale supérieure car Vj € [1,n],u(e;) € u(F;) < Fj, cest-a-dire que

u(e;) se décompose sur (eq,...¢€;).
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Théoréme (Théoréme spectral dans C — Hors programme) :

A € M, (C) est hermitienne si et seulement si il existe P € U, (C) et A\1,... A, € R tels que A =
A1

P P! c’est-a-dire si et seulement A est unitairement diagonalisable & valeurs

An
propres réelles.

Démonstration : A1
Déja, si A s’écrit A =P P~ lou Pel,(C)et \y,...\, €R,
An
Alors A* = (P71)*D*P* = PDP~! = A, donc A est hermitienne.
Réciproquement, supposons que A est hermitienne.
Alors A est trigonalisable avec une matrice unitaire.
Ainsi, A= PTP~! ot P € U,(C) et T est trigonale supérieure.
Ainsi, T'= P7YAP, donc T* = P*A*(P71)* = P"'AP = T, donc T est aussi hermitienne, et

donc diagonale réelle.

Proposition, définition :
Soit A € #,,(C). On dit que A est normale lorsque A*A = AA*.
Alors A est normale si et seulement si il existe P € U, (C) et D diagonale tels que A = PDP~1,

c’est-a-dire que A est normale si et seulement si A est unitairement diagonalisable.

Démonstration :

Si A s'écrit A = PDP~1, alors A* = (P~1)*D*P* = PDP!

Donc AA* = PDP~'PDP~' = PDDP~' = PDDP~!' = A*A
Réciproquement, supposons A normale.

Alors A s’écrit A= PTP~! o P € U,(C) et T est trigonale supérieure.

Mais alors T = P~YAP, donc T* = P~1A*P, soit TT* = T*T

Condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice trigonale soit normale :
On a pour tout i € [1,n], (TT*);; = Y0, tiktin = Do [tigl?

Et (T*T)i = Dy thyitki = Zzzl Itr.qi|*

Ainsi, on montre par récurrence (forte) que Vi€ [1,n —1],Vk =i+ 1,¢;, =0

2

o Pouri=1,ona >, _,|[tix]*=ti1

Donc Vk = 2,t1, = 0.
¢ Soit ¢ < n — 2, supposons que VI < i,Vk >[4, =0
Alors (TT*)i41,i41 = (T*T) 41,541
Done Y_ iy [tivnnl? = 3300 e s |?
Et par hypothése de récurrence, il reste : [ti1141|* = Y [tiv1k]?
Cest-a-dire Vk =2 i+ 2,t;41 1, =0
Ce qui acheve la récurrence.

Donc T est diagonale.
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Proposition :
Une matrice A € .#,(C) est unitaire si et seulement si elle est unitairement diagonalisable et ses

valeurs propres sont de module 1.

Démonstfration :

SiA=P P~ ou PeU,(C) et Vie [1,n],|u| =1.

Alors AA* =P P l=pPpl=1],=A%A
Hnfin
Réciproquement, soit A unitaire.
A1
Alors A est normale, donc A s’écrit A = P p1
ATL
|Adf?

Et AA*=P P~!. Donc comme AA* =1I,, on a Vie [1,n], |\ =1

Anl?

e Matrice d’un endomorphisme en base orthonormale :

Théoréme :

Soit E un espace euclidien/hermitien, et u € £k (FE), % une base orthonormée de E.
On a alors :
mat(e, ,...c,)(u) = ((&:, u(€;))) (13.7)

Et en particulier Tr(u) = Y7, {e;, u(e;))

Démonstration :

Découle des résultats vus pour les bases orthonormales.

IT Géométrie des espaces euclidiens

Ici, (E,{-,-)) désigne un R-ev euclidien de dimension n (finie)

Adjoint d’un endomorphisme

e Définition, existence et unicité :

Théoréme, définition :

Soit u € Zr(FE). Alors :

o Il existe un unique endomorphisme de E, noté u* et appelé adjoint de u, tel que V(z,y) €
B2, (2, uly)) = (u*(z),y)

o Pour toute base orthonormée %, on a matz(u*) = ‘matg(u)

Démonstration :

o Unicité :
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Supposons que v, w € L (F) vérifient :

V(z,y) € E? (z,u(y)) = (v(z),y) = (w(z),y) (13.8)

Alors, pour tous z,y € E, {v(z) —w(x),y) =0
Et donc pour tout x € E (avec y = v(x) — w(x)), v(z) = w(x).
¢ Existence :
Soit & = (ey,...ey) une base orthonormée de F, et on note A = matg(u).
On considére v € Z(E) de matrice ‘A dans 4.
On a alors Y(z,y) € B2, (x,u(y)) = (v(x), y).

En effet, pour z = "

n
i—1Tjej € By = ijl yjej € E,ona:

n

(@, uly)) = Z >, wiygeiule; ) (13.9)

i=1
Comme Z est orthonormée, on a {e;,u(e;)) = Ai ;

Done (z,u(y)) = X/, X7_ vy Aij-

Par ailleurs,

W)y =3 Y wyiole) ey = Y 3 waysles, vler) (13.10)

i=1j=1 i=1j=1
Comme % est orthonormée, on a {e;,v(e;))(matz(v));: = (‘A);; = Ai
Et donc (x,u(y)) = (v(z), y).

e Propriétés :

Théoréme :
L’application u — u* est un anti-automorphisme involutif de I'algeébre (Z&(E),+,o0, ), c’est-a-

dire que pour tous u,v € Z&(F) et A€ R,
o (u+ Iv)* =u* + \o*
o (uov)* =v*ou*

o 1d% =1dg

o (u)*=u

Démonstration :

On fixe % une base orthonormée de E.

Ensuite, Pétude de u — u* revient a celle de 4 — ‘A

Théoréme (Propriété de ’adjoint d’un morphisme) :

Soit u € Zr(FE). Alors :
1. u et u* ont le méme polynéme caractéristique, donc les méme valeurs propres.
2. keru* = (Imu)t, Imu* = (keru)t
Pour tout A € R, ker(u* — A1d) = (Im(u — A1d))*
3. Un sous-espace F' de E est stable par u* si et seulement si F* est stable par u.

Remarque : on a méme min v = min u*
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Démonstration :

Soit # une base orthonormale de E, A = matg(u).
Alors matg(u*) ='A

Donc xux = xta = X4 = Xu

On a ker(u*) < (Imwu)* :

Pour z € ker u* et y € Imu, il existe z € E tel que y = u(z) et :

(,yy = (,u(z)) = (u*(x),2) =0 (13.11)

Donc comme c’est valable pour tout y € Imu, z € (Imu)*.
Et dimker u* = n — rg(u*) = n —rg(*A) = n — rg(A) = n — dimIm v = dim(Imu)*
D’ou la premiere égalité.
Pour la deuxieme :
(keru)t = (ker((u*)*))* = (Imwu*))* = Imu* (13.12)
Soit A€ R. On a ker(u* — Aldg) = ker((u — AIdg)*) = (Im(u — A1dg))*
Stabilité :
Soit F' un sous-espace de F stable par u*.

On veut montrer que F* est stable par u, c’est-a-dire que Yy € F* u(y) € F*, ou encore que
Vye FHVfeF uly), f)=0
On a en effet, pour y e F et fe F,

Cuy), [ = {fruly)) = w*(f),y) =0 (13.13)

Réciproque : c’est la méme chose en remplagant u* par u.

Endomorphismes remarquables d’un espace euclidien

Définition :
Soit u € D%R(E)
Alors u est dit :

o autoadjoint (ou symétrique) lorsque u* = u
o antisymétrique lorsque u* = —u
¢ orthogonal lorsque u* ou =uwou* =Idg

e Caractérisation des autoadjoints :

Théoréme :

Soit u € Z&(FE). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) u est autoadjoint

)
2) V(x,y) € B, (z,ul(y)) = (ul(z),y)
3) La matrice de u dans une base orthonormale est symétrique.
)

(
(
(
(

4) La matrice de u dans toute base orthonormale est symétrique.
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Démonstration :
[1] = [4] Soit £ une base orthonormale de E, u un endomorphisme autoadjoint de E.
On a alors matg(u) = matg(u*) = ‘matg(u), donc matg(u) € 7, (R)
(4] = [3] ok (il existe des bases orthonormales)
(3] = [@J Soit & une base orthonormale telle que matg(u) = S € .7, (R)

Alors matg(u*) =S = S car £ est orthonormale. Donc u* = u

e Caractérisation des endomorphismes orthogonaux :

Théoréme :

Soit u € ZR(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) wu est orthogonal

(1)

(2) ¥(2,y) € B (u(x),u(y)) = (z,y)
3) Vo e E, [u(z)| = [z

(4)

()

La matrice de u dans une base orthonormale est orthogonale

5) La matrice de u dans toute base orthonormale est orthogonale.

Démonstration :

1) = Onau*ou=uou* =Idg
Done pour (x,y) € E2, u(x), u(y)) = (u* o u(z),y) = (z,y).
2] — [ OnaVae E, u(z)| = y/u(x), u(x)) = /{z,2) = |a]

(] = [ Pour (z,y) € E?, on a |u(@) + u(y)|* = [u(z +y)[* = |= + y|?

Donc en développant,
Ju(@)]? + 2u(@), u(y)) = |2 + 2z, y) + |y| (13.14)

Et donc V(z,y) € E?, {u(z),u(y)) = (x,y)
Clest-a-dire V(z,y) € E?,(u* o u(x),y) = {z,y)

Donc u* o u est 'adjoint de I'identité donc u* ou = Idg

Définition :
e | On note O(FE) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de F.

C’est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E), o), appelé groupe orthogonal.

Proposition :

Pour tout uw € O(E), on a detu = +1.

Démonstration :

La matrice de u en base orthonormale est orthogonale donc de déterminant +1.

Définition :

L’ensemble des endomorphismes de déterminant 1 est noté SO(E) ; c’est un sous-groupe de (O(FE), o),

appelé groupe spécial orthogonal de E. Les éléments de SO(FE) sont appelés des rotations.
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Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices symétriques

réelles : théoreme spectral

Théoréme :

e Soit u un endomorphisme autoadjoint de E. Alors :
1. u est diagonalisable est ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux

2. C’est-a-dire qu’il existe une base orthonormale % de F constituée de vecteurs propres de u.

Théoréme :

Toute matrice symétrique réelle A est orthogonalement diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe
A1

PeO,(R), M\,... \pER tels que A=P Pt

Démonstration :

Déja : pour A € Z,(R), xa est scindé.

En effet, soit A € C une valeur propres de A, X vecteur colonne non nul tel que AX = AX. Alors :
X AX = NX X d’une part,

Bt XXAX =H(AX)X = (AX)X = XX X d’autre part.

Comme X # 0, 0na XX =" |z;[>#0

Donc A = Aet AeR.

Maintenant :

Pour le premier théoréme :

o Déja, les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.

En effet, soient A et u deux valeurs propres distinctes de u, et soient x et y deux vecteurs

propres associés a A et p.
On a (u(z),y) = Az, y) = Xz, y) d’une part,
Et (u(z),y) = (z,u(y)) = (x, py) = iz, y) d’autre part.
Donc {z,y) = 0.
Donc les espaces propres associés a A et p sont orthogonaux.
© Montrons par récurrence que pour tout n € N, tout espace E euclidien de dimension n, un
endomorphisme autoadjoint v de E est diagonalisable en base orthonormale.
Pour n = 1, tout endomorphisme est diagonal donc diagonalisable en base orthonormale.

Soit n = 2, on suppose que tout endomorphisme autoadjoint en dimension < n — 1 est

diagonalisable. Soit E un espace euclidien de dimension n.
On considére u € Z(F) autoadjoint.

Alors y,, est scindé sur R car si on note A = matg(u) o A est orthonormale, alors A est

symétrique et donc y, = xa est scindé sur R.
Donc u a au moins une valeur propre réelle .

Soit E l'espace propre associé.
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Alors EAl est stable par u* = u car F) est stable par u.

On considére alors v = u g .

Alors v € Z(EY).

De plus, v est autoadjoint.

(Car ¥(z,y) € E2,{v(z),y) = {u(z), y) = (z,u(y)) = (z,v(y)))

Comme dim Ei‘ < dim F, par hypothéese de récurrence, v est diagonalisable en base orthonor-

male, et il existe une base orthonormale (ei,...e,) de Ei‘ constituée de vecteurs propres de

v donc de wu.
On considere de plus (ep41, ... €,) une base orthonormale de Ej.
Ainsi (eq,...e,) est une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de wu.
Pour le deuxiéme théoréme :
Soit A € .7, (R), et u e ZR(R™) de matrice A dans la base canonique.
On munit R™ du produit scalaire naturel.
Ainsi, la base canonique est aussi orthonormale.

Donc u est autoadjoint, et il existe une base % orthonormale de R” telle que la matrice de u dans
A1

cette base s’écrive matg(u) = ou les \; sont réels.

)\n
Soit P la matrice de passage de la base canonique a %.

Alors P est orthogonale car les deux bases sont orthonormales.

Et on a de plus A = Pmatg(u)P~1 d’ol le résultat.

Autre démonstration du théoréme spectral : méthode variationnelle.

Soit u € Z&(FE) autoadjoint, ot E est de dimension n > 1.

On montre par récurrence sur n que u est diagonalisable en base orthonormale.
Pour n =1 le résultat est toujours aussi évident.

Soit n = 2 supposons le résultat vrai pour n — 1.

On pose alors pour z € E, p(x) = (x, u(x)).

On note X la sphere unité de F, compacte car fermée, bornée en dimension finie.
On note M = sup,5, p(x); il existe donc e; € X tel que p(e1) = M.

Alors e est valeur propre de u associée a M.

En effet :

Par le choix de ey, on a pour tout x € X, p(z) < M

Donc par homogénéité, Vo € E?, o(z) < M|z|?

On a alors, pour tout y € E :

My +ei]* = o(y + €1) (13.15)
Et donc

0< Mly+e]* =y +e1) =M([ly|* + 2{y, e1) + [e1[?)
=y, uly)) —Ler,uler)) — 2Cu(er), yy

(13.16)

Mais (e1,u(e1)y = p(e1) = M, et |e1]?> =1
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Done 0 < Mly|? + 2M <y, er) — {y, u(y)) — 2Cu(e1), y)
Ainsi, pour tout z € F et tout t e R :

M| 2)? — 2p(2) + 2t(M{z,e1) — (u(er),2)) = 0 (13.17)

Or, pour tous a,be R, (Vte R,at? +bt > 0) < b=0

Donc ici pour tout z € E, (Me; — u(ey),z) =0

Clest-a-dire, avec z = Mey; —u(er), u(er) = Mey

On peut ensuite appliquer 'hypothése de récurrence a Ujes, car H = ei est stable par u et ujg est

encore autoadjoint.

e Décomposition spectrale d'un endomorphisme symétrique :
Rappel :

Soit F un K-ev de dimension finie, v un endomorphisme de E diagonalisable
Alors E=@ Aesp(w) FE) ou E) est I’espace propre de u associé a la valeur propre A.
Et si on note py le projecteur sur E) parallelement a (—BHGSP(U)\{A} E,, alors :

u= Zkesp(u) Apx et pour tous A, i € sp(u), px © Py = 6 ADA

Théoréme :

Soit u € Z&(E) un endomorphisme symétrique de 1’espace euclidien E.

On note Ay, ...\, les valeurs propres de u, distinctes, et pour i € [1, n], p; le projecteur orthogonal

sur Ey,.

Alors p1,...pp sont les projecteurs spectraux de u, et on a :

Vi, j € [1,n],p; opj = 8 jpi, et u =21 \ip;.

Démonstration :

Découle du rappel et du fait que les E) sont deux a deux orthogonaux.

Norme triple d’un endomorphisme d’un espace euclidien

Rappel :
Soit (E,{-,-») un espace euclidien, || | la norme associée au produit scalaire.
Pour u € Z(E), on pose [Jul] = sup,<, |u(x)]

Alors ||ul| est le plus petit réel k positif tel que u est k-lipschitzienne :

llull = min {k > 0,Vx € E, [u(z)| < klz|} (13.18)

Théoréme :

Soit (E,{-,-») un espace euclidien, u € Z(F).
e Si u est symétrique, alors [|ul| = max {|\|, A € sp(u)}, c’est-a-dire le rayon spectral de w.

e Pour u quelconque, on a :

llul| = Hshlgl [u(z)| = Hshlgl Ka, u(y)| = llu* || = v/llwo w*|| = /[|u* o ul| (13.19)
h lyl<1

NB : u* ou et uou® sont symétriques.
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Démonstration :
Avec le théoréme spectral :

Intérét : dans une base orthonormée de vecteurs propres, tout s’exprime simplement : le produit
scalaire, la norme associée, ’endomorphisme lui-méme...

Soit (eq, .. .e,) une base orthonormée de vecteurs propres de .

On note \; la valeur propre associée a e; pour i € [1,n].

Pour tout @ = 7 aje; € B, on a Ju(@)|2 = | S0, a;hse;]2 = X0 foy 20,

Pour z de norme inférieure & 1, c’est-a-dire 3;;_, |z;|? <1,ona:

Jul@)|2 < S5y p2lay |2 < 2 ot p = maxieqs oy .

De plus, p est atteint pour x = e;, ol iy est tel que p = |\, |

Ainsi, p = ||u]|

Maintenant :

Soit K = supjzj<1 [{z, u(y))|
lyl<1

Déja, K existe :

Pour tous z,y € E, on a d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

<z, uly)) < = lu)l < lz[ly| ] (13.20)

Donc {[{z, u(y)), |z <1, |y|| < 1} est non vide (contient 0) et majoré par [|u/|

Donc K est existe et déja K < ||ul|.

On a alors pour tout (z,y) € B2, [{x,u(y)) < K|z||y| par homogénéité.

En effet, si + = 0 ou y = 0 l'inégalité est évidente, et sinon ﬁ et ﬁ sont unitaires, donc
(ou ()| < K, dou Ka, u(y)) < Kl yl

Pour tout « € E de norme ||z < 1, on a :
[u(@)|* = (u(@), u(@)) < Klu()||] (13.21)

Donc u(@)] < K|z < K, doit [Jul] < K, et done [Jul| = K
Pour les formules :
On a [[u*[|| = supjzj<1 Kz, u*(y))| = supjzy<1 Ky, u(@))| = [[lul
lyl<1 lyl<1

Et [Ju* oul| < flu*[lull = lu/f?

Inversement, pour |z < 1, on a :

Ju(@)[* = Cu@), u(@)) = (z,u* o u(x)) < o] u* o u(@)]

(13.22)
< 2 lu* o ull < [lu o ull
Done [[ul|? < [Ju* o ul], puis [Jull2 = [Ju* o u]
L’autre égalité se montre en remplagant v par u*
Application :
Soit u € Z&(R?) de matrice A = | dans la base canonique (on munit R? du produit scalaire

3 2

naturel)
On cherche ||ul|
On a matcano(u*) = *A (car la base canonique est orthonormale)
Donc mateapno(u* ou) = 'AA

On a [|ul] = 4/[Ju* o ull, et ||u* o u|| est le rayon spectral de !AA, symétrique.
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Projection et symétries orthogonales, rotations

e Caractérisation des projecteurs orthogonaux

Théoréme :

p € Z&(E) est un projecteur orthogonal si et seulement si p?> = p = p*, c’est-a-dire si et seulement
si p est un projecteur et est symétrique.

Conséquence :

Soit p € Zr(F) de matrice A en base orthonormale.

Pour voir si p est un projecteur orthogonal, il suffit de calculer A% et de regarder si A est symé-
trique.

De plus, Tr(A) = rg(p) = dimension de Iespace sur lequel on projette.

Démonstration :

Soit p un projecteur orthogonal sur F'.
Alors déja p? = p car p est un projecteur.

Soit de plus (ej,...e,) une base orthonormée de F, (€p41,...e,) une base orthonormée de F*.
Ainsi, (eq,...e,) est une base orthonormée de F, et :

1 (0)

mate, e (p) = 1 , qui est une matrice symétrique donc p* = p

(0)

Et on a bien de plus I'égalité pour la trace.
Réciproquement, si p? = p = p*
Alors p est un projecteur sur F' = Imp = ker(p — Id) parallelement & G = ker p.

Mais comme p* = p, les sous-espaces propres F et G sont orthogonaux, donc G = F*

Proposition (hors programme) :
Soit u € ZR(E) tel que uou =u

Alors u est un projecteur orthogonal si et seulement si ||uf| <1

Démonstration :

¢ Si u est un projecteur orthogonal, alors u* = wu,
Donc ||u|| = max {|A|, A € sp(u)}
Siu=0,on abien |ul|=0<1
Sinon, [|uf| =1 < 1 (car les seules valeurs propres de u sont 1 et 0)
¢ Réciproquement, supposons que ||u|| < 1;
Déja, u est un projecteur (car u o u = u), disons sur F' parallélement & G.
On veut montrer que F et G sont orthogonaux.
Soit (f,g9) € F x G.
Pour tout t € R, on a u(f +tg) = f
Donc [ £ < [lull?If + tg]? < I +tg|? = | FI? +26CF, 6 + 21l
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Soit Vt € R, 2t(f, ¢+ t2|g|> = 0
Donc {f,g>=0

Exercice :

Soient p1,ps € Zr(E) deux projecteurs orthogonaux.

Alors p; o py est un projecteur si et seulement si p; o po = py 0 p1 et dans ce cas il est orthogonal.

Démonstration :

¢ Si p1 o0 ps = ps 0 p1, alors

(pl Op2)2 =P1OP20P1OP2 =P1OP20OP20P]T =P1OP20OP1

(13.23)

=P1°pP1°pP2 =P1°CP2

Donc c’est un projecteur, et il est orthogonal car
(p1op2)* =pj opi =p2op1 =piops (13.24)

© Si p; o py est un projecteur,
Alors il est orthogonal car ||p1 o po|| < [[p1][p2]] <1
Et donc (py o p2)* = p& o p¥ = py o p; d’une part,
Et (p1 o p2)* = p1 0 py d’autre part.
Donc py o ps = p2op1
Définition :
La symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace F' de E est la symétrie par rapport
lement & Ft.
Donc V(f,g)e F x Ft . s(f+g9)=f—g

Si pr est le projecteur orthogonal sur F', et sp la symétrie orthogonale par rapport a I

e Symétries orthogonales :

sp=2pr —Idg

Proposition (hors programme) :

Soit s € Z&(E).

Deux des conditions suivantes entrainent la troisieme :
1. sos=1dg
2. 5=s
3. sos* =1Idg

Et 'ensemble des trois caractérise les symétries orthogonales.

Démonstration :

o Isométries :
Soit F un espace euclidien de dimension n.
En dimension 1, les isométries de E sont + Idg

En dimension 2, les isométries directes sont les rotations et les isométries indirectes sont les ré-

flexions.
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Pour toute base orthonormée £ = (e1,e2), la matrice d’une rotation R dans % est de la forme
cosf —sind

matg(R) =
sinf cosf

Si deux bases Ay, %2 ont méme orientation, alors matg, (R) = mateg, (R)
Si elles ont une orientation contraire, alors matg, (R) = ‘matg, (R)

cosf sinf
La matrice d’une réflexion dans une base orthonormée £ est de la forme ou 6

sinf —cos6
dépend de A.
Remarque :

Si u est une rotation en dimension 2, alors detu = 1 et Tr(u) = 2cos 6

Si u est une réflexion, alors detu = —1 et Tr(u) =0
Théoréme (Réduction des isométries d’un espace euclidien — hors programme) :
Soit u une isométrie de E euclidien.
Alors il existe une base orthonormée # de E telle que matg(u) est de la forme matg(u) =
I,
~I,
cosf —sinf
R(61) ou R(0) = pour 0 € R\nZ
sinf  cosf
HC)
Démonstration :

Montrons le résultat par récurrence sur n = dim F
Sin =1 ou 2 le résultat est vrai.

Soit m = 3, supposons le résultat vrai pour toute dimension < n — 1, et considérons u € O(E), ou

FE est de dimension n.

Alors u est un endomorphisme de R-ev, donc v admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.
Si u admet une droite stable 2, alors I'hyperplan 2+ est stable par u* = u~!, donc u~*(2+) c 2+,
et méme u~!(2+) = 2+ puisque u~! est injective.

Donc u(2+) = 9*. De plus, u| et U1 sont des isométries, donc vy = £1dg

Et par hypothese de récurrence, il existe (ez, . . . e,) base orthonormée de 2+ telle que matie, ., )(ujpr) =

Ly
I,
R(61)
R(04)
Pour e; € & unitaire, on a soit u(e;) = ej ; alors dans & = (ey,...e,) la matrice est de la forme
voulue.
Sinon, u(e1) = —eq, et dans B = (ea, ... ems, €1, €m/41 - - . €,) la matrice est comme voulue.

Si u n’a pas de droite stable, alors u admet un plan stable, disons .
Alors 7 et 7 sont stables par u. Donc Ujrt et uj, sont des isométries.

Comme u, est une isométrie du plan sans droite stable, c’est une rotation, et il existe (e, _1,ey)
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, cosf —sind
base orthonormée de 7 telle que mat(., , ¢.)(Ux) =
sinf  cosf
On applique alors I'hypothese de récurrence & u, 1. Donc il existe une base orthonormale (ey, . .. e, _2)
R(61)
de 7t telle que mate, e, o) (Uxt) =
R(04)
(Il n’y a pas de droite stable donc pas de valeur propre réelle)

Et la matrice de u dans la base orthonormée (eq,...e,) de E est bien de la forme voulue, ce qui

acheve la récurrence.

Corollaire :

Une isométrie en dimension n est composée d’un produit d’au plus n réflexions.

En effet : Une matrice de la forme vue dans le théoréme s’écrit comme produit par blocs de ré-

. . . 1 0 cosf —sinf
flexions en utilisant le fait que R(6) = X
0 -1 sinff —cosd
En dimension 3 :
1 0 0
Retournement |0 —1 0 | (symétrie par rapport a une droite)
0 0 -1

1
Réflexion | 0 0 | (par rapport & un plan)
0

Vraie rotation

0
1
0
cosf@ —sinf O
sinf cosf O

0 0 1

cosf) —sinf O

Rotation + réflexion | sinf cosé 0

0 0 -1
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