
Ce document est mis à disposition selon les termes de la licence
Creative Commons « Attribution – Partage dans les mêmes conditions
4.0 International ». https://www.immae.eu/cours/

Chapitre 12 : Espaces
préhilbertiens réels ou complexes

‚ Ici, K = R ou C.

‚ Pour x P R, x̄ = x

‚ E désigne un K-ev.

I Produit scalaire

A) Définition

Définition :
On appelle produit scalaire sur le K-ev E toute application φ : E ˆ E Ñ K telle que

‚ φ est linéaire à droite : @x, y, y1 P E,@λ P K, φ(x, y + λy1) = φ(x, y) + λφ(x, y1)

‚ Si K = R, φ est symétrique : @x, y P E,φ(x, y) = φ(y, x)

Si K = C, φ est hermitienne : @x, y P E,φ(x, y) = φ(y, x)

NB : @x P K, φ(x, x) P R

‚ φ est définie positive : @x P Ez t0u , φ(x, x) ą 0

Propriété :
Soit φ un produit scalaire.

1. Si K = R, φ est aussi linéaire à gauche.
Si K = C, φ est anti-linéaire à gauche :

@x, x1, y P E,@λ P C, φ(x+ λx1, y) = φ(x, y) + λ̄φ(x1, y) (12.1)

2. Pour (x, x1) P E2 et λ, µ P K, on a :

φ(λx+ µy, λx+ µy) = |λ|2φ(x, x) + 2Re(λ̄µφ(x, y)) + |µ|2φ(y, y) (12.2)

Remarque :
Soit φ : E2 Ñ C un produit scalaire sur le C-ev E.

Alors ψ : E2 Ñ R définie par ψ = Re(φ) est un produit scalaire sur le R-ev E.

B) Exemples

‚ Sur Kn : (x1, . . . xn), (y1, . . . yn) ÞÑ

n
ÿ

j=1

x̄jyj .
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I. PRODUIT SCALAIRECHAPITRE 12. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS OU COMPLEXES

‚ Sur Mn,p(K) :

L’application (A,B) P Mn,p(K)2 ÞÑ

n
ÿ

i=1

p
ÿ

j=1

Āi,jBi,j = Tr(tĀB) est un produit scalaire.

‚ Espace l2(N)
On note l2(N) l’ensemble des suites de carré sommable, c’est-à-dire les suites complexes u telles
que la série de terme général (|un|2)nPN converge.

Théorème :
˛ l2(N) est un sous-espace de CN.

˛ Pour u, v P l2(N), la série de terme général ūnvn est absolument convergente, et
φ : l2(N)2 ÝÑ C

(u, v) ÞÝÑ

+8
ÿ

n=0

ūnvn

est un produit scalaire.

Démonstration :
˛ La suite nulle est dans l2(N), donc l2(N) ‰ H.

˛ Pour u P l2(N), λ P C, la série de terme général |λun|2 = |λ|2|un|2 converge donc λu P l2(N).

˛ Pour u, v P l2(N) et n P N, on a :

|un + vn|2 = |un|2 + |vn|2 + 2Re(ūnvn)

ď |un|2 + |vn|2 + 2|un||vn|

ď 2
(
|un|2 + |vn|2

) (12.3)

Car @x, y ě 0, 2xy ď x2 + y2

La série de terme général |un|2 + |vn|2 est convergente, donc u+ v P l2(N).

˛ Existence de φ :

Soient u, v P l2(N). Pour tout n P N, on a |ūnvn| ď 1
2

(
|un|2 + |vn|2

)
, terme général d’une série

convergente.

Donc φ existe pour tous u, v P l2(N). Maintenant :

φ est linéaire à droite…

φ est hermitienne : @u, v P l2(N), φ(v, u) = limnÑ+8

řn
k=0 v̄kuk = limnÑ+8

řn
k=0 vkūk =

φ(u, v)

Soit u P l2(N) non nulle.

La suite de terme général Sn =
řn

k=0 |uk|2 est croissante et tend vers φ(u, u).

Il existe n0 ě 0 tel que un0
‰ 0, et alors @N ě n0, SN ě |un0

|2

Donc φ(u, u) ě |un0
|2 ą 0

‚ Espaces de fonctions :

Théorème :
Soit C l’ensemble des fonctions continues de [a, b] dans C, où a, b sont réels tels que a ă b.

Pour f, g P C, on pose φ(f, g) =
şb

a
f̄(t)g(t) dt.

φ est un produit scalaire sur C.

Démonstration :
Elle repose sur le fait que si φ : [a, b] Ñ R est continue, positive et d’intégrale nulle, alors φ = 0.
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CHAPITRE 12. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS OU COMPLEXESI. PRODUIT SCALAIRE

‚ Autre exemple :

Théorème :
Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide.

Soit ”L2(I)” l’ensemble des fonctions continues de I dans C telles que |f |2 est intégrable sur I.

˛ ”L2(I)” est un sous-espace de C0(I,C)

˛ Pour f, g P ”L2(I)”, f̄ ˆ g est intégrable sur I.

˛ L’application (f, g) ÞÑ

ż

I

f̄(t)g(t) dt est un produit scalaire sur ”L2(I)”.

C) Inégalité de Cauchy–Schwarz et norme associée à un produit scalaire

Notation Quand il n’y a pas de confusion possible, un produit scalaire sera noté x¨, ¨y ou ( , ).

Inégalité de Cauchy–Schwarz

Théorème :
Soit x¨, ¨y un produit scalaire sur le K-ev E.

Pour tout (x⃗, y⃗) P E2, on a :
|xx⃗, y⃗y| ď

a

xx⃗, x⃗yxy⃗, y⃗y (12.4)

Avec égalité si et seulement si (x⃗, y⃗) est liée.

Démonstration :
Soit (x⃗, y⃗) P E2.

Posons xx⃗, y⃗y = reiα, avec r ě 0.
Pour tout λ P C, on a xx⃗+ λy⃗, x⃗+ λy⃗y ě 0

C’est-à-dire xx⃗, x⃗y + |λ|2yy⃗, y⃗x+2Re(λyx⃗, y⃗x) ě 0

Pour tout t P R, et λ = te´iα, on a :

t2xy⃗, y⃗y + 2tr + xx⃗, x⃗y ě 0 (12.5)

Et donc (2r)2 ´ 4xx⃗, x⃗yxy⃗, y⃗y ď 0 (∆ = . . . ď 0)
Soit |xx⃗, y⃗y| ď

a

xx⃗, x⃗yxy⃗, y⃗y.
Cas d’égalité :
Si |xx⃗, y⃗y| =

a

xx⃗, x⃗yxy⃗, y⃗y,
Alors pour P = aX2 + bX + c, avec a = xy⃗, y⃗y, c = xx⃗, x⃗y, b = 2r (notations introduites précédem-

ment), on a b2 ´ 4ac = 0 et :
Soit a ‰ 0, auquel cas P a une racine double P (t) = a(t´ t0)

2, et donc P (t0) = xx⃗+ λy⃗, x⃗+ λyy = 0

où λ = t0e
´iα, d’où x⃗ = ´λy⃗.

Soit a = 0, c’est-à-dire xy⃗, y⃗y = 0, donc y⃗ = 0⃗.
Et dans les deux cas (x⃗, y⃗) est liée.
(Si E est un espace réel, on a α ” 0 mod π, donc λ P R)
Inversement, si (x⃗, y⃗) est liée :
Soit y⃗ = 0⃗, et on a bien l’égalité.
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I. PRODUIT SCALAIRECHAPITRE 12. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS OU COMPLEXES

Soit y⃗ ‰ 0⃗ et il existe λ P K tel que x = λy.
Alors |xx⃗, y⃗y| = |λ|xy⃗, y⃗y

Et xx⃗, x⃗yxy⃗, y⃗y = |λ|2xy⃗, y⃗y2

D’où l’égalité.

Norme associée à un produit scalaire

Théorème :
Si x¨, ¨y est un produit scalaire, alors l’application x P E ÞÑ

a

xx, xy est une norme sur E.

Définition (notation) :
En général, cette norme est notée } }2, c’est la norme euclidienne/hilbertienne associée au produit
scalaire.

Démonstration :
Posons pour x P E, }x}2 =

a

xx, xy.

‚ L’application est bien positive

‚ Homogénéité : pour x P E, λ P K, }λx}2 =
a

xλx, λxy = |λ|}x}2.

‚ Séparation : si }x}2 = 0, alors xx, xy = 0

‚ Inégalité du triangle (ou inégalité de Minkowski) :

Soient x, y P E. On a :

}x+ y}22 = xx+ y, x+ yy = xx, xy + xy, yy + 2Re(xx, yy)

ď }x}22 + }y}22 + 2|xx, yy|

ď }x}22 + }y}22 + 2}x}2}y}2 ď (}x}2 + }y}2)
2

(12.6)

D’où }x+ y}2 ď }x}2 + }y}2

Étude des cas d’égalité de Minkowski :

Si }x+ y}2 = }x}2 + }y}2, toutes les inégalités intermédiaires sont des égalités.

Donc |xx, yy| = }x}2}y}2, donc (x, y) est liée.

Et Re(xx, yy) = |xx, yy|

Si y = 0, on a l’égalité.

Sinon, x = λy, λ P C.

Dans ces conditions, |xx, yy| = |λ|xy, yy = |λ|}y}22

Et Re(xx, yy) = Re(λ̄xy, yy) = }y}22 Re(λ̄)

Donc Re(λ̄) = |λ|, soit λ P R+.

Réciproquement, si y = 0 ou x = λy pour λ ě 0, on a bien l’égalité.

Bilan :

Il y égalité de Minkowski si et seulement si x et y sont positivement liés.

Relations entre } }2 et x¨, ¨y
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CHAPITRE 12. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS OU COMPLEXESI. PRODUIT SCALAIRE

Théorème :
Pour tous x, y P E, on a :

1. }x}2 =
a

xx, xy

2. Si K = R, xx, yy = 1
2

(
}x+ y}22 ´ }x}22 ´ }y}22

)
= 1

4

(
}x+ y}22 ´ }x´ y}22

)
(Identité de polarisation)

3. Si K = C,

Re(xx, yy) =
1

2

(
}x+ y}22 ´ }x}22 ´ }y}22

)
=

1

4

(
}x+ y}22 ´ }x´ y}22

)
Im(xx, yy) = Re(´ixx, yy)

1

2

(
}ix+ y}22 ´ }x}22 ´ }y}22

) (12.7)

Remarque :
Les formules montrent que pour une application u P LK(E,F ) où E est muni du produit scalaire x¨, ¨yE ,
F du produit scalaire x¨, ¨yF , u conserve les normes si et seulement si u conserve les produits scalaires :

ðù si @(x, y) P E2, xu(x), u(y)yF = xx, yyE

Alors avec x = y, @x P E, }u(x)}F = }x}E

ùñ Si K = R, pour (x, y) P E2,

xu(x), u(y)yF =
}u(x) + u(y)}22 ´ }u(x) ´ u(y)}22

4

=
}u(x+ y)}22 ´ }u(x´ y)}22

4
=

}x+ y}22 ´ }x´ y}22

4

= xx, yyE

(12.8)

Dans le cas complexe, il faut vérifier pour la partie réelle et imaginaire…

Identité du parallélogramme / de la médiane

A B

CD

u⃗

v⃗

On a AB2 +BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2, c’est-à-dire :

2(}u⃗}22 + }v⃗}22) = }u⃗+ v⃗}22 + }v⃗ ´ u⃗}22 (12.9)

a

v⃗u⃗

IB C

A

Si I est le milieu de BC, alors AI2 = 1
4 (2AB

2 + 2AC2 ´BC2)
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I. PRODUIT SCALAIRECHAPITRE 12. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS OU COMPLEXES

Ou } 1
2 v⃗ ´ 1

2 u⃗}22 = 1
4 (2}u⃗}22 + 2}v⃗}22 ´ }u⃗+ v⃗}22)

En effet :

}u⃗+ v⃗}22 + }u⃗´ v⃗}22 = }u⃗}22 + }v⃗}22 + 2Re(xu⃗, v⃗y) + }u⃗}22 + }v⃗}22 ´ 2Re(xu⃗, v⃗y) (12.10)

D’où on tire les deux égalités.

D) Terminologie des espaces préhilbertiens

‚ Définitions :

˛ Espace préhilbertien : (E, x¨, ¨y) où E est un K-ev, x¨, ¨y un produit scalaire sur E.

˛ Espace préhilbertien réel de dimension finie : espace euclidien.

˛ Espace préhilbertien complexe de dimension finie : espace hermitien.

˛ À tout espace préhilbertien (E, x¨, ¨y) on peut associer un espace vectoriel normé (E, } }2) où
} }2 est la norme associée au produit scalaire.

˛ Espace de Hilbert : espace préhilbertien complet pour } }2.

‚ Exemples :

˛ Les espaces euclidiens et hermitiens sont de Hilbert.

Théorème :
(l2(N), x¨, ¨y) est un espace de Hilbert.

Démonstration :
Soit (up)pPN une suite de Cauchy de l2(N).

Pour p P N, up est une suite de carré sommable, notée up = (up(0), up(1), . . .).

1. Construction de la limite :

Comme (up)pPN est de Cauchy pour } }2, à n fixé (up(n))pPN est de Cauchy dans C puisque
@p ě q, |up(n) ´ uq(n)| ď

b

ř+8
j=0 |up(j) ´ uq(j)|2 = }up ´ uq}2

Comme C est complet, (up(n))pPN converge vers vn P C.

On pose alors v la suite de terme général vn.

2. Alors v P l2(N), et limnÑ+8 }v ´ up}2 = 0. En effet :

Soit ε ą 0. Il existe P P N tel que @p ě q ě P, }up ´ uq}2 ď ε

Pour p ě q ě P et N P N, on a :
řN

k=0 |up(k) ´ uq(k)|
2 ď }up ´ uq}22 ď ε2.

Comme, pour tout k = 0..N , limpÑ+8 up(k) = vk, on a pour tout q ě P et N P N :

N
ÿ

k=0

|vk ´ uq(k)|
2 ď ε2 (12.11)

À q ě P fixé, cette inégalité est vraie pour tout N , donc v´uq P l2(N), et }v´uq}22 ď ε2.

Ainsi, v P l2(N) et @q ě P, }v ´ uq}2 ď ε d’où la convergence.

˛ C0([0, 1],C) muni du produit scalaire x¨, ¨y défini par xf, gy =
ş1

0
f̄g n’est pas complet (déjà

vu).

˛ Exemples de fonctions continues sur un espace préhilbertien :
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CHAPITRE 12. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS OU COMPLEXESII. ORTHOGONALITÉ DANS UN ESPACE PRÉHILBERTIEN

Théorème :
Soit (E, x¨, ¨y) un espace préhilbertien.

1. Pour tout a⃗ P E, l’application φa⃗ : E ÝÑ K
v⃗ ÞÝÑ a⃗ ¨ v⃗

est une forme linéaire continue sur

E, et ~φa⃗~ = }⃗a}2.

2. Pour K = R : soit E1 le dual topologique de E.

Alors θ : E ÝÑ E1

a⃗ ÞÝÑ φa⃗

est linéaire, continue, injective et même isométrique.

3. Pour K = C : c’est la même chose mais θ est anti-linéaire.

Démonstration :
— L’application est linéaire car le produit scalaire est linéaire à droite.

Soit a⃗ P E.

Pour tout v⃗ P E, |φa⃗(v⃗)| = |x⃗a, vy| ď }⃗a}2}v⃗}2

Donc φa⃗ est linéaire, continue et ~φa⃗~ ď }⃗a}2

Il y a même égalité :

Si a⃗ = 0⃗, elle est triviale.

Sinon, v⃗ = a⃗
}a⃗}2

vérifie φa⃗(v⃗) = }⃗a}2 et }v⃗}2 = 1, donc ~φa⃗~ ě }⃗a}2.

— θ est linéaire car :

@a, b P E,@λ P R, θ(⃗a+ λ⃗b) = φa⃗+λ⃗b = φa⃗ + λφb⃗ = θ(⃗a) + λθ(⃗b) (12.12)

θ est isométrique car @a P E,~θ(⃗a)~ = }⃗a}2

Et donc ker(θ) = t0u, c’est-à-dire que θ est injective.

— C’est la même chose sauf que x¨, ¨y est anti-linéaire à gauche.

II Orthogonalité dans un espace préhilbertien

A) Orthogonalité de deux vecteurs

Définition :
Deux vecteurs u⃗, v⃗ P E sont dits orthogonaux lorsque xu⃗, v⃗y = 0

(C’est une relation symétrique)

Théorème (Pythagore) :
Si u⃗, v⃗ sont orthogonaux, alors }u⃗+ v⃗}2 = }u⃗}2 + }v⃗}2

Démonstration :
On a }u⃗+ v⃗}2 = }u⃗}2 + }v⃗}2 + 2Re(xu⃗, v⃗y)

La réciproque est vraie si K = R, fausse sinon.
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B) Orthogonal d’une partie A de E

Définition :
On pose AK = tv⃗ P E,@a⃗ P A, x⃗a, v⃗y = 0u

Théorème :
1. Pour A Ă E, AK est un sous-espace vectoriel fermé de E.

2. HK = E, EK = t0u

3. Si A Ă B, BK Ă AK

4. Pour A Ă E, AK = Vect(A)K
= ĀK = (Vect(A))K.

Remarque :
Si F est un sous-espace vectoriel de E préhilbertien, on n’a pas toujours (FK)K = F

Par exemple, si F n’est pas fermé, on ne peut pas avoir l’égalité.

On n’a pas non plus E = F ‘ FK en général.

Par contre, F X FK = t0u

Exemple :
E = C0([0, 1],R) muni de xf, gy =

ş1

0
fg

On note F =
␣

f P E,@t P
[
0, 12

]
, f(t) = 0

(

Alors F est un fermé de E, et :

FK =

"

f P E,@t P

[
1

2
, 1

]
, f(t) = 0

*

(12.13)

Donc F ‘ FK =
␣

f P E, f( 12 ) = 0
(

Démonstration (du théorème) :
1. AK = tv P E,@a P A, xa, vy = 0u =

Ş

aPA kerφa où φa : x ÞÑ xa, xy qui est une forme linéaire
continue, et donc les kerφa sont des sous-espaces fermés de E. Donc AK est un sous-espace fermé
de E.

2. On a HK = E…

EK = t0u, puisque pour a P EK, on a en particulier xa, ay = 0 donc a = 0

3. Si A Ă B, alors pour v P BK, on a @a P A, xa, vy = 0 (car @a P A, a P B), et donc v P AK

4. On a A Ă Ā, donc (Ā)K Ă AK

De plus, si v P AK, alors A Ă kerφv, sous-espace fermé de E.

Donc Ā Ă kerφv, Vect(A) Ă kerφv, Vect(A) Ă kerφv

Donc v P Vect(A)K, v P Vect(A)K, v P ĀK

D’où AK Ă

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ĀK

Vect(A)K

Vect(A)K

.
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C) Familles orthogonales et orthonormales

‚

Définition :
Une famille (vα)αPI d’éléments de E est dite orthogonale lorsque pour tous α, β P I distincts, xvα, vβy =

0

Elle est dite orthonormale si de plus @α P I, }vα}2 = 1

Exemple :
On note C2π l’ensemble des applications continues de R dans C continues et 2π périodiques, muni
du produit scalaire xf, gy = 1

2π

ş2π

0
f̄(t)g(t) dt.

Pour n P Z, on pose en l’application définie par @t P R, en(t) = eint

Et pour m P N, l P N˚, cm : t ÞÑ cos(mt), sl : t ÞÑ cos(lt)

Alors (en)nPN est orthonormale pour le produit scalaire, et (cm, sl) est orthogonale.

‚ Indépendance :

Théorème :
˛ Une famille orthogonale est libre si et seulement si elle ne contient pas de vecteur nul

˛ Une famille orthonormale est toujours libre.

Démonstration :
Soit (v⃗α)αPI une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul.

Soit (λα)αPI une famille à support fini de K, supposons que
ř

αPI λαv⃗α = 0⃗.

Alors @β P I, 0 = xv⃗β ,
ř

αPI λαv⃗αy =
ř

αPI λαxv⃗β , v⃗αy = λβ}v⃗β}22.

Donc comme @β P I, }v⃗β}22 ‰ 0, on a @β P I, λβ = 0

La réciproque est évidente, et le deuxième point découle du premier.

‚ Décomposition sur un système orthonormal.

Théorème :
Soit (eα)αPI une famille orthonormale de E.

On note F = Vect(eα)αPI . Alors :

1. Pour tout f⃗ P F , la famille (xeα, f⃗y)αPI est à support fini, et :

f⃗ =
ÿ

αPI

xeα, f⃗yeα (12.14)

2. Pour tout f⃗ P F et v⃗ P E, on a :

xv⃗, f⃗y =
ÿ

αPI

xeα, v⃗yxeα, f⃗y (12.15)

Cas particulier :

Pour tout f⃗ P F , }f⃗}22 =
ř

αPI |xeα, f⃗y|2

Démonstration :
1. Pour f⃗ P F , il existe (λα)αPI à support fini telle que f⃗ =

ř

αPI λαe⃗α

De plus, pour tout β P I, xe⃗β , f⃗y =
ř

αPI λαe⃗α = λβ

Donc f⃗ =
ř

αPI xe⃗α, f⃗ye⃗α et la somme est finie.
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2. On a f⃗ =
ř

αPI xe⃗α, f⃗ye⃗α (somme finie)

Donc pour tout v⃗ P E, xv⃗, f⃗y =
ř

αPI xe⃗α, f⃗yxv⃗, e⃗αy =
ř

αPI xe⃗α, v⃗yxe⃗α, f⃗y

D) Procédé d’orthonormalisation de Gram–Schmidt

Définition (Drapeau de sous-espaces) :
C’est une suite (Fi)iPJ0,nK ou (Fi)iPN de sous-espaces de E telle que :
@i P N (J0, n´ 1K), Fi Ă Fi+1 et dimFi = i (et dimFn = n)

Exemple :
‚ Drapeau associé à un système libre fini ou dénombrable :

Si (V1, . . . VN ) est libre, on pose F0 = t0u, et pour i P J0, nK, Fi = Vect(e1, . . . ei)

De même pour (Vi)iPN…

La suite ainsi définie de sous-espaces est un drapeau de sous-espaces

‚ (Rn[X])ně´1 est un drapeau de R[X], où R´1[X] = t0u

C’est le drapeau associé à (Xn)nPN

Théorème :
Soit (E, x¨, ¨y) un espace préhilbertien. Alors :

1. Tout drapeau est associé à un système orthonormal, c’est-à-dire :

Si (Fi)iPI (I = J0, NK ou N) est un drapeau de E, alors il existe un système orthonormal (ei)iPI
tel que @i P I, Fi = Vect(e1, . . . ei)

2. Pour tout système libre (vi)iPJ1,nK (ou (vi)iPN˚), il existe un unique système orthonormal (ei)iPJ1,nK
((ei)iPN˚) tel que pour tout i, Vect(e1, . . . ei) = Vect(v1, . . . vi) et xei, viy P R˚

+

De plus, les (ei)iPJ1,nK ((ei)iPN˚) sont construits ainsi :

e1 =
v1

}v1}
(12.16)

Et pour i ě 2, ei = ui

}ui}
où ui = vi ´

ři´1
k=1 xek, viyek

Démonstration (du deuxième point) :
Dans le cas fini, on fait par récurrence sur N :

Pour n = 1 : on cherche e1 tel que xe1, v1y P R˚
+, et e1 P Vect(v1), }e1} = 1

Un tel e1 s’écrit e1 = λv1. De plus, xe1, v1y = λ̄}v1}22 P R˚
+ et }e1}2 = |λ|}v1}2 = 1

Donc λ = 1
}v1}2

; réciproquement, un tel λ convient.
Soit n ě 2, supposons l’énoncé vrai pour n´ 1, et considérons n vecteurs (v1, . . . vn) libres.
Par hypothèse de récurrence, il existe une unique famille orthonormale (e1, . . . en´1) telle que @i PJ1, n´ 1K, xei, viy P R˚

+

On cherche alors en sous la forme en = λnvn +
řn´1

k=1 akek

Analyse :
On doit avoir pour tout k ď n´ 1, 0 = xej , eny = λxej , vny +

řn´1
k=1 ak xej , eky

loomoon

δi,k

Soit aj = ´λxej , vny
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Donc en = λ
(
vn ´

řn´1
k=1 xej , vnyej

)
On veut que xen, vny ą 0

Or, λvn = en + λ
řn´1

k=1 xej , vnyej

Donc xen, λvny = 1, soit λ ą 0.

Enfin, il faut }en}2 = 1.

Donc |λ|}vn ´
řn´1

k=1 xej , vnyej}2 = 1, soit λ = 1
}vn´

řn´1
k=1 xej ,vnyej}2

.

Synthèse :

Comme Vect(e1, . . . en´1) = Vect(v1, . . . vn´1), on a vn ´
řn´1

k=1 xej , vnyej ‰ 0

Donc le λ introduit est bien défini, et en = λ
(
vn ´

řn´1
k=1 xej , vnyej

)
vérifie bien les hypothèses

voulues.

Théorème (Version matricielle) :
Décomposition QR d’une matrice inversible :

Soit A P GLn(K). Alors il existe une matrice Q, unitaire si K = C, orthogonale si K = R, et une
matrice R trigonale supérieure avec @i P J1, nK, ri,i ą 0, telles que A = QR.

(Matrice unitaire : c’est une matrice Q telle que ses colonnes forment une base orthonormale de Cn

pour le produit scalaire naturel, c’est-à-dire tQ̄Q = In)

Démonstration :
Il suffit d’appliquer la méthode précédente aux colonnes de A, qui forment une famille libre de Mn,1(K)

E) Applications

‚ Existence de bases orthonormées en dimension finie

Théorème :
Tout espace préhilbertien de dimension finie admet au moins une base orthonormée.

Démonstration :
On orthonormalise une base quelconque.

‚ Théorème de projection sur un sous-espace de dimension finie.

Théorème :
Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace de E de dimension finie. Alors :

˛ F ‘ FK = E (faux si F n’est pas de dimension finie)

On note pF le projecteur sur F parallèlement à FK.

˛ Si (e1, . . . en) est une base orthonormée de F , pour tout v P E on a :

pF (v) =
n
ÿ

j=1

xej , vyej (12.17)

˛ Pour tout v P E et y P F , on a }v ´ y}2 ě }v ´ pF (v)}2, avec égalité si et seulement si
y = pF (v)
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Définition :
pF s’appelle le projecteur orthogonal sur F .

Le troisième point montre que pF (v) réalise la distance minimale entre v et F .

Ainsi, pour tout v P E, d(v, F ) = infyPF }v ´ y}2 = }v ´ pF (v)}2

Corollaire :
La distance de v P E à un sous-espace F de dimension finie est

d(v, F ) = }v ´ pF (v)}2 (12.18)

Si (e1, . . . en) est une base orthonormale de F , alors

d(v, F ) =
b

}v}22 ´ }pF (v)}22 =

g

f

f

e}v}22 ´

n
ÿ

j=1

|xej , vy|2 (12.19)

Démonstration :
Soit (e1, . . . en) une base orthonormée de F .

Considérons u : E ÝÑ E

v⃗ ÞÝÑ

n
ÿ

j=1

xej , v⃗yej

.

On a u ˝ u = u (car pour tout j P J1, nK, u(ej) = ej),

Et Imu = F .

En effet, Imu Ă Vect(ej)jPJ1,nK = F , et @j P J1, nK, ej = u(ej) P Imu

De plus, keru = FK.

En effet, pour x P E, x P keru si et seulement si @j P J1, nK, xej , xy = 0 c’est-à-dire si et seulement
si x P te1, . . . enu

K
= FK

Donc u est le projecteur sur F parallèlement à FK.

En particulier, F ‘ FK = E, d’où déjà les deux premiers tirets.

Pour l’inégalité :

On a, pour v P E et y P F :

}v ´ y}22 = }(v ´ pF (v)) + (pF (v) ´ y)}22 (12.20)

Or, v ´ pF (v) P ker pF = FK (car pF ˝ pF = pF )

Et pF (v) ´ y P F

Donc d’après le théorème de Pythagore :

}v ´ y}22 = }v ´ pF (v)}
2
2 + }pF (v) ´ y}22 ě }v ´ pF (v)}

2
2 (12.21)

Avec égalité si et seulement si }pF (v) ´ y}22 = 0, c’est-à-dire y = pF (v)

Pour le corollaire :

On a par définition d(v, F ) = infyPF }v ´ y}2
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Rappel :
Soit (E, } }) un espace normé, A une partie non vide de E.
On peut définir d(v,A) pour tout v P E, et v ÞÑ d(v,A) est continue, car 1-lipschitzienne.
Mais en général, il n’existe pas d’élément y de A tel que d(v,A) = }v ´ y}.
Par exemple, d(v,A) = 0 si et seulement si v P Ā ; mais si v P ĀzA, on a @y P A, }v ´ y} ‰ 0

Si A est compact, d(v,A) est toujours atteint.
Si A est de dimension finie, d(v,A) est toujours atteint mais pas forcément en un seul point.

D’après le théorème, on a d(v, F ) = }v ´ pF (v)}2

Et pour tout y P F , }v ´ y}2 = d(v, F ) si et seulement si y = pF (v).

Expression de v = pF (v) + (v ´ pF (v)) :

D’après le théorème de Pythagore, }v}22 = }pF (v)}
2
2 + }v ´ pF (v)}

2
2

Et donc d(v, F ) =
a

}v}22 ´ }pF (v)}22

Si (e1, . . . en) est une base orthonormée de F , on a pF (v) =
řn

j=1 xej , vyej , c’est-à-dire }pF (v)}
2
2 =

řn
j=1 |xej , vy|2 d’où la deuxième expression.

‚ Cas particulier :

Propriétés :
˛ Si F est la droite Ku⃗ où u⃗ est un vecteur non nul, alors pour tout v P E, pF (v) = xu⃗,v⃗y

}u⃗}22
u⃗

Et d(v, F ) =
a

}v}22 ´ }pF (v)}22 =
b

}v}22 ´
|xu⃗,v⃗y|2

}u⃗}22

˛ Si F est un hyperplan de E de dimension finie, alors FK est une droite.

Pour N⃗ P FKz t0u, on a @v P E, pF (v) = v ´
xN⃗,vy

}N⃗}2
N⃗

Et d(v, F ) = |xN⃗,vy|

}N⃗}2

Démonstration :
˛ e1 = u

}u}2
est une base orthonormée de F…

˛ On a pF = IdE ´pFK , et d(v, F ) = }v ´ pF (v)}2 = }pFK(v)}2…
Remarque :
On retrouve les formules de géométrie affine euclidienne :

Si D est la droite d’équation ax + by + c = 0 ((a, b) ‰ (0, 0)) en repère orthonormal d’un plan
euclidien, alors pour tout M0(x0, y0), d(M0,D) = |ax0+by0+c|

?
a2+b2

Idem pour un plan en dimension 3 :

La distance de M0 à M : ax+ by + cz + d = 0 est d(M0,M ) = |ax0+by0+cz0+d|
?
a2+b2+c2

‚ Exercice classique :
Déterminer inf(a,b,c)PR3

şπ

0
(sin t´ a´ bt´ ct2)2 dt

Interprétation préhilbertienne du problème On pose E = C([0, π],R), muni du produit
scalaire xf, gy =

şπ

0
f(t)g(t) dt.

On doit chercher le carré de la distance de sin P E au sous-espace
␣

t ÞÑ a+ bt+ ct2, (a, b, c) P R3
(

=

R2[X]

En pratique :

On construit une base orthonormée de R2[X], puis on utilise les formules.
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Ici, on peut réduire les calculs (gagner une dimension) :

On note v = sin

Soit P P R2[X] le polynôme tel que

}v ´ P }22 =

ż π

0

(sin t´ P (t))2 dt =
ż π

0

(sinu´ P (π ´ u))2 du (12.22)

Ainsi, comme u ÞÑ P (π ´ u) P R2[X], on a par unicité de la projection :

P (X) = P (π ´X) (12.23)

Donc P s’écrit P = a+ bX(π ´X)

Donc v est la projection orthogonale sur F = Vect(E0 : t ÞÑ 1, E1 : t ÞÑ t(π ´ t))

On a }E0}22 = π. On pose e0 = E0?
π

On considère E1
1 = E1 ´ xe0, E1ye0 :

On a xe0, E1y = 1?
π

şπ

0
t(π ´ t) dt = π5/2

6

Donc E1
1 : t ÞÑ t(π ´ t) ´

π2

6

Et }E1
1}22 =

şπ

0
(t2 ´ πt+ π2

6 )2 dt = π5

180 =
(

π5/2

6
?
5

)2

On pose donc e1 =
E1

1

}E1
1}2

: t ÞÑ
6

?
5

π5/2

(
´t2 + πt´

π2

6

)
Projection de sin sur F :

pF (sin) = xe0, sinye0 + xe1, sinye1 (12.24)

Et d(sin, F ) =
a

} sin }2 ´ xe0, siny2 ´ xe1, siny2

Autre méthode (méthode de Gauss) On a vu que inf(a,b,c)PR3

şπ

0
(sin t´ a´ bt´ ct2)2 dt =

inf(u,v)PR2

şπ

0
(sin t´ u´ vt(π ´ t))2 dt

On pose F (u, v) =
şπ

0
(sin t´ u´ vt(π ´ t))2 dt ; ainsi, on doit calculer inf(u,v)PR2 F (u, v)

On développe F (u, v) :

F (u, v) = πu2 + v2
ż π

0

t2(π ´ t)2 dt+ 2uv

ż π

0

t(π ´ t) dt+ ¨ ¨ ¨

= αu2 + βv2 + 2γuv + 2δv + 2εv + η

= α
(
u+

γ

α
v + δ

)2

+ β1v2 + 2ε1v + η1

(12.25)

On a β1 ‰ 0, car sinon cela signifierait qu’on peut annuler l’intégrale (on pourrait trouver u, v tels
que F (u, v) = 0), ce qu’on sait impossible.

Donc F (u, v) = α
(
u+ γ

αv + δ
)2

+ β1
(
v + ε1

β1

)2

+ η2

Et η2 est le nombre cherché.

F) Théorème de projection sur un convexe complet non vide

Théorème (hors programme) :
‚ Soit E un espace préhilbertien, K un convexe non vide complet. Alors :

@v P E, D!y P K, d(v,K) = }v ´ y}2 (12.26)

Pour v P E, un tel y est appelé projeté de v sur K, et on note y = pK(v)
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‚ pK(v) est caractérisé par @z P K,Re(xpK(v) ´ z, pK(v) ´ vy) ď 0

Visualisation par les angles :

K

z

v

pK(v)
obtus

Démonstration :
‚ Unicité :

Supposons que y1, y2 P K vérifient }v ´ y1}2 = }v ´ y2}2 = d(v,K).

Alors z = y1+y2

2 P K (car K est convexe), et vérifie :

4}v ´ z}22 = 2}v ´ y1}22 + 2}v ´ y2}22 ´ }y1 ´ y2}22 (identité du parallélogramme)

Soit }v ´ z}22 = d(v,K)2 ´ 1
4}y1 ´ y2}22 ď d(v,K)2, avec égalité si et seulement si y1 = y2

Comme par ailleurs }v ´ z}22 ě d(v,K)2, on a y1 = y2 (= z)

‚ Existence :

Soit (yn)nPN une suite d’éléments de K telle que }v ´ yn}2 ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

d(v,K)

Montrons que (yn)nPN est de Cauchy :

Pour tous n,m P N, l’égalité de la médiane donne :

}yn ´ ym}22 = 2}v ´ yn}22 + 2}v ´ ym}22 ´ 4}v ´
yn + ym

2
}22 (12.27)

Or, yn+ym

2 P K.

Donc }v ´
yn+ym

2 }2 ě d(v,K)

Et }yn ´ ym}22 ď 2}v ´ yn}22 + 2}v ´ ym}22 ´ 4d(v,K)2.

Soit ε ą 0, et N P N tel que @p ě N, }v ´ yn}22 ď d(v,K)2 + ε2

4

Alors pour tous n ě m ě N ,

}yn ´ ym}22 ď 2}v ´ yn}22 + 2}v ´ ym}22 ´ 4d(v,K)2

ď 2d(v,K)2 +
ε2

2
+ 2d(v,K)2 +

ε2

2
´ 4d(v,K)2

ď ε2

(12.28)

Donc la suite (yn)nPN est de Cauchy dans K qui est complet.

Donc elle converge vers x P K (car K est fermé), et }v ´ x} = d(v,K)

‚ Caractérisation par les angles :

On veut montrer que @z P K,Re(xpK(v) ´ z, pK(v) ´ vy) ď 0

Méthode de glissement :

Soit z P K, on pose y = pK(v).

K

x

z

v

y

z(t) = tz + (1 ´ t)y
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On a alors pour tout t P [0, 1], }v ´ (tz + (1 ´ t)pK(v))}22 ě }v ´ pK(v)}22

Donc }v ´ pK(v) ´ t(z + pK(v))}22 ě }v ´ pK(v)}22

C’est-à-dire ´2tRe(xv ´ pK(v), z ´ pK(v)y) + t2}z ´ pK(v)}22 ě 0

Ou @t P]0, 1], tˆ }z ´ pK(v)}22 ě 2Re(xv ´ pK(v), z ´ pK(v)y)

Donc par passage à la limite quand t Ñ 0+, Re(xv ´ pK(v), z ´ pK(v)y) ď 0

Inversement, si y P K vérifie @z P K,Re(xy ´ z, y ´ vy) ď 0,

Alors y = pK(v).

En effet, pour tout z P K, on a :

}v ´ z}22 = }v ´ y + y ´ z}22 = }v ´ y}22 + 2Re(xv ´ y, v ´ zy) + }y ´ z}22

= }v ´ y}22 ´ 2Re(xv ´ y, y ´ zy) + }y ´ z}22 ě }v ´ y}22

(12.29)

Remarque :
On retrouve le théorème du programme : projection sur un sous-espace F de dimension finie (F est non
vide, convexe et complet pour } }F car de dimension finie)

En outre, la projection sur K = F de v P E est caractérisée par

@z P F,Re(xpK(v) ´ v, pK(v) ´ zy) ď 0 (12.30)

C’est-à-dire @t P F,Re(xpK(v) ´ v, ty) ď 0

(car t P F ÞÑ pK(v) ´ t P F est bijective)
De plus, on aura aussi @t P F,Re(xpK(v) ´ v,´ty) ď 0 et Re(xpK(v) ´ v,´ty) ě 0

(Première inégalité : ´t P F , deuxième : bilinéarité du produit scalaire)
Donc @t P F,Re(xpK(v) ´ v, ty) = 0

Et @t P F, Im(xpK(v) ´ v, ty) = Re(xpK(v) ´ v,´ity) = 0

C’est-à-dire @t P F, xpK(v) ´ v, ty = 0

Ou pK(v) ´ v P FK

Théorème (Théorème de représentation de Riesz) :
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute forme linéaire continue f : H Ñ K, il existe un unique vecteur
v⃗ P H tel que @x⃗ P H, f(x⃗) = xv⃗, x⃗y

Démonstration :
‚ Unicité : déjà vue :

Si @x⃗ P H, xv⃗, x⃗y = xu⃗, x⃗y, alors avec x⃗ = v⃗ ´ u⃗, }v⃗ ´ u⃗} = 0, c’est-à-dire v⃗ = u⃗.

‚ Existence :

Si f est la forme linéaire nulle, v⃗ = 0⃗ convient.

Sinon, on note F = ker f

Alors F est un sous-espace fermé (car f est continue) de H complet, donc F est complet.

On peut donc appliquer le théorème de projection avec K = F :

Soit v0 P H tel que f(v0) ‰ 0 et a = pF (v0) P F (v0 ‰ a car v0 R F )

On a alors @t P F, xv0 ´ a, ty = 0

Le vecteur v⃗ = k(v0 ´ a) où k = f(v0)
xv0´a,v0y

(xv0 ´ a, v0y = }v0 ´ a}2 ą 0) vérifie

@x⃗ P H, xv⃗, x⃗y = f(x) (12.31)
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En effet :

C’est vrai sur F , car les deux membres sont nuls, et c’est vrai pour x = v0 car :

xv⃗, v0y = kxv0 ´ a, v0y = f(v0) (12.32)

Théorème (Le théorème du programme) :
Si F est un sous-espace de dimension finie de E, on a F ‘ FK = E.

C’est encore vrai pour un sous-espace F de E complet pour } }2, c’est-à-dire que si F est complet
pour } }2, alors F ‘ FK = E et (FK)K = F .

Démonstration :
F est en particulier complet non vide, donc on peut définir pF : E Ñ F caractérisé par @x P E,@f P

F,Re(xpF (x) ´ f, pF (x) ´ xy) ď 0

C’est-à-dire, comme F est un espace vectoriel :

@x P E,@g P F,Re(xg, pF (x) ´ xy) ď 0 (12.33)

Puis en faisant les « transformations » g ÞÑ ´g, g ÞÑ ig :

@x P E,@g P F, xg, pF (x) ´ xy = 0 (12.34)

C’est-à-dire @x P E, pF (x) ´ x P FK

Alors :
F X FK = t0u (toujours vrai)
Et pour x P F , x = pF (x)

loomoon

PF

+x´ pF (x)
loooomoooon

PFK

.

Donc F ‘ FK = E.
Calcul de (FK)K :
Soit x P E ; x s’écrit x = f + g où f P F , g P FK.
On a alors les équivalences :

x P (FK)K ðñ @k P FK, 0 = xx, ky = xf, ky
loomoon

=0

+xg, ky

ðñ @k P FK, 0 = xg, ky

ðñ g = 0

ðñ x P F

(12.35)

III Compléments

A) Théorème de Banach–Steinhaus

Lemme :
Soit (Fn)nPN une suite croissante de fermés (au sens de l’inclusion) d’un espace de Banach E.

Si
Ť

nPN Fn = E, alors à partir d’un certain rang, les Fn sont d’intérieur non vide.
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Démonstration :
On note pour n P N, On = EzFn, qui est ouvert dans E.

Alors (On)nPN vérifie
Ş

nPNOn = Ez
Ť

nPN Fn = H, qui n’est pas dense dans E.
Alors l’un des On, disons ON , n’est pas dense dans E. En effet, si tous les On étaient denses dans

E, alors leur intersection le serait aussi d’après la propriété de Baire puisque N est dénombrable.
Donc il existe x0 P E et r ą 0 tels que B(x0, r) X ON = H, c’est-à-dire que B(x0, r) Ă FN , qui est

donc d’intérieur non vide, d’où ensuite le résultat puisque la suite est croissante.

Théorème (Théorème de Banach–Steinhaus) :
Soit E un espace de Banach, F un evn.

On considère une famille (Ti)iPI d’éléments de LC(E,F ).
Alors :

1. (Ti)iPI est bornée si et seulement si pour tout x P E, (Ti(x))iPI l’est.

2. Si ce n’est pas le cas, l’ensemble des x P E tels que (Ti(x))iPI n’est pas bornée est dense dans E.

En particulier, pour une suite (Tn)nPN, si (~Tn~)nPN n’est pas bornée, alors l’ensemble des x P E tels
que (Tn(x))nPN diverge est dense dans E.

Démonstration :
Si (Ti)iPI est bornée, alors pour tout x P E, (Ti(x))iPI est aussi bornée :

Si on note M tel que @i P I,~Ti~ ď M , alors pour tout x P E, on a :
@i P I, }Ti(x)} ď ~Ti~}x} ď M}x}, donc (Ti(x))iPI est bornée.
On note maintenant A l’ensemble des x P E tels que (Ti(x))iPI est bornée.
On a ainsi A =

Ť

nPN (
Ş

iPI tx P E, }Ti(x)} ď nu) =
Ť

nPN Fn où Fn =
Ş

iPI tx P E, }Ti(x)} ď nu,
intersection de fermés donc fermé.

Supposons que A = E. Alors d’après le lemme, à partir d’un certain rang N , les Fn sont d’intérieur
non vide.

Il existe donc x0 P FN et r ą 0 tels que B̄(x0, r) Ă FN , c’est-à-dire tels que pour tout i P I et z P E

de module 1, }Ti(x0 + rz)} ď N

Ainsi, pour tout z P E de module 1 et tout i P I,

r}Ti(z)} = }Ti(rz)} = }Ti(x0 + rz) ´ Ti(x0)}

ď }Ti(x0 + rz)} + }Ti(x0)}

ď 2N

(12.36)

Donc pour tout i P I, }|Ti|} ď 2N
r .

Donc (Ti)iPI est bornée, d’où l’équivalence.
Si maintenant (Ti)iPI n’est pas bornée, alors les Fn sont tous d’intérieur vide, donc A est d’intérieur

vide, et son complémentaire est dense dans E.

B) Utilisation de l’orthonormalisation
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Théorème (Théorème de Riesz hilbertien) :
La boule unité fermée d’un espace préhilbertien (E, x¨, ¨y) est compacte si, et seulement si, l’espace est
de dimension finie.

Démonstration :
Déjà, si E est de dimension finie, la boule unité fermée est compacte.

Supposons que E n’est pas de dimension finie, et montrons que la boule n’est pas compacte.
Alors E admet une famille libre dénombrable, disons (en)nPN, qu’on peut supposer orthonormale

avec le procédé d’orthonormalisation.
Ainsi, (en)nPN est une suite de la boule unité, et dont aucune sous-suite n’est de Cauchy, puisque

pour tout n P N et tout m ą n, on a }en ´ em}2 =
?
2 donc la suite n’a pas de valeur d’adhérence. Donc

la boule unité n’est pas compacte.

Attention : L’espace vectoriel engendré par une famille est l’ensemble des combinaisons linéaires à support
fini d’éléments de la famille. Ainsi,

ř+8
n=0 2

´nen n’est pas a priori dans Vect(en)nPN.

Propriétés :
Soit (en)nPN une suite orthonormale d’un espace préhilbertien E, et F le sous-espace vectoriel engendré
par (en)nPN. Alors :

1. Pour toute suite (an)nPN de scalaires, la série
ř+8

n=0 anen vérifie le critère de Cauchy pour } }2

associée au produit scalaire si et seulement si (an)nPN P l2.

2. Pour tout x P E, la série
ř+8

n=0 xen, xyen vérifie le critère de Cauchy (mais peut diverger), et on a
ř+8

n=0 |xen, xy|2 ď }x}22. La distance de x à F est
b

}x}22 ´
ř+8

n=0 |xen, xy|2. En particulier, x P E

est dans l’adhérence de F si et seulement si x =
ř+8

n=0 xen, xyen (au sens de la convergence pour
} }2).

Démonstration :
1. Si la suite de terme général SN =

řN
k=0 akek est de Cauchy, alors }SN }22 =

řN
k=0 |ak|2 est bornée,

donc (an)nPN P l2.

Réciproquement, si (an)nPN P l2, alors pourm ą n, on a }Sm´Sn}22 =
řm

k=n+1 |ak|2 ď
ř+8

k=n+1 |ak|2.

2. Soit x P E. On pose pour n P N, Fn = Vect(ek)kďn. La distance de x à Fn est alors dn telle que
d2n = }x}22 ´

řn
k=0 |xek, xy|2. Donc (dn)nPN est une suite positive décroissante, donc converge vers

a ě 0.

Comme tout élément de F est dans l’un des Fn, pour tout f P F on a }x ´ f}2 ě a et donc
d(x, f) ě a. Comme il existe une suite (un)nPN de F telle que }x´un}2 Ñ a, on a même d(x, f) = a.
Pour le cas particulier : x P F̄ ðñ d(x, F ) = 0.

C) Espaces préhilbertien séparables

Définition :
Un espace métrique (X, d) est dit séparable lorsqu’il admet une famille dénombrable et dense.

On a une caractérisation topologique du caractère séparable :
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Propriété :
Un espace métrique (X, d) est séparable si et seulement si il existe une famille finie ou dénombrable
d’ouverts non vides (On)nPN telle que pour tout ouvert non vide ω de X, il existe n P N tel que On Ă ω.

Démonstration :
Si un espace métrique admet une partie dénombrable et dense, il suffit de prendre les boules ouvertes
centrées en les points de cette partie et de rayons rationnels.

Pour la réciproque, il suffit de prendre un point dans chaque On.

Exemples

1. Les espaces normés de dimension finie sont séparables : si (V1, . . . Vn) est une base de E, alors
!

řn
j=1 rjVj , (r1, . . . rn) P Qn

)

est dénombrable et dense.

2. Toute partie d’un espace métrique séparable, munie de la distance induite, est séparable.

3. L’espace l2 est un espace de Hilbert séparable car l’ensemble des suites complexes à support fini et
à coefficients dans Q[i] = ta+ ib, a, b P Qu est dénombrable et dense.

Théorème :
1. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement si soit il est de dimensions finie soit il admet

une suite orthonormale (en)nPN engendrant un sous-espace dense.

2. Pour une telle suite, on a pour tous x, y P E :

x =
ř+8

n=1 xen, xyen, au sens de la convergence pour } }2 dans E.

xx, yy =
ř+8

n=1 xen, xyxen, yy où la série (complexe) converge absolument.

Définition :
Une suite orthonormale (en)nPN engendrant un sous-espace dense d’un espace préhilbertien est dite
totale.

Démonstration :
1. Si E n’est pas de dimension finie, alors d’une famille dénombrable dense (Vn)nPN, on peut extraire

une suite libre (Wn)nPN engendrant le même sous-espace F = Vect(Vn)nPN.

En orthonormalisant cette famille libre, on obtient une base orthonormale de F qui est dense dans
E.

2. La première formule résulte des propriétés vues précédemment sur les suites orthonormales.
Pour la deuxième :
Pour x, y P E, on a y = limNÑ+8

řN
k=0 xek, yyek (au sens de } }2) donc par continuité du produit

scalaire, xx, yy = limNÑ+8

řN
k=0 xek, yyxx, eky =

ř+8
n=0 xen, yyxx, eny.

Corollaire :
Si (en)nPN est une suite totale d’un espace préhilbertien E, alors l’application A : x P E ÞÑ (xen, xy)nPN P

l2 est linéaire, injective et isométrique (elle conserve } }2 et x¨, ¨y)
Si de plus E est complet, alors A est même bijective.
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Démonstration :
Seul de dernier point est à montrer : si E est complet, alors pour toute suite (an)nPN P l2, la série
ř+8

n=0 anen vérifie le critère de Cauchy, donc converge dans E. Soit x la somme de cette série.
Pour tout p P N, on a xep, xy = limnÑ+8

řN
n=0 anxep, eny = ap

Donc A(x) = (an)nPN, et A est surjective.

D) Séparation des convexes dans un Hilbert

On ne considère ici que le cas où K = R ; le cas complexe s’y ramène en considérant la structure
préhilbertienne réelle définie par Re(x¨, ¨y).

Soit H un espace de Hilbert.
On appelle demi-espace fermé toute partie X de H de la forme X = tx P H, l(x) ě ku où l est une

forme linéaire continue non nulle et k un réel.

Théorème :
Soit C un convexe fermé non vide de l’espace réel H.

1. On suppose que C ne contient pas a P H. Alors il existe une forme linéaire continue l P H1 telle
que @x P C, l(x) ą l(a)

2. C est l’intersection des demi-espaces fermés le contenant

3. Soient C1, C2 deux convexes non vides disjoints de H où C1 est compact et C2 fermé. Alors il
existe l P H1 et k P R tels que @(x1, x2) P C1 ˆ C2, l(x1) ą k ą l(x2).

Démonstration :
1. Soit b P C la projection de a sur C, et l : x ÞÑ xb´ a, xy. Pour y P C, on a

xb´ a, yy ´ xb´ a, ay = xb´ a, y ´ ay = xb´ a, y ´ by + }b´ a}22 ě }b´ a}22 (12.37)

(Vu dans la caractérisation de b = pC(a))

2. découle du point précédent.

3. Considérons C = tx1 ´ x2, x1 P C1, x2 P C2u.

On vérifie alors C est convexe, et il ne contient pas 0.

Il est aussi fermé car si (x1(n))nPN et (x2(n))nPN sont des suites de C1 et C2 telles que x1(n)´x2(n)

tend vers a P E, alors par extraction on peut supposer (x1(n))nPN convergente vers y1 P C1. Mais
alors x2(n) = x1(n) ´ (x1(n) ´ x2(n)) converge aussi vers y2 P C2, et on a a = y1 ´ y2 P C.

On applique ensuite le premier point avec a = 0

Théorème (Lax–Milgram) :
Soit H un espace de Hilbert, u un endomorphisme continu de H tel qu’il existe c ą 0 de sorte que
@x P H,Re(xu(x), xy) ě c}x}22.

Alors u est un homéomorphisme de H et ~u´1~ ď 1/c.

Démonstration :
Pour montrer que u est surjectif, on montre que son image F est fermée et dense dans H, ce qui établira
le résultat puisque u est continu.
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Déjà, F est fermée :
Soit y = limnPN u(xn) P F̄ , où (xn)nPN est une suite de H.
Pour m,n P N, on a }xn ´ xm}2 ď 1

c }u(xn) ´ u(xm)}2 donc (xn)nPN est de Cauchy dans H complet,
et donc converge vers a P E. Par continuité, on a y = u(a) P F .

F est aussi dense :
On a en effet FK = t0u puisque pour z P FK, on a 0 = Re(xu(z), zy) ě c}z}22, donc z = 0.
Enfin, l’inégalité de Cauchy–Schwarz montre que @x P E, c}x}22 ď }u(x)}2}x}2, soit c}x}2 ď }u(x)}2,

d’où u est injectif (si u(x) = 0, alors x = 0), et u´1 est continu car

@y P E, Dx P E, }u´1(y)}2 = }x}2 ď
1

c
}u(x)}2 = }y}2 (12.38)

E) Théorie de Riesz des opérateurs autoadjoints compacts

‚ Compacité faible de la boule unité :

La boule unité d’un espace de Hilbert H n’est compacte que si H est de dimension finie, mais
en toute dimension on peut souvent utiliser des extractions convergentes en un sens affaibli. Par
exemple, dans l2, si on note ep = (δn,p)nPN la n+1-ième suite de la base canonique, alors pour tout
u P l2, la suite (xen, uy)nPN tend vers 0.

On dit dans ce cas que (en)nPN converge faiblement vers 0. Plus généralement, il est clair que si
la suite (un)nPN de l’espace préhilbertien E converge pour } }2 (c’est-à-dire qu’il y a convergence
« forte ») vers a P E, alors :

@x P E, xun, xy Ñ xa, xy (convergence faible) (12.39)

Le théorème suivant met en évidence un autre des principaux intérêts des espaces de Hilbert.

Théorème :
1. Pour toute suite bornée (xn)nPN de l’espace de Hilbert H, il existe y P H et φ : N Ñ N

strictement croissante tels que, pour tout z P H, xxφ(p), zy tend vers xy, zy

2. De plus, si }xφ(p)}2 tend vers }y}2, alors xφ(p) tend vers y.

Démonstration :
1. Soit E l’espace engendré par les (xn)nPN. Si E est de dimension finie, (xn)nPN a une valeur

d’adhérence y P E (car x est borné) et y convient.

Sinon, E contient une suite orthonormale (en)nPN qui l’engendre.

On se place dans F adhérence de E dans H. Alors F est un espace de Hilbert (fermé dans un
espace complet)

Soit M un majorant des }xn}2, n P N. La suite (xxp, e0y)pPN est bornée dans H (par M), donc
il existe une extraction telle que (xxφ0(p), e0y)pPN converge.

De même, (xxφ0(p), e1y)pPN est borné donc admet une extraction (xxφ0˝φ1(p), e1=)pPN conver-
gente. En recommençant et en utilisant le procédé diagonal (φ(p) = φ0 ˝ φ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ φp(p))

On trouve φ telle que pour tout n P N, (xxφ(p), eny)pPN converge vers un scalaire bn.

De plus, il existe M tel que, pour tout p, M2 ě }xφ(p)}
2
2 =

ř+8
n=0 |xen, xφ(p)y|

Pour N fixé, on a donc @p P N,
řN

n=0 |xen, xφ(p)y|2 ď M2. Donc, par passage à la limite,
řN

n=0 |bn|2 ď M2. On en déduit que la série
ř+8

n=0 bnen converge dans H (qui est complet).
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En posant y =
ř+8

n=0 bnen, on a évidemment limpÑ+8xxφ(p), zy = xy, zy pour tout z P E.

Pour z P F et ε ą 0, il existe z1 P E tel que }z ´ z1}2 ă ε
4M et un entier p0 tel que pour tout

p ě p0, |xxφ(p), z
1y ´ xy, z1y| ď ε/2.

Pour p ě p0, on a alors

|xxφ(p), zy ´ xy, zy = |xxφ(p), z
1y ´ xy, z1y + xxφ(p) ´ y, z ´ z1y|

ď
ε

2
+ }xφ(p) ´ y}2}z ´ z1}2 ď ε

(12.40)

La propriété à montrer est donc vraie sur F .

Elle l’est aussi sur FK (tout est nul).

Donc elle l’est sur H = F ‘ FK (F est complet)

2. Si }xφ(p)}2 tend vers }y}2, alors on a :

}xφ(p) ´ y}22 = }y}22 + }xφ(p)}
2
2 ´ 2Re(xy, xφ(p)y) Ñ 2}y}22 ´ 2Re(xy, yy) = 0 (12.41)

Définition (Adjoint d’un endomorphisme) :
(vu plus en détail dans le cours sur les espaces hermitiens)
Soit u un endomorphisme de l’espace préhilbertien E. On dit que u admet u˚ pour adjoint lorsque
@x, y P E, xu(x), yy = xx, u˚(y)y

Propriété :
Un endomorphisme a au plus un adjoint.

En effet : Si deux endomorphismes v, w vérifient

@x, y P E, xu(x), yy = xx, v(y)y

= xx,w(y)y
(12.42)

Alors @y P E,@x P E, xx, (v ´ w)(y)y = 0

Donc @y P E, x(v ´ w)(y), (v ´ w)(y)y = 0

Soit @y P E, v(y) = w(y).

‚ Adjoint d’un endomorphisme : cas d’un Hilbert :

Théorème :
Un endomorphisme u d’un espace de Hilbert a un adjoint si, et seulement si, il est continu.

Démonstration :
Supposons u continu. Pour tout y P H, x ÞÑ xy, u(x)y est une forme linéaire continue sur H. Donc
il existe un unique u˚(y) P H tel que @x P H, xy, u(x)y = xu˚(y), xy

Et on vérifie aisément que u˚ est linéaire.

Réciproquement, supposons que u admet u˚ comme adjoint, et considérons une suite (xn)nPN de
la boule unité de H, et posons alors, pour n P N et y P H, ln(y) = xu(xn), yy.

Alors (ln)nPN est une suite d’applications linéaires continues de H dans K, qui converge simplement
(vers 0). D’après le théorème de Banach–Steinhaus, la suite ~ln~ est donc bornée et donc la suite
(u(xn))nPN aussi (on a }u(xn)}2 = ~ln~). Ainsi, u est continue car bornée sur la boule unité.
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‚ Endomorphismes autoadjoints compacts d’un espace de Hilbert :
Définition (Opérateurs autoadjoints) :
Un endomorphisme u de H est dit autoadjoint lorsque @x, y P H, xu(x), yy = xx, u(y)y

Propriétés :
Soit u un endomorphisme autoadjoint d’un espace de Hilbert H.

On a @x P H, xu(x), xy P R.

Toute valeur propre de u est réelle ; les sous-espaces propres sont deux à deux orthogonaux ; u est
continu.

Démonstration :
…

Définition (Opérateurs compacts) :
Un endomorphisme u de H est dit compact si toute suite bornée (xn)nPN de H admet une extraction
(xφ(n))nPN telle que (u(xφ(n)))nPN converge.

Propriétés :
Tout opérateur compact est continu.

Tout espace propre d’un endomorphisme compact d’un espace de Hilbert H associé à une valeur
propre non nulle est de dimension finie.

Démonstration :
Un endomorphisme compact u est borné sur la boule unité de H car sinon il existerait une suite
(xn)nPN de vecteurs de normes ď 1 tels que la suite (vn)nPN = (u(xn))nPN ne soit pas bornée. On
aurait alors une extraction φ de v telle que }vφ(n)}2 Ñ +8 et la suite (u(xφ(n)))nPN contredirait
la définition des opérateurs compacts.

Il existe donc un réel k tel que pour tout x de norme 1 on ait }u(x)}2 ď k

C’est-à-dire }u(x)}2 ď k}x} puis le résultat est vrai pour tout x P H (par homogénéité)

Donc u est continue.

Soit F un espace propre associé à une valeur propre non nulle λ et (xn)nPN une suite de la boule
unité de F . De la suite (xn)nPN = (u(xn

λ ))nPN, on peut extraire une suite convergente.

Donc la boule unité fermée de F est compacte, c’est-à-dire que F est de dimension finie.

‚ Valeurs propres des opérateurs autoadjoints compacts :

Les opérateurs autoadjoints compacts d’un espace de Hilbert sont les plus simples à étudier (après
ceux dont l’image est de dimension finie)

On considère un opérateur autoadjoint u d’un espace de Hilbert H.

Propriétés :
1. u a une famille finie ou dénombrable de valeurs propres et si elle est dénombrable, on peut

la classez dans une suite tendant vers 0.

2. Tout sous-espace F de H, fermé et non réduit à t0u, stable par u et non inclus dans le noyau
de u contient un vecteur propre associé à une valeur propre non nulle. En particulier, u a
des valeurs propres.
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Démonstration :
1. Soit ε = 1

N ą 0. Considérons l’ensemble Aε des valeurs propres λ de u telles que |λ| ě ε.
Supposons que Aε est infini, on peut trouver une suite (λn)nPN de Aε et des vecteurs propres
unitaires associés (en)nPN. Comme u est autoadjoint, les en forment un système orthonormal
et, si n ‰ m, on a }u(em) ´ u(en)}

2
2 = λ2n + λ2m ě 2ε2

La suite (u(en))nPN n’a donc pas de valeur d’adhérence et contredit la définition de u.

Donc l’ensemble des valeurs propres non nulles de u, A =
Ť

nPNA1/n, est une réunion finie ou
dénombrable d’ensembles finis, donc est fini ou dénombrable.

De plus, en numérotant les |λ| ě 1 puis ceux tels que 1 ą |λ| ě 1
2…ceux tels que 2´N ą |λ| ě

2´N´1, on les classe dans une suite tendant vers 0.

2. Comme F est fermé dans H complet, c’est un espace de Hilbert pour la structure induite.

La continuité de u assure alors que txu(x), xy, x P F, }x}2 ď 1u Ă R est non vide, et majoré
par ~u~, donc on peut définir M = sup txu(x), xy, x P F, }x}2 ď 1u.

˛ Supposons M ą 0. Montrons qu’alors M est valeur propre de u.

Par définition de M , il existe une suite (xn)nPN de la boule unité de F telle que xu(xn), xny

tend vers M . Par homogénéité, on peut supposer que les xn sont unitaires.

Ainsi, @x P F,M}x}22 ´ xu(x), xy ě 0, c’est-à-dire que (x, y) ÞÑ Mxx, yy ´ xu(x), yy est une
forme bilinéaire symétrique (si K = R) ou une forme sesquilinéaire hermitienne (si K = C).
Dans les deux cas, elle est aussi positive et l’inégalité de Cauchy–Schwarz s’applique donc :

@y P F, |Mxxn, yy ´ xu(xn), yy2 ď (M}xn}22 ´ xu(xn), xny)(M}y}22 ´ xu(y), yy) (12.43)

Et donc en particulier Mxxn, yy ´ xu(xn), yy tend vers 0 pour tout y P F .

Comme u est compact, on peut extraire de (u(xn))nPN une suite (u(xφ(n)))nPN convergente
vers V0 P F .

On pose alors V1 = V0

M .

Quitte à remplacer la suite (xn)nPN par (xφ(n))nPN, on peut donc supposer que pour tout
y P Y , xu(xn), yy tend vers MxV1, yy et xxn, yy tend vers xV1, yy. Comme de plus u est
autoadjoint, xu(xn), yy = xxn, u(y)y tend vers xV1, u(y)y = xu(V1), yy.

Donc par unicité de la limite, on a @y P F, xu(V1), yy =MxV1, yy

C’est-à-dire u(V1) =MV1.

De plus, V1 ‰ 0 car si V1 était nul, on aurait u(xn) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0 et xu(xn), xny ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0 qui
donnent alors M = 0 ce qui est faux par hypothèse.

Donc M est bien valeur propre de u.

˛ Supposons maintenant M = 0. On peut considérer m = inf txu(x), xy, x P F, }x}2 ď 1u.

Si m ă 0, on trouve un vecteur propre non nul associé à la valeur propre m. Si m =M = 0,
on a alors pour tout x P F de module inférieur à 1, xu(x), xy = 0, et la formule de
polarisation pour la forme sesquilinéaire hermitienne (x, y) ÞÑ xu(x), yy donne @x, y P

F, xu(x), yy = 0 puis u|F = 0

Théorème (Réduction) :
Il existe une suite orthonormale (en)nPI finie ou infinie (I = J1, P K ou I = N˚), et des scalaires
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(λn)nPI , tendant vers 0 si I est infini, tels que si F est l’adhérence de Vect((en)nPI), alors keru =

FK et pour tout x P H, on a x =
ř

nPI xen, xyen + h avec h P keru et u(x) =
ř

nPI λnxen, xyen.

Démonstration :
Supposons que u a une suite infinie de valeurs propres. Prenons une base orthonormale de chaque
espace propre associé à une valeur propre non nulle (ils sont de dimension finie). Avec ces bases, on
forme une suite (en)nPN avec u(en) = λn pour tout n P N. De plus, (en)nPN est orthonormale car les
sous-espaces propres sont deux à deux orthogonaux. On note F l’adhérence de l’espace engendré
par la famille (en)nPN. Alors F est un espace de Hilbert (fermé dans un complet), et on a :

@x P F, x =
ÿ

nPI

xen, xyen etu(x) =
ÿ

nPI

λnxen, xyen (12.44)

On note alors G = FK. Ainsi, GK = F et pour x P F t0u on a u(x) ‰ 0 donc keruX F = t0u.

Comme F est complet, on a H = F ‘ G et G est fermé dans H. En appliquant la propriété vue
précédemment à G, on voit que si G ‰ t0u, on a u|G = 0 car sinon il contiendrait un vecteur propre
associé à une valeur propre non nulle ce qui est impossible.

On a donc G Ă keru, puis G = keru.

D’où alors l’expression de x et u(x).

Le cas où u a un nombre fini de valeur propres est plus simple…

‚ Exemple : résolution d’un problème aux limites :

On considère une fonctionQ : [0, 2π] Ñ R continue strictement positive et on pose a = min[0,2π]Q ą

0

Propriété :
Pour toute fonction f : [0, 2π] Ñ R continue telle que f(0) = f(2π), il existe une unique fonction

u = T (f) : [0, 2π] Ñ C de classe C2 telle que

$

’

&

’

%

´u2 +Qu = f

u(0) = u(2π) = 0

De plus, pour f, g : [0, 2π] Ñ R continues telles que f(0) = f(2π) et g(0) = g(2π), on a
ş2π

0
T (f)1(t)T (g)1(t) +Q(t)T (f)(t)T (g)(t) dt =

ş2π

0
T (f)(t)g(t) dt =

ş2π

0
T (g)(t)f(t) dt

Démonstration :
˛ Existence :

Le théorème de Cauchy pour les équations différentielles linéaires assure l’existence de u1 et
v, w de classe C2 telles que ´u2

1 +Qu1 = f , ´v2 +Qv = ´w2 +Qw = 0 et u1(0) = u1
1(0) =

v(0) = w1(0) = 0, v1(0) = w(0) = 1.

Ainsi, u est solution de ´u2 + Qu = f si et seulement si il existe des réels b et c tels que

u = u1 + bv + cw et alors u(0) = u(2π) = 0 équivaut à

$

’

&

’

%

b = 0

cv(2π) = ´u1(2π)
.

En plus, on a v(2π) ‰ 0 car sinon on aurait
ż 2π

0

v12(t) dt =
[
vv1

]2π
0

´

ż 2π

0

v(t)v2(t) dt = ´

ż 2π

0

Q(t)v2(t) dt ď ´a

ż 2π

0

v2(t) dt (12.45)

Ce qui imposerait v = 0 sur [0, 2π] et aboutirait à v1(0) = 0.

On peut donc choisir b et c tels que u(0) = u(2π) = 0
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˛ Unicité :

Si u1, u2 sont solutions, alors u = u1 ´u2 vérifie ´u2 +Qu = 0 et u(0) = 0 donc on a, d’après
l’unicité de la solution d’un problème de Cauchy, u = u1(0)v. Comme v(2π) ‰ 0, on en déduit
que u = 0.

Pour f et g donnés, on a T (f)(0) = T (f)(2π) = 0 donc
ż 2π

0

T (f)1(t)T (g)1(t) dt =
[
T (f)T (g)1

]2π
0

´

ż 2π

0

T (f)(t)T (g)2(t) dt

=

ż 2π

0

T (f)(t)(g(t) ´ T (g)(t)) dt
(12.46)

D’où la première égalité, et la deuxième par symétrie.
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