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Chapitre 12 : Espaces
préhilbertiens réels ou complexes

e Ici, K=R ou C.
e PourzeR, z==x

e [ désigne un K-ev.

I Produit scalaire

A ) Définition

Définition :

On appelle produit scalaire sur le K-ev E toute application ¢: E x E — K telle que
e o est linéaire & droite : V,y,y' € E,YA e K, p(z,y + \y') = o(z,y) + Ap(,y')
e Si K =R, ¢ est symétrique : Vz,y € E, p(z,y) = ©(y,x)

Si K = C, ¢ est hermitienne : Vz,y € E, p(z,y) = ¢(y,x)
NB:VzeK,p(z,z) eR

e ¢ est définie positive : Vo € E\ {0}, p(z,z) >0

Propriété :
Soit ¢ un produit scalaire.

1. Si K =R, ¢ est aussi linéaire a gauche.
Si K = C, ¢ est anti-linéaire a gauche :
Va,2',y € B,YA € C,p(x + Ma',y) = o(x,y) + Ap(z', y) (12.1)
2. Pour (z,2')e E? et \,ue K, on a :

p(Ax + py, e + py) = Mo (2, ) + 2Re(Aup(x, y)) + [0 (y, y) (12.2)

Remarque :
Soit ¢: E? — C un produit scalaire sur le C-ev E.

Alors ¢: E* — R définie par 1) = Re(y) est un produit scalaire sur le R-ev E.

B) Exemples

n
o Sur K" : (z1,...2n), (Y1,---Yn) — Z Ziy;.
j=1
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I. PRODUIT SCALAIRECHAPITRE 12. ESPACES PREHILBERTIENS REELS OU COMPLEXES

o Sur A, 5(K) :

n p
L’application (A, B) € 4, ,(K)? Z 2 A; B, j = Tr(*AB) est un produit scalaire.
i=1j=1
e Espace [5(N)
On note [3(N) Pensemble des suites de carré sommable, c’est-a-dire les suites complexes u telles

que la série de terme général (|u,|?)nen converge.

Théoréme :

o l3(N) est un sous-espace de CV.

o Pour u,v € I3(N), la série de terme général @,v, est absolument convergente, et

¢: (N2 — C est un produit scalaire.

+o0
(u,v) +— Zﬂnvn
n=0

Démonstration :
o La suite nulle est dans I2(N), donc l2(N) # .
o Pour u € I3(N), A € C, la série de terme général [Au,|> = |A|?|u,|? converge donc \u € I5(N).

o Pour u,vela(N) et ne N, ona:

[t 4 V| = [tun|? + [va]? + 2 Re(Tnv,)
< [unl® + [vn]? + 2ftin[vn] (12.3)
< 2 (funl? + |val?)

Car Va,y > 0,22y < 22 + ¢
La série de terme général |u,|? + |v,|? est convergente, donc u + v € l5(N).
o Existence de ¢ :
Soient u, v € I5(N). Pour tout n € N, on a [, v,] < 1 (Jun|* + |vn|?), terme général d'une série
convergente.
Donc ¢ existe pour tous u,v € l3(N). Maintenant :
o est linéaire a droite...
¢ est hermitienne : Yu,v € I5(N), (v, u) = limy, o0 Do Upts = limn_,+oom =
o(u,v)
Soit u € l2(N) non nulle.
La suite de terme général S,, = Y.;'_, |ux|? est croissante et tend vers ¢(u, u).
Il existe ng = 0 tel que uy, # 0, et alors VN > ng, Sy = |y, |2
Donc p(u,u) = |tn,|*> > 0

e Espaces de fonctions :

Théoréme :

Soit C I’ensemble des fonctions continues de [a,b] dans C, ou a, b sont réels tels que a < b.

Pour f,g € C, on pose (f,g) = 5. F(t)g(t) dt.

@ est un produit scalaire sur C.

Démonstration :

Elle repose sur le fait que si ¢: [a,b] — R est continue, positive et d’intégrale nulle, alors ¢ = 0.
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e Autre exemple :

Théoréme :

Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide.

Soit "Ly (I)” 'ensemble des fonctions continues de I dans C telles que | f|? est intégrable sur I.
o "Lo(I)” est un sous-espace de C°(I,C)

o Pour f,ge€7Lo(I)”, f x g est intégrable sur I.

o L’application (f,g) — J f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur ”Ly(I)”.
I

Inégalité de Cauchy—Schwarz et norme associée a un produit scalaire

Notation Quand il n’y a pas de confusion possible, un produit scalaire sera noté {-,-> ou ( , ).

Inégalité de Cauchy—Schwarz

Théoreme :
Soit {-,-) un produit scalaire sur le K-ev E.

Pour tout (#,%) € E?, on a :
K, ) < /& )X ) (12.4)

Avec égalité si et seulement si (Z,7) est liée.

Démonstration :

Soit (&,%) € E?.
Posons (7, ) = re'®, avec r > 0.
Pour tout A€ C, on a (Z+ Ay, T+ gy =0
Cest-a-dire (T, T) + |\|*)7, f{+2 Re(M)T, 7{) = 0

Pour tout t e R, et A =te ™, on a :
2y, i) + 2tr + (F, &) = 0 (12.5)

Et donc (2r)? — L2, 2}y, 1) <0 (A=...<0)

Soit [(7, 7| < /@ 7T, -

Cas d’égalité :

Si (2, )| = /@ BT

Alors pour P = aX? +bX + ¢, avec a = (i, ), ¢ = (¥, %), b = 2r (notations introduites précédem-
ment), on a b? — dac =0 et :

Soit a # 0, auquel cas P a une racine double P(t) = a(t —t)?, et donc P(ty) = (Z+ \ij, T+ \y) =0
olt A = toe % d’oul T = —\7.

Soit a = 0, c’est-a-dire (7, ) = 0, donc § = 0.

Et dans les deux cas (Z,¥) est liée.

(Si E est un espace réel, on a « =0 mod m, donc A € R)

Inversement, si (&, ) est liée :

Soit 7 = 0, et on a bien I'égalité.
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Soit 7 # 0 et il existe A € K tel que 2 = \y.
Alors (@, 7)) = |\, 9

Bt (7, 7. §) = I\, 5)?

D’ou I'égalité.

Norme associée a un produit scalaire

Théoréme :

Si (-, ) est un produit scalaire, alors Papplication z € E — +/{x, x) est une norme sur F.

Définition (notation) :
En général, cette norme est notée || |2, c’est la norme euclidienne/hilbertienne associée au produit

scalaire.

Démonstration :
Posons pour z € E, |z]s = 1/{(z, z).
e L’application est bien positive
e Homogénéité : pour z € E,\ € K, |Az|s = /O\z, A\x) = |A|[ 2.
e Séparation : si x|z = 0, alors {z,z) =0
e Inégalité du triangle (ou inégalité de Minkowski) :

Soient x,y € E. On a :

lo+yl3 = <o +y,2 +y) = (@, 2) + ) + 2Re((@, y))
<3 + Jyl3 + 2/<z, )l (12.6)

2
< [z + 1yl + 2lzl2lyl2 < (2l + ly]2)

D'ott [z +yl2 < [z]2 + y[2

Etude des cas d’égalité de Minkowski :

Si |z +yll2 = |zl2 + |yll2, toutes les inégalités intermédiaires sont des égalités.
Donc [z, y)| = |z|2]|y|2, donc (z,y) est liée.

Et Re((z,9)) = [z, 9)]

Siy =0, on a ’égalité.

Sinon, x = Ay, A € C.

Dans ces conditions, [z, )| = [Ay,y) = |A|y]3

Et Re((z,9)) = Re(Xy, 1)) = [y|3 Re(})

Donc Re(\) = |)[, soit A e R.

Réciproquement, si y = 0 ou x = Ay pour A = 0, on a bien 1’égalité.
Bilan :

Il y égalité de Minkowski si et seulement si = et y sont positivement liés.

Relations entre || |2 et (-, )
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Théoréme :

Pour tous z,y € F, on a :

L zlls = /<2, )
2. SIK =R, {z,) = 5 (lz + 913 — |=3 — [¥l3) = 1 (l= + I3 — = — yl3)

(Identité de polarisation)

3. SiK=C,

1 1
Re((z,9)) = 5 (| + 13 = 215 = ll3) = 5 (lz+wl3 = = = yl3)

Im((z,y)) = Re(—i(z,y))

(12.7)
(liz +y)3 — =13 — |v]3)

N | =

Remarque :
Les formules montrent que pour une application u € Zk(F, F) ou E est muni du produit scalaire {-, ),

F du produit scalaire (-, g, u conserve les normes si et seulement si u conserve les produits scalaires :

— siV(z,y) € B, (u(z),u(y)r = (v, 9)E

Alors avec x =y, Ve € E, |u(z)|r = |z|&

= Si K =R, pour (z,y) € E?,

_ Ju(@) +u@)]f — Julz) — uly)]3
4

_ Ju+ 9l — Ju -yl _ Jz+yl3 - |z —yl3 (12.8)

4 4

Cu(@), u(y))r

= <.’17, y>E

Dans le cas complexe, il faut vérifier pour la partie réelle et imaginaire...

Identité du parallélogramme / de la médiane

D C

<L

A a B
On a AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD?, c’est-a-dire :

2(al3 + 1913) = 1 + 913 + |5 — a3 (12.9)

gl
<

B I C

Si I est le milieu de BC, alors AI? = 1(2AB? + 2AC? — BC?)

1
1
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Ou |57 — a3 = ;(2lal3 + 273 — |7 + 73)
En effet :

l@+ 33 + @ — 13 = |3 + |73 + 2Re({d, 7)) + [[@]3 + |73 — 2Re({T, 7)) (12.10)

D’otl on tire les deux égalités.

Terminologie des espaces préhilbertiens

e Définitions :
o Espace préhilbertien : (E,{:,-)) o E est un K-ev, {:,-) un produit scalaire sur E.
o Espace préhilbertien réel de dimension finie : espace euclidien.
o Espace préhilbertien complexe de dimension finie : espace hermitien.

o A tout espace préhilbertien (F,(-,-)) on peut associer un espace vectoriel normé (E, | |2) ou

| |l2 est la norme associée au produit scalaire.
o Espace de Hilbert : espace préhilbertien complet pour || |2.
e Exemples :

o Les espaces euclidiens et hermitiens sont de Hilbert.

Théoréeme :

(I2(N), (-, -») est un espace de Hilbert.

Démonstration :
Soit (up)pen une suite de Cauchy de I5(N).
Pour p € N, u,, est une suite de carré sommable, notée u, = (u,(0), up(1),...).
1. Construction de la limite :
Comme (up)pen est de Cauchy pour | |2, & n fixé (up(n))pen est de Cauchy dans C puisque
Vp 2 g, [up(n) — ug(n)] < \/ 2o lup(5) = ug(I? = Jup — ug2

Comme C est complet, (u,(n))peny converge vers v, € C.

On pose alors v la suite de terme général v,,.
2. Alors v € [5(N), et lim,, 4o [v — up[2 = 0. En effet :
Soit £ > 0. Il existe Pe N tel que Vp = ¢ = P, |up, —ugl2 < e
Pourp>qg>Pet NeN,ona:
Ziv:o |up(k) = uq(k)? < Jup — uql3 < €2

Comme, pour tout k = 0..N, lim,_, o, u,(k) = vk, on a pour tout ¢ > P et Ne N :

D vk — ug(k)[? < 2 (12.11)

A ¢ > P fixé, cette inégalité est vraie pour tout N, donc v — ug € lo(N), et v —uy|3 < &2

Ainsi, v € [5(N) et Vg = P, |v — ug|2 < e d’out la convergence.
o C9(]0,1],C) muni du produit scalaire {-,-) défini par (f,g) = So fg n’est pas complet (déja
vu).

¢ Exemples de fonctions continues sur un espace préhilbertien :
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Théoreme :
Soit (E,{:,-)) un espace préhilbertien.

1. Pour tout @ € E, l'application ¢z: £ — K est une forme linéaire continue sur
a-

v — v

E, et [leall = |2
2. Pour K =R : soit £’ le dual topologique de E.

Alors 0: E — E’ est linéaire, continue, injective et méme isométrique.
a — @z

3. Pour K = C : c¢’est la méme chose mais 6 est anti-linéaire.

Démonstration :

— L’application est linéaire car le produit scalaire est linéaire & droite.
Soit d € E.
Pour tout 7€ E, [pz(v)| = [{a@, v)| < |@]2]7]2
Donc ¢z est linéaire, continue et [|oz|| < ||@]2
Il y a méme égalité :

Si @ =0, elle est triviale.
a

Sinon, v = =
a2

rp; vérifie 9a(v) = [d|2 et |72 = 1, donc |l = |-

— @ est linéaire car :

-, -

Va,be EYA€ R, 0(d + Ab) = ¢, s = pa + Ay = 0(@) + A(D) (12.12)

0 est isométrique car Va € E, ||0(d) || = |d]|2

Et donc ker(f) = {0}, c’est-a-dire que 0 est injective.

— C’est la méme chose sauf que (-, -) est anti-linéaire & gauche.

IT Orthogonalité dans un espace préhilbertien

Orthogonalité de deux vecteurs

Définition :

Deux vecteurs @, ¢ € E sont dits orthogonaux lorsque (@, ¥y = 0

(C’est une relation symétrique)

Théoréme (Pythagore) :

Si @, ¥ sont orthogonaux, alors |@ + ¥? = |@]? + ||7]?

Démonstration :
On a |[@+ 9> = |[d]* + 7] + 2 Re({@, 1))

La réciproque est vraie si K = R, fausse sinon.
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Orthogonal d’une partie A de F

Définition :

On pose At = {Ge E,Vae A,{d,v) =0}

Théoréme :
1. Pour A c E, A’ est un sous-espace vectoriel fermé de E.
2. gt =FE, B+ = {0}
3.SiAc B, Bt c At

4. Pour Ac E, At = Vect(A)J_ = At = (Vect(A))*.

Remarque :
Si F' est un sous-espace vectoriel de E préhilbertien, on n’a pas toujours (F+)+ = F
Par exemple, si F' n’est pas fermé, on ne peut pas avoir ’égalité.
On n’a pas non plus E = F @ F* en général.
Par contre, F' n F*+ = {0}
Exemple :
E = C°([0,1],R) muni de (f,g) = §; fg
On note F' = {feE,Vte [O,%} (@) = O}

Alors F est un fermé de E, et :
1
Ft= {feE,Vte [271} ,f(t)zo} (12.13)

Donc F@® F-={f€eE, f(3) =0}

Démonstration (du théoréme) :
1. At = {ve E\Vae A,{a,v) =0} = (,cakerp, ot ,: z — {a,z) qui est une forme linéaire
continue, et donc les ker ¢, sont des sous-espaces fermés de E. Donc At est un sous-espace fermé
de E.
2. Ona g+=E..
E+ = {0}, puisque pour a € E*, on a en particulier {(a,a) = 0 donc a = 0

3. Si A c B, alors pour v € B+, on a Ya € A,{a,v) =0 (car Ya € A,a € B), et donc ve A+

4. Ona Ac A, donc (A)t c A+
De plus, si v € A, alors A c ker ¢,,, sous-espace fermé de E.
Donc A < ker ¢, Vect(A)  ker ¢, Vect(A) < ker ¢,
Donc v € VeT(A)J_, ve Vect(A)L, ve At
AL
Dot A+ < < Vect(A)L

Vect(A)
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Familles orthogonales et orthonormales

Définition :
Une famille (vqo)qer d’éléments de E est dite orthogonale lorsque pour tous «, 8 € I distincts, vy, vg) =
0

Elle est dite orthonormale si de plus Va € I, [v,[2 =1

Exemple :
On note Cy, 'ensemble des applications continues de R dans C continues et 27 périodiques, muni

du produit scalaire (f, gy = 5= gﬂ f(t)g(t) dt.

Pour n € Z, on pose e, I’ application définie par Vt € R, e, (t) = et

Et pour m e N,l € N*, ¢,,: t — cos(mt), s;: t — cos(lt)

Alors (e,)nen est orthonormale pour le produit scalaire, et (¢, s;) est orthogonale.

e Indépendance :

Théoréme :

¢ Une famille orthogonale est libre si et seulement si elle ne contient pas de vecteur nul

¢ Une famille orthonormale est toujours libre.

Démonstration :

Soit (Ty)aer une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul.

Soit (Aq)aer une famille & support fini de K, supposons que Y, _; A\aTa = 0.
Alors VB € 1,0 = (U3, 2 nes Aala) = Dones 2al08, Uay = Ag|Us]3.

Donc comme V3 € I, [T5]3 # 0, ona V3 e I,\g =0

La réciproque est évidente, et le deuxiéme point découle du premier.

e Décomposition sur un systeme orthonormal.

Théoréme :

Soit (eq)aer une famille orthonormale de E.

On note F' = Vect(eq)aecr- Alors :

1. Pour tout fe F, la famille ({eq, f})ael est & support fini, et :

JF: Z <eaa f>ea (12'14)
ael
2. PourtoutfeFetUeE,ona:
@, fy =" lea, e fy (12.15)

ael
Cas particulier :
Pour tout f € F, Hf“% = Zael ‘<ea7f>|2

Démonstration :

1. Pour fe F, il existe (Ay)aer & support fini telle que f Yoer Naba
De plus, pour tout B € I, (s, [ = 3 c; Aafa = Ag

Donc f = Dacr (Cas F5€, et la somme est finie.
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2. Ona f= Doer (Bas F5€, (somme finie)

Donc pour tout &€ E, {7, [> =3 ; (G, [XT, 80> = 3et o, 1 Curs [

Procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt

Définition (Drapeau de sous-espaces) :
C’est une suite (F;)efo,n] ou (F;)ien de sous-espaces de E telle que :

Vie N ([0,n —1]), F; € Fi1 et dim F; = ¢ (et dim F,, = n)

Exemple :

e Drapeau associé a un systeme libre fini ou dénombrable :
Si (Vi,...Vn) est libre, on pose Fy = {0}, et pour ¢ € [0,n], F; = Vect(ey,...e;)
De méme pour (V;)en.
La suite ainsi définie de sous-espaces est un drapeau de sous-espaces

e (R,[X])n>—1 est un drapeau de R[X], ou R_;[X] = {0}

C’est le drapeau associé a (X™)nen

Théoréme :
Soit (E,{:,-)) un espace préhilbertien. Alors :
1. Tout drapeau est associé a un systéme orthonormal, c’est-a-dire :
Si (F})ier (I =[0,N] ou N) est un drapeau de E, alors il existe un systéme orthonormal (e;);er
tel que Vi e I, F; = Vect(ey,...e;)
2. Pour tout systeme libre (v;)ie[1,n] (00 (Vi)iens ), il existe un unique systeme orthonormal (e;)ie1,n]
((es)ien) tel que pour tout i, Vect(eq,...e;) = Vect(vi,...v;) et {e;,v;) € RE

De plus, les (€;)ie1,n] ((€i)ien) sont construits ainsi :

U1
er = L (12.16)
o |
Et pour ¢ > 2, e; = HZ—‘H oll u; = v; — Z;;ll (ek,v;yex,

Démonstration (du deuxiéme point) :
Dans le cas fini, on fait par récurrence sur N :

Pour n =1 : on cherche e; tel que {e1,v1) € R¥, et e; € Vect(v1), [le1]| =1

Un tel ey s’écrit e; = Avy. De plus, (er,v1) = A[v1]3 € R¥ et [ler]2 = |Al[vi]2 =1

Donc A = m ; réciproquement, un tel A convient.

Soit n > 2, supposons ’énoncé vrai pour n — 1, et considérons n vecteurs (v1,...v,) libres.

Par hypothése de récurrence, il existe une unique famille orthonormale (eq,...e,—1) telle que Vi €
[1,n —1],{es,vi) e RE

On cherche alors e,, sous la forme e,, = \,v,, + Zz;i arer

Analyse :

On doit avoir pour tout k <n —1, 0 = {ej,en) = Xej,vn) + ZZ;% ar {ej,ex)

—

0ik
Soit a; = —Xej,vn)
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Donc e, = A (vn — S ey, vn>ej>
On veut que {e,, v,y >0

Or, Ao, = e, + A1 ej, vn)e;
Donc {e,, Av, )y = 1, soit A > 0.
Enfin, il faut |e, |2 = 1.

-1 . 1
Donc |Al|vn, — Y02, {ej vnyejf2 = 1, soit A = ST T el
Synthese :
Comme Vect(es,...e,—1) = Vect(v1,...vp—1), O & v, — Zz;% (ej,vnye; # 0
Donc le A introduit est bien défini, et e, = A (vn - ZZ;} <ej,vn>ej) vérifie bien les hypothéses

voulues.

Théoréme (Version matricielle) :
Décomposition QR d’une matrice inversible :

Soit A € GL,,(K). Alors il existe une matrice @, unitaire si K = C, orthogonale si K = R, et une
matrice R trigonale supérieure avec Vi € [1,n],r;; > 0, telles que A = QR.

(Matrice unitaire : ¢’est une matrice @ telle que ses colonnes forment une base orthonormale de C"

pour le produit scalaire naturel, c’est-a-dire 'QQ = I,,)

Démonstration :

Il suffit d’appliquer la méthode précédente aux colonnes de A, qui forment une famille libre de ., 1 (K)

Applications

e Existence de bases orthonormées en dimension finie

Théoréme :

Tout espace préhilbertien de dimension finie admet au moins une base orthonormée.

Démonstration :

On orthonormalise une base quelconque.

e Théoréme de projection sur un sous-espace de dimension finie.

Théoréme :

Soit E un espace préhilbertien, F' un sous-espace de E de dimension finie. Alors :
o FOFL=E (faux si F' n’est pas de dimension finie)
On note pr le projecteur sur F parallélement a F+.

o Si (ey,...e,) est une base orthonormée de F', pour tout v € E on a :
pr(v) = 2 lej,v)e; (12.17)
j=1

o Pour tout v e Eet y e F,ona [v—yla = |v—pr(v)|s, avec égalité si et seulement si

y=pr(v)
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Définition :
pr s’appelle le projecteur orthogonal sur F'.

Le troisiéme point montre que pg(v) réalise la distance minimale entre v et F'.

Ainsi, pour tout v € E, d(v, F) = infyep |[v — yl2 = [[v — pr(v)]2

Corollaire :

La distance de v € ' a un sous-espace F' de dimension finie est

d(v, F) = |[v = pr(v)|2 (12.18)
Si (eq,...e,) est une base orthonormale de F', alors
dw, F) = \[Jol3 — Ipr@)3 = , | Jol3 = 3 Kes, w2 (12.19)
j=1
Démonstration :
Soit (eq,...e,) une base orthonormée de F.

Considérons uw: £ — FE
7 — Z <€j,’l7>€j
j=1
On a wou = u (car pour tout j € [1,n], u(e;) = e;),
Et Imu = F.
En effet, Imu < Vect(e;)jeqi,n) = F, et Vj € [1,n],e; = u(e;) € Imu
De plus, keru = F*.

En effet, pour z € E, x € keru si et seulement si Vj € [1,n],{e;j,z) = 0 c’est-a-dire si et seulement

sizefe,...en}t =FL

Donc u est le projecteur sur F parallelement a F*.

En particulier, F @ F+ = E, d’ot déja les deux premiers tirets.
Pour I'inégalité :

Ona,pourve Fetye F :
lv =yl = (v — pr(©)) + (pr(v) — )5 (12.20)

Or, v —pp(v) € kerpp = Ft (car pp o pr = pr)
Et pp(v) —ye F

Donc d’apres le théoreme de Pythagore :

lv = yl3 = v —pr)3 + [pr(v) =yl = v - pr()[3 (12.21)

Avec égalité si et seulement si [pr(v) — y||3 = 0, c’est-a-dire y = pr(v)
Pour le corollaire :

On a par définition d(v, F') = infyep |v — yl2
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Rappel :

Soit (E,| ||) un espace normé, A une partie non vide de E.

On peut définir d(v, A) pour tout v € E, et v +— d(v, A) est continue, car 1-lipschitzienne.
Mais en général, il n’existe pas d’élément y de A tel que d(v, A) = |v — y].

Par exemple, d(v, A) = 0 si et seulement si v € A; mais si ve A\A, onaVye A, |v—y| #0

Si A est compact, d(v, A) est toujours atteint.

Si A est de dimension finie, d(v, A) est toujours atteint mais pas forcément en un seul point.

D’apres le théoreme, on a d(v, F) = |[v — pp(v)|2

Et pour tout y € F, |v — y|2 = d(v, F) si et seulement si y = pp(v).

Expression de v = pp(v) + (v — prp(v)) :

D’apreés le théoréme de Pythagore, |v|2 = |pr(v)|3 + v — pr(v)|3

Bt donc d(v, F) = /ol = [pr(o);

Si (e1, ... en) est une base orthonormée de F, on a pp(v) = 3;7_, {e;,v)e;, c'est-a-dire lpr(v)|3 =
Yy [Kej, v)|* d’ott la deuxieme expression.

e (Cas particulier :

Propriétés :
o Si F est la droite K& ou @ est un vecteur non nul, alors pour tout v € E, pp(v) = ﬁ@‘?ﬁ
2
7 N2
Et d(v, F) = /[vl3 = [pr(0)[§ = /Iv[3 - 55"

o Si F est un hyperplan de E de dimension finie, alors F'* est une droite.

Pour N € FX\ {0}, on a Vv e E,pp(v) =v — ]ﬂ%’fﬁﬁ

N
Et d(v, F) = W

Démonstration :

o e = m est une base orthonormée de F'...

o Onapr=Idg —pp., et d(v, F) = v — pr©)|2 = |prL (©)]2-
Remarque :

On retrouve les formules de géométrie affine euclidienne :

Si 2 est la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 ((a,b) # (0,0)) en repére orthonormal d’un plan
_ lazo+byo+c|

euclidien, alors pour tout My(xo,yo), d(Mo, Z) N

Idem pour un plan en dimension 3 :
- 5 +byotczo+d
La distance de My & A& : ax +by + cz +d =0 est d(My, A ) = %
e Exercice classique :

Déterminer inf(q p, c)ers Sg (sint —a — bt — ct?)?dt

Interprétation préhilbertienne du probléme On pose E = C([0,7],R), muni du produit
scalaire (f, gy = § f(t)g(t) dt.

On doit chercher le carré de la distance de sin € E au sous-espace {t — a+ bt + ct?, (a,b,c) € RB} =
Ro[X]

En pratique :

On construit une base orthonormée de Ry[X], puis on utilise les formules.
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Ici, on peut réduire les calculs (gagner une dimension) :
On note v = sin
Soit P € Ry[X] le polynome tel que

lv— P2 = Lﬂ (sint — P(£))2dt = Lﬂ (sinu — P(r — u))? du (12.22)

Ainsi, comme u — P(m —u) € Ry[X], on a par unicité de la projection :
P(X)=P(r—X) (12.23)

Donc P s’écrit P = a + bX (7 — X)

Donc v est la projection orthogonale sur F = Vect(Ey: t — 1, Eq: t — t(m —t))

On a |Eg|3 = 7. On pose ey = %

On considére Ff = By — {eq, E1)eq :

T 75/

On a {eg, B1) = ﬁSO tr—t)dt = oz
2
Donc E: t'—>t(ﬂ'—t)—€
- 2 - 25/2 2

Bt B3 = 55 (22— mt + %)% dt = 75 = (27

E} 6vV5 [ w2
On pose donc e; = m: t— o) -t +7rtf€
Projection de sin sur F' :

pr(sin) = {ep, sinyeq + {e1, sinye; (12.24)

Et d(sin, F) = \/H sin |2 — {eg, siny? — {eq, sin)?

Autre méthode (méthode de Gauss) On a vu que inf(,; c)ers Sg (sint —a — bt — ct?)2dt =
inf(y v)erz § (sint —u — vt(w —t))2dt
On pose F(u,v) = {J (sint —u — vt(r —t))*dt; ainsi, on doit calculer inf(, ,)er2 F(u,v)
On développe F'(u,v) :
F(u,v) = mu? +v2f t2(7r—t)2dt+2uvf tm—t)dt+---
0 0
= au® + v + 2yuv + 260 + 2ev + (12.25)

2
=q (u—i—lv—i—é) + v 42 v+
@
On a B’ # 0, car sinon cela signifierait qu’on peut annuler I'intégrale (on pourrait trouver u, v tels
que F(u,v) = 0), ce qu’on sait impossible.
2 N\ 2
Donc F(u,v) = a(u+ Lv+48)" + 5 (v—&—%) +n”

Et n” est le nombre cherché.

Théoréme de projection sur un convexe complet non vide

Théoréme (hors programme) :

e Soit F un espace préhilbertien, K un convexe non vide complet. Alors :

Vve E,Jlye K,d(v,K) = |v—yl2 (12.26)

Pour v € E, un tel y est appelé projeté de v sur K, et on note y = px (v)
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e pi(v) est caractérisé par Vz € K,Re({px(v) — z,px(v) —v)) <0

Visualisation par les angles :

Démonstration :

o Unicité :
Supposons que yi,ys € K vérifient v — y12 = |v — yall2 = d(v, K).
Alors z = 22 € K (car K est convexe), et vérifie :
4v — 2% = 2|v — y1]3 +2|v — y2|3 — |y1 — y2]3 (identité du parallélogramme)
Soit v — 2|3 = d(v, K)? — %|y1 — y2[3 < d(v, K)?, avec égalité si et seulement si y; = y»
Comme par ailleurs |v — 2|3 = d(v, K)?, on a y; = y2 (= 2)

o Existence :
Soit (Yn)nen une suite d’éléments de K telle que |v — ypll2 — d(v, K)
Mountrons que (Yn)nen est de Cauchy :

Pour tous n, m € N, I’égalité de la médiane donne :

Yn + Ym

[ = Yz = 20 = yal3 + 20 = ym 5 — 4o — =73 (12.27)
Or, Untim e .
Donc v — ¥at¥m |, > d(v, K)
Bt yn — ym[3 < 2Jv — ynl3 + 2/v — ym [ — 4d(v, K)*.
Soit € > 0, et N € N tel que Vp = N, ||v — y, |3 < d(v, K)? + %
Alors pour tousn =>m = N,

[yn = yml3 < 2lv = yal3 + 2[v = yu[3 — 4d(v, K)?

2, € 2, € 2
< 2d(v, K)* + 5+ 2d(v, K)* 4+ 5 4d(v, K) (12.28)

2
<e

Donc la suite (Y, )nen est de Cauchy dans K qui est complet.

Donc elle converge vers z € K (car K est fermé), et |v — z| = d(v, K)
e Caractérisation par les angles :

On veut montrer que Vz € K, Re({px (v) — z,pr (v) —v)) <0

Méthode de glissement :

Soit z € K, on pose y = pg (v).
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On a alors pour tout t € [0,1], v — (tz + (1 — t)pr (v))]3 = |lv — px (v)]3
Donc [[v = pr(v) = t(z +px (v))[5 = |v — px (v) |3

Cest-a-dire —2t Re((v — px (v), 2 — pr (v))) + 12|z — pr(v)[3 = 0

Ou vt €]0, 1], x [z — px (v) 3 = 2Re((v — px (v), 2 — px (v)))

Donc par passage a la limite quand ¢ — 07, Re((v — px (v),z — px(v))) <0
Inversement, si y € K vérifie Vz € K,Re({y — z,y — v)) <0,

Alors y = pg (v).

En effet, pour tout z € K, on a :

lv =23 =lv—y+y—z3 = v -yl + 2Re((v — y,v = 2)) + |y — 2[3
2 2 2 ) 2 (12.29)

= v —yl3 —2Re(w —y,y —2)) + |y — 2[5 = [v — yl3
Remarque :
On retrouve le théoréme du programme : projection sur un sous-espace F' de dimension finie (£ est non
vide, convexe et complet pour | | car de dimension finie)

En outre, la projection sur K = F de v € F est caractérisée par
Vz € F,Re({px (v) — v,px(v) — 2)) <0 (12.30)

Cest-a-dire Vt € F,Re({px (v) — v,t)) <0
(car t € F — pg(v) —t € F est bijective)
De plus, on aura aussi V¢ € F, Re({px(v) — v, —t)) <0 et Re({px(v) —v,—1t)) =0
(Premiére inégalité : —t € F', deuxiéme : bilinéarité du produit scalaire)
Donc Vt € F,Re({px(v) —v,t)) =0
Et Vt € F,Im((pk (v) —v,t)) = Re({pk (v) — v, —it)) =0
C’est-a-dire Vt € F,{px(v) —v,t) =0
Ou px(v) —ve Ft

Théoréme (Théoréme de représentation de Riesz) :
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute forme linéaire continue f: H — K il existe un unique vecteur

v € H tel que VZ € H, f(Z) = (7,%)

Démonstration :

e Unicité : déja vue :

S

SiVE e H, {7, %) = (U, &), alors avec T =0 — 4, |7 — @] = 0, c’est-a-dire ¥ = 4.
o Existence :
Si f est la forme linéaire nulle, v = 0 convient.
Sinon, on note F' = ker f
Alors F est un sous-espace fermé (car f est continue) de H complet, donc F' est complet.
On peut donc appliquer le théoreme de projection avec K = F' :
Soit vy € H tel que f(vg) # 0 et a = pp(vg) € F (vo # a car v ¢ F)
On a alors Vt € F\{vg —a,ty =0

__fwo)

Le vecteur ¥ = k(vg —a) ot k = TR ((vg — a,v) = |vg — al|* > 0) vérifie

Vi e H, (73,7 = f(z) (12.31)
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En effet :

C’est vrai sur F', car les deux membres sont nuls, et c’est vrai pour x = vy car :

(¥, v0) = k{vo — a,v0) = f(vo) (12.32)

Théoréme (Le théoréme du programme) :
Si F' est un sous-espace de dimension finie de F/, on a F' @ F+=E.
C’est encore vrai pour un sous-espace F' de E complet pour | [|2, ¢’est-a-dire que si F' est complet

pour | |2, alors F@® F*+ = E et (FY)* = F.

Démonstration :
F est en particulier complet non vide, donc on peut définir pp: E — F caractérisé par Vo € E,Vf €
F,Re({pr(z) — f,pr(z) —2)) <0

C’est-a-dire, comme F' est un espace vectoriel :
Vo e E,Vg € F,Re({g,pr(x) —x)) <0 (12.33)
Puis en faisant les « transformations » g — —g, g — g :
Vee ENge F.{g,pr(z) —2z)=0 (12.34)

Cest-a-dire Vo € E,pr(z) —x e Ft
Alors :
F n F* = {0} (toujours vrai)
Et pouwr z € F, x = pp(x) + = — pp(x).
—_—— ——

eF eF+
Donc F®FL =E.

Calcul de (F*+)* :
Soit xe E; x sécritx=f+gou feF, ge Ft.

On a alors les équivalences :

ze (Pt < Vke 0= "(x,ky= {f k) +{g,k)
——
=0
— Vke F+,0="{g,k) (12.35)
— g=0

— zxeF

I1T Compléments

Théoréme de Banach—Steinhaus

Lemme :
Soit (F,)nen une suite croissante de fermés (au sens de l'inclusion) d’un espace de Banach E.

Si U,eny Fr = E, alors a partir d'un certain rang, les F,, sont d’intérieur non vide.
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Démonstration :
On note pour n € N, O,, = E\F,,, qui est ouvert dans E.

Alors (Oy,)nen vérifie (), oy On = E\U,,en Fro = &, qui n'est pas dense dans E.

Alors 'un des O,,, disons Oy, n’est pas dense dans E. En effet, si tous les O,, étaient denses dans
E, alors leur intersection le serait aussi d’apres la propriété de Baire puisque N est dénombrable.

Donc il existe zg € E et r > 0 tels que B(zg,r) n Oy = &, c’est-a-dire que B(xp,r) € Fi, qui est

donc d’intérieur non vide, d’ou ensuite le résultat puisque la suite est croissante.

Théoréme (Théoréme de Banach—Steinhaus) :

Soit E un espace de Banach, F' un evn.
On considére une famille (7;);c; d’éléments de %o (E, F).
Alors :

1. (T})er est bornée si et seulement si pour tout x € E, (T;(x));er Vest.
2. Si ce n’est pas le cas, 'ensemble des z € E tels que (T;(x));er n’est pas bornée est dense dans E.

En particulier, pour une suite (T}, )nen, si (||Th]|)nen n’est pas bornée, alors 'ensemble des x € E tels

que (T, (2))nen diverge est dense dans E.

Démonstration :
Si (T})ier est bornée, alors pour tout « € E, (T;(x))er est aussi bornée :

Si on note M tel que Vi € I, ||T;|| < M, alors pour tout « € E, on a :

Vie I, |Ti(z)| < || Ti]l|=] < M]=[, donc (Ti(x))ies est bornée.

On note maintenant A l'ensemble des = € E tels que (T;(x))ier est bornée.

On a ainsi A = Uy (e {2 € By [Ti(@)] < 1)) = Uy B 0t B = N fa € B[ Ti()] < ),
intersection de fermés donc fermé.

Supposons que A = E. Alors d’apres le lemme, a partir d’'un certain rang N, les F), sont d’intérieur
non vide.

Il existe donc zg € Fiy et » > 0 tels que B(mo, r) c Fy, c’est-a-dire tels que pour tout i€ [ et z€ E
de module 1, ||T;(zg + r2)|| < N

Ainsi, pour tout z € £ de module 1 et tout i € I,

| Ti(2)| = [Ti(r2)| = |Ti(zo + r2) — Ti(zo)|
< |Ti(zo + r2)| + [ Ti(zo)| (12.36)
< 2N

Donc pour tout i € I, [|T;]| < 2.
Donc (T});er est bornée, d’on I’équivalence.
Si maintenant (7;);e; n’est pas bornée, alors les F,, sont tous d’intérieur vide, donc A est d’intérieur

vide, et son complémentaire est dense dans FE.

Utilisation de ’orthonormalisation
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Théoréme (Théoréme de Riesz hilbertien) :

La boule unité fermée d’un espace préhilbertien (E, (-, -)) est compacte si, et seulement si, I’espace est

de dimension finie.

Démonstration :
Déja, si E est de dimension finie, la boule unité fermée est compacte.

Supposons que E n’est pas de dimension finie, et montrons que la boule n’est pas compacte.

Alors E admet une famille libre dénombrable, disons (e, )nen, qu’on peut supposer orthonormale
avec le procédé d’orthonormalisation.

Ainsi, (e,)nen est une suite de la boule unité, et dont aucune sous-suite n’est de Cauchy, puisque
pour tout n € N et tout m > n, on a |e, — e |2 = v/2 donc la suite n’a pas de valeur d’adhérence. Donc

la boule unité n’est pas compacte.

Attention : L’espace vectoriel engendré par une famille est I’ensemble des combinaisons linéaires a support

fini d’éléments de la famille. Ainsi, Z:fo 27 "e,, n’est pas a priori dans Vect(e,)nen.

Propriétés :
Soit (e, )nen une suite orthonormale d’un espace préhilbertien E, et F' le sous-espace vectoriel engendré

par (en)nen. Alors :

. . ;. a0 /. TN
1. Pour toute suite (a,)nen de scalaires, la série Z::o aney vérifie le critere de Cauchy pour || ||2

associée au produit scalaire si et seulement si (ay)nen € la.
. Pour tout z € F, la série >~ {e,, x)ye, vérifie le critere de Cauchy (mais peut diverger), et on a
2. Pour tout z € E, la série Y% érifie le critére de Cauch is peut di t
:ioo [{en, z)|? < ||z|3. La distance de z & F est \/||x||% - Zfo [{en,z)|?. En particulier, x € F

7 . . 0
est dans l'adhérence de F si et seulement si z = Z:zo {en,x)ye, (au sens de la convergence pour

| 112)-

Démonstration :
1. Si la suite de terme général Sy = Zszo arey, est de Cauchy, alors |Sy|3 = 22[:0 lax|? est bornée,
donc (an)nen € la.

+0o0

Réciproquement, si (an, )nen € l2, alors pour m > n, on a ||Spm—5Snl3 = 20,1 lan* < 25020 1 lax]?.

2. Soit € E. On pose pour n € N, F,, = Vect(e)r<n. La distance de = a F,, est alors d,, telle que

d2 = |z} — Xr_o [<ex, z)|*. Donc (dy,)nen est une suite positive décroissante, donc converge vers

a= 0.

Comme tout élément de F' est dans l'un des F,,, pour tout f € F on a |z — f|l2 = a et donc
d(z, f) = a. Comme il existe une suite (u,)nen de F telle que ||z —uy||2 — a, on a méme d(z, f) = a.

Pour le cas particulier : 7 € ' <= d(x, F) = 0.

Espaces préhilbertien séparables

Définition :

Un espace métrique (X, d) est dit séparable lorsqu’il admet une famille dénombrable et dense.

On a une caractérisation topologique du caractére séparable :
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Propriété :
Un espace métrique (X, d) est séparable si et seulement si il existe une famille finie ou dénombrable

d’ouverts non vides (O, )nen telle que pour tout ouvert non vide w de X, il existe n € N tel que O,, c w.

Démonstration :
Si un espace métrique admet une partie dénombrable et dense, il suffit de prendre les boules ouvertes
centrées en les points de cette partie et de rayons rationnels.

Pour la réciproque, il suffit de prendre un point dans chaque O,,.

Exemples

1. Les espaces normés de dimension finie sont séparables : si (V4,...V,) est une base de E, alors

{Z?Zl Vi, (r1,...m) € Q”} est dénombrable et dense.
2. Toute partie d'un espace métrique séparable, munie de la distance induite, est séparable.

3. L’espace l5 est un espace de Hilbert séparable car I’ensemble des suites complexes a support fini et

a coefficients dans Q[¢] = {a + i, a,b € Q} est dénombrable et dense.

Théoréme :
1. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement si soit il est de dimensions finie soit il admet
une suite orthonormale (e, )nen engendrant un sous-espace dense.
2. Pour une telle suite, on a pour tous z,y € E :
z =3 en, x)e,, au sens de la convergence pour | ||o dans E.

(x,y) = 35F Len, x){en, y) olt la série (complexe) converge absolument.

Définition :
Une suite orthonormale (e, )nen engendrant un sous-espace dense d’un espace préhilbertien est dite

totale.

Démonstration :
1. Si E n’est pas de dimension finie, alors d’une famille dénombrable dense (V},)nen, on peut extraire
une suite libre (W), ),en engendrant le méme sous-espace F' = Vect(V,,) nen.
En orthonormalisant cette famille libre, on obtient une base orthonormale de F' qui est dense dans
E.
2. La premiere formule résulte des propriétés vues précédemment sur les suites orthonormales.
Pour la deuxiéme :
Pour z,y € E, on a y = limy_, 4o Ziv:o {ex,yyer (au sens de | |2) donc par continuité du produit

scalaire, (z,y) = limy_, 4 Zgzo ler, Yz, ey = Y50 Len, y)a, en).

Corollaire :
Si (en)nen est une suite totale d’un espace préhilbertien F, alors 'application A: 2 € E — ({ep, ))nen €
lo est linéaire, injective et isométrique (elle conserve | |2 et {-,-))

Si de plus E est complet, alors A est méme bijective.
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Démonstration :
Seul de dernier point est a montrer : si E est complet, alors pour toute suite (a,)nen € l2, la série
:ioo aney vérifie le critéere de Cauchy, donc converge dans E. Soit = la somme de cette série.
Pour tout p e N, on a {ep, z) = lim,_, 4 27]:]:() anlep, en)y = ay

Donc A(x) = (an)nen, et A est surjective.

Séparation des convexes dans un Hilbert

On ne consideére ici que le cas ou K = R; le cas complexe s’y rameéne en considérant la structure
préhilbertienne réelle définie par Re((:,-)).
Soit H un espace de Hilbert.

On appelle demi-espace fermé toute partie X de H de la forme X = {x € H,l(x) = k} ot [ est une

forme linéaire continue non nulle et k un réel.

Théoréme :
Soit C' un convexe fermé non vide de ’espace réel H.
1. On suppose que C ne contient pas a € H. Alors il existe une forme linéaire continue [ € H' telle
que Yz € C,l(z) > I(a)
2. C est l'intersection des demi-espaces fermés le contenant

3. Soient Cy, Cy deux convexes non vides disjoints de H ou C; est compact et Cy fermé. Alors il

existe [ € H' et k € R tels que V(z1,22) € Cy x Ca,l(z1) > k > l(x2).

Démonstration :

1. Soit b € C' la projection de a sur C, et l: 2 — (b —a,x). Pour y € C, on a
b—a,yy—<b—a,ay=<¢—a,y—ay=<—a,y—by+|b—alz=|b—al3 (12.37)

(Vu dans la caractérisation de b = pc(a))

2. découle du point précédent.

3. Considérons C' = {x1 — x2,21 € C1, 22 € Ca}.
On vérifie alors C' est convexe, et il ne contient pas 0.
Il est aussi fermé car si (21(n))nen €t (22(n))nen sont des suites de C; et Cy telles que x1(n) —za(n)
tend vers a € F, alors par extraction on peut supposer (z1(n))nen convergente vers y; € Cy. Mais
alors zo(n) = z1(n) — (x1(n) — x2(n)) converge aussi vers ys € Cay, et ona a=y; —ys € C.

On applique ensuite le premier point avec a = 0

Théoréme (Lax—Milgram) :
Soit H un espace de Hilbert, u un endomorphisme continu de H tel qu’il existe ¢ > 0 de sorte que
Vz € H, Re({u(z),2)) > c|z[3.

Alors u est un homéomorphisme de H et [|u=!|| < 1/c.

Démonstration :

Pour montrer que u est surjectif, on montre que son image F' est fermée et dense dans H, ce qui établira

le résultat puisque u est continu.
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Déja, F est fermée :

Soit y = limyeny u(zy,) € F, ol (2,)nen est une suite de H.

Pour m,n €N, on a |z, — Zm|2 < Lu(zn) — w(zm)|2 donc (z,)nen est de Cauchy dans H complet,
et donc converge vers a € E. Par continuité, on a y = u(a) € F.

F' est aussi dense :

On a en effet F+ = {0} puisque pour z € F+, on a 0 = Re((u(z), 2)) = ¢|z|3, donc z = 0.

Enfin, I'inégalité de Cauchy—Schwarz montre que Y € E, c|z|3 < |u(z)]2]zl2, soit c|z|2 < [Ju(z)]s2,

d’ott u est injectif (si u(z) = 0, alors x = 0), et u~! est continu car

_ 1
Vye B3z e B, |u” (y)]2 = )2 < lu(@)lz = lyl2 (12.38)

Théorie de Riesz des opérateurs autoadjoints compacts

e Compacité faible de la boule unité :
La boule unité d’un espace de Hilbert H n’est compacte que si H est de dimension finie, mais
en toute dimension on peut souvent utiliser des extractions convergentes en un sens affaibli. Par
exemple, dans lo, si on note e, = (9, p)nen la n+ 1-iéme suite de la base canonique, alors pour tout
u € lo, la suite ((en,u))nen tend vers 0.
On dit dans ce cas que (e, )nen converge faiblement vers 0. Plus généralement, il est clair que si
la suite (un)nen de Pespace préhilbertien E converge pour | ||z (c’est-a-dire qu’il y a convergence

« forte ») vers a € E, alors :
Vo € B, {up,x) — {a,x) (convergence faible) (12.39)

Le théoréme suivant met en évidence un autre des principaux intéréts des espaces de Hilbert.

Théoréme :
1. Pour toute suite bornée (x,)neny de l'espace de Hilbert H, il existe y € H et ¢: N —» N

strictement croissante tels que, pour tout z € H, {z,(,), z) tend vers {y, z)

2. De plus, si [2,(,) ]2 tend vers |y||2, alors z,,) tend vers y.

Démonstration :

1. Soit E V’espace engendré par les (x,)nen. Si E est de dimension finie, (2,)nen a une valeur
d’adhérence y € E (car x est borné) et y convient.
Sinon, E contient une suite orthonormale (e, )neny qui 'engendre.
On se place dans F' adhérence de FE dans H. Alors F est un espace de Hilbert (fermé dans un
espace complet)
Soit M un majorant des ||z,[2,n € N. La suite ((zp, €9))pen est bornée dans H (par M), donc
il existe une extraction telle que ({4, (p), €0))pen converge.

De méme, ((Ty,(p),€1))pen est borné donc admet une extraction ((z e14)peN conver-

poop1(p)s

gente. En recommencant et en utilisant le procédé diagonal (¢(p) = @ 0 w1 0 -0, (p))

On trouve ¢ telle que pour tout n € N, ((Zy(p), €n))pen converge vers un scalaire b,.
De plus, il existe M tel que, pour tout p, M? > [z, |3 = 3525 e, Top)]
Pour N fixé, on a donc Vp € N,ijzo [{en, T y(p))|* < M?. Donc, par passage & la limite,

22[:0 |b,|2 < M?2. On en déduit que la série Z:ioo bpen, converge dans H (qui est complet).
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En posant y = % byen, on a évidemment limy, 0 {Zy(py, 2) = (Y, 2) pour tout z € E.
Pour z € F et € > 0, il existe 2’ € E tel que |z — 2’2 < ;57 et un entier py tel que pour tout
P = po, Kopm), 2') =y, 2D < €/2.

Pour p = pg, on a alors

KT p(p)s 2) = Yy 2) = [T p(p)s 2D — Y5 2D + {Bp(p) — Y52 — )
©(p) »(p) »(p) (12.40)

€ /
< 5 tlzew —ylelz =22 <e
La propriété a montrer est donc vraie sur F'.
Elle I’est aussi sur F* (tout est nul).

Donc elle I'est sur H = F @ F+ (F est complet)

2. Si |2y 2 tend vers |y|2, alors on a :

|20 = 913 = 1913 + |24 I3 — 2Re({ys o)) = 2]yl3 — 2Re({y, 3)) = 0 (12.41)

Définition (Adjoint d’un endomorphisme) :
(vu plus en détail dans le cours sur les espaces hermitiens)

Soit u un endomorphisme de l'espace préhilbertien E. On dit que u admet u* pour adjoint lorsque
Va,y € B, (u(z),y) = (z,u*(y))

Propriété :

Un endomorphisme a au plus un adjoint.

En effet : Si deux endomorphismes v, w vérifient

Yo,y € B, (u(z),y) = (z,v(y))
= <wi(y)>

(12.42)

Alors Vy € E\Vz € E,(z,(v—w)(y)) =0
Donc Vy € E,{(v—w)(y), (v —w)(y)) =0
Soit Vy € E,v(y) = w(y).

e Adjoint d'un endomorphisme : cas d’un Hilbert :

Théoréme :

Un endomorphisme u d’un espace de Hilbert a un adjoint si, et seulement si, il est continu.

Démonstration :

Supposons u continu. Pour tout y € H, x — {y, u(x)) est une forme linéaire continue sur H. Donc
il existe un unique u*(y) € H tel que Ya € H, {y, u(x)) = (u*(y), =)

Et on vérifie aisément que u* est linéaire.

Réciproquement, supposons que u admet v* comme adjoint, et considérons une suite (x,)nen de
la boule unité de H, et posons alors, pour n € N et y € H, I,,(y) = {u(x,), y).

Alors (I, )nen est une suite d’applications linéaires continues de H dans K, qui converge simplement
(vers 0). D’apres le théoréme de Banach—Steinhaus, la suite ||l,,|| est donc bornée et donc la suite

(u(zn))nen aussi (on a |u(zy)ll2 = ||l ]). Ainsi, u est continue car bornée sur la boule unité.
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e Endomorphismes autoadjoints compacts d’un espace de Hilbert :
Définition (Opérateurs autoadjoints) :

Un endomorphisme v de H est dit autoadjoint lorsque Y,y € H, (u(z), y) = {x, u(y))

Propriétés :

Soit u un endomorphisme autoadjoint d’un espace de Hilbert H.

On a Va € H,(u(x),z) € R.

Toute valeur propre de u est réelle ; les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux; u est

continu.

Démonstration :

Définition (Opérateurs compacts) :
Un endomorphisme u de H est dit compact si toute suite bornée (z,,)nen de H admet une extraction

(T p(n) )men telle que (u(Ty(n)))nen converge.

Propriétés :
Tout opérateur compact est continu.
Tout espace propre d’un endomorphisme compact d'un espace de Hilbert H associé a une valeur

propre non nulle est de dimension finie.

Démonstration :

Un endomorphisme compact u est borné sur la boule unité de H car sinon il existerait une suite
(zn)nen de vecteurs de normes < 1 tels que la suite (v, )nen = (w(2y))nen ne soit pas bornée. On
aurait alors une extraction ¢ de v telle que |[v,(,)ll2 — 400 et la suite (u(zy(n)))nen contredirait

la définition des opérateurs compacts.

Il existe donc un réel k tel que pour tout  de norme 1 on ait |u(z)|2 < &

Cest-a-dire |u(x)|2 < k|z| puis le résultat est vrai pour tout « € H (par homogénéité)
Donc u est continue.

Soit F' un espace propre associé & une valeur propre non nulle A et (2,,)nen une suite de la boule

unité de F. De la suite (2, )nen = (u(%))nen, on peut extraire une suite convergente.

Donc la boule unité fermée de F' est compacte, c¢’est-a-dire que F' est de dimension finie.

e Valeurs propres des opérateurs autoadjoints compacts :

Les opérateurs autoadjoints compacts d’un espace de Hilbert sont les plus simples a étudier (apres

ceux dont I'image est de dimension finie)

On considere un opérateur autoadjoint u d’un espace de Hilbert H.

Propriétés :
1. u a une famille finie ou dénombrable de valeurs propres et si elle est dénombrable, on peut

la classez dans une suite tendant vers 0.

2. Tout sous-espace F' de H, fermé et non réduit a {0}, stable par u et non inclus dans le noyau
de u contient un vecteur propre associé a une valeur propre non nulle. En particulier, v a

des valeurs propres.
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Démonstration :

1. Soit € = % > 0. Considérons ’ensemble A, des valeurs propres A de u telles que |A| > e.
Supposons que A, est infini, on peut trouver une suite (A, )neny de Ac et des vecteurs propres
unitaires associés (e )nen. Comme u est autoadjoint, les e, forment un systéme orthonormal
et, sin # m, on a [u(en) —ule,)|3 = A2 + A2, > 262
La suite (u(ey))neny n’a donc pas de valeur d’adhérence et contredit la définition de w.

Donc I’ensemble des valeurs propres non nulles de u, A = (J,,c5 A1/x, est une réunion finie ou
dénombrable d’ensembles finis, donc est fini ou dénombrable.
De plus, en numérotant les [A| > 1 puis ceux tels que 1 > [A| > 1..ceux tels que 27V > |A| >

27N=1 on les classe dans une suite tendant vers 0.

2. Comme F est fermé dans H complet, c’est un espace de Hilbert pour la structure induite.
La continuité de u assure alors que {(u(z),x),z € F,||z||2 < 1} < R est non vide, et majoré
par ||ul|, donc on peut définir M = sup {(u(z),z),z € F, |z|2 < 1}.

© Supposons M > 0. Montrons qu’alors M est valeur propre de .
Par définition de M, il existe une suite (2, )nen de la boule unité de F telle que {u(xy,), )
tend vers M. Par homogénéité, on peut supposer que les x, sont unitaires.
Ainsi, Vo € F, M|z|3 —{u(z),z) = 0, c’est-a-dire que (x,y) — M{x,y)—{u(z),y) est une
forme bilinéaire symétrique (si K = R) ou une forme sesquilinéaire hermitienne (si K = C).

Dans les deux cas, elle est aussi positive et I'inégalité de Cauchy—Schwarz s’applique donc :

¥y € F, [M{an, y) = (uln), y)* < (M| za3 — Culen), 20))(My[3 = Culy), ) (12.43)

Et donc en particulier M{x,,y> — {u(zy),y) tend vers 0 pour tout y € F.
Comme u est compact, on peut extraire de (u(z,))nen une suite (u(zy(n)))nen convergente
vers Vp € F.
On pose alors V] = %
Quitte a remplacer la suite (2, )nen PAr (Zy(n))nen, on peut donc supposer que pour tout
y €Y, {u(xzy),y) tend vers M{(Vy,y) et {x,,y) tend vers {V;,y). Comme de plus u est
autoadjoint, (u(zy),y) = {xn, u(y)) tend vers (Vi,u(y)) = (u(Vh), y).
Donc par unicité de la limite, on a Vy € F,{u(V1),y) = M{V1,y)
Clest-a-dire u(Vy) = MV;.
De plus, V7 # 0 car si V; était nul, on aurait u(z,) P 0 et (u(xn), zn)y T 0 qui
donnent alors M = 0 ce qui est faux par hypothese.
Donc M est bien valeur propre de .

o Supposons maintenant M = 0. On peut considérer m = inf {(u(x), ),z € F, ||z|2 < 1}.
Sim < 0, on trouve un vecteur propre non nul associé a la valeur propre m. Sim = M = 0,
on a alors pour tout x € F de module inférieur & 1, {u(x),2) = 0, et la formule de

polarisation pour la forme sesquilinéaire hermitienne (x,y) — {u(z),y) donne Vz,y €

F.Cu(x). ) = 0 puis up = 0

Théoréme (Réduction) :

Il existe une suite orthonormale (e, )ner finie ou infinie (I = [1, P] ou I = N*), et des scalaires
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(An)ner, tendant vers 0 si I est infini, tels que si F' est 'adhérence de Vect((ep)ner), alors keru =

Ft et pour tout € H,onaz =Y, _;{en, e, + h avec h € keru et u(z) =, _; Anlen, Tyen.

Démonstration :

Supposons que u a une suite infinie de valeurs propres. Prenons une base orthonormale de chaque
espace propre associé a une valeur propre non nulle (ils sont de dimension finie). Avec ces bases, on
forme une suite (e, )nen avec u(e,) = A, pour tout n € N. De plus, (€, )nen est orthonormale car les
sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux. On note F' I’adhérence de I’espace engendré

par la famille (e,,)nen. Alors F' est un espace de Hilbert (fermé dans un complet), et on a :

Ve e F,x = Z (en,xye, etu(x) = Z Anlen, Tyen (12.44)

nel nel

On note alors G = F*. Ainsi, G+ = F et pour x € F {0} on a u(x) # 0 donc keru n F' = {0}.

Comme F' est complet, on a H = F @ G et G est fermé dans H. En appliquant la propriété vue
précédemment & G, on voit que si G # {0}, on a ujg = 0 car sinon il contiendrait un vecteur propre

associé a une valeur propre non nulle ce qui est impossible.

On a donc G < keru, puis G = ker u.

D’oti alors lexpression de x et u(x).

Le cas ou u a un nombre fini de valeur propres est plus simple...
e Exemple : résolution d’un probléme aux limites :

On consideére une fonction @: [0, 27] — R continue strictement positive et on pose a = min 2, @ >
0

Propriété :

Pour toute fonction f: [0,27] — R continue telle que f(0) = f(2), il existe une unique fonction
'+ Qu=f
u(0) =u(2r) =0

u="T(f): [0,27] — C de classe C? telle que

De plus, pour f,g: [0,27] — R continues telles que f(0) = f(27) et g(0) = ¢g(27), on a
ST (T (9)' (1) + QT (F) (T (9)(t) dt = §o7 T(f)(£)g(t) dt = [ T(g)(£) £(t) dt

Démonstration :

o Existence :
Le théoreme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires assure l'existence de uy et
v, w de classe C? telles que —u} + Qui = f, —v" + Qv = —w” + Quw = 0 et u1(0) = v} (0) =
v(0) = w'(0) =0, v'(0) = w(0) = 1.
Ainsi, u est solution de —u” + Qu = f si et seulement si il existe des réels b et c tels que
u=uj + bv + cw et alors u(0) = u(27) = 0 équivaut a =0
cv(2m) = —up (27)
En plus, on a v(27) # 0 car sinon on aurait
o o 27 27 27
JO V() dt = [w']]" - JO v(t)”(t)dt = — ) Qv (t)dt < —afo v (t)dt  (12.45)
Ce qui imposerait v = 0 sur [0, 27] et aboutirait a v'(0) = 0.

On peut donc choisir b et ¢ tels que u(0) = u(27) =0
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¢ Unicité :
Si uq, ug sont solutions, alors u = u; — ug vérifie —u” + Qu = 0 et u(0) = 0 donc on a, d’apres
P'unicité de la solution d’un probléme de Cauchy, u = «’(0)v. Comme v(27) # 0, on en déduit
que u = 0.

Pour f et g donnés, on a T'(f)(0) = T'(f)(27) = 0 donc

27 27
f ﬂﬂﬁﬂ@ﬂww:mwwwﬂ?—j T(f)(H)T(g)"(t) dt
0 0 (12.46)

:j”ﬂnw@w—Tww»w

0

D’oui la premiere égalité, et la deuxiéme par symétrie.
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