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Chapitre 11 : Séries entieres, séries
de Fourier

I Séries entieres et rayon de convergence

Définitions relatives aux séries entiéres

Définition :

e Soit (an)nen une suite de C.
On appelle série entiére de coefficients les a,, la série de fonctions de terme général u,,(z) = a, 2"
(avec la convention z° = 1, soit ug(z) = ag). On notera souvent Z:fo ap2™ une telle série. La
variable z peut étre réelle ou complexe.

e Opérations linéaires :
Soient 7% a, 2", 3" b, 2" deux séries entiéres, et \ € C.
On note Z: 0 On2" + /\Z o bn2™ la série enticre de coeflicients les a, + Aby,.
Donc, par définition : : 0an2" + A bnz +OO o (@n 4+ Aby)2"

e Produit de Cauchy de deux séries entiéres :
La série entiere produit de deux séries entieres Z:ioo anz™ et Z+ bnz" est la série entiere

: 0 Cn2™ Ol ¢ = ZZ:O akbn—i
e Extension :

Si (@n)nsn, n'est définie qu’a partir d’'un rang ng > 0, on ajoute ag = -+ = dap, , =0

Exemple :

, +oo . 0 sin=0
La série entiere de coefficients les = est Zn L5 =20 an 2" Ol ay, =
= sinon
Exemples de produits On pose a,, = a"”, b, = b" pour a,b e C.
Les coefficients de la série entiere produit sont ¢, = >;_, akpn—F
n+1 n+1 y n+1 n+1
: _a —b + +© n) _ \FT0 a —b n
Sla?’éb,cn—TdOnC( noanz>><( n:obnz)— nzoﬁz

Sia=b, ¢, =(n+1)a"

Si a # b, la série entiere produit ( : 0 AnZ ) X ( :fo bnz") s’écrit aussi :

+o0 +a0 0 p T
(Z anz"> X (Z bnz”> > Z anz" + P Z bpz" (11.1)
n=0 n=0

n=0

Attention : ces énoncés ne contiennent aucune propriété de convergence.
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I. SERIES ENTIERES ET RAYON DEHARVIHFGEN(JERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

Rayon de convergence

Morale Le rayon de convergence d’une série caractérise a peu prées les modes de convergence de la série

de fonctions Z:fo anz™ et les propriétés analytiques de la somme.

Lemme (Lemme d’Abel) :
e Soit Z;:fo a,z" une série entiere. On suppose que la suite (an2{)nen est bornée pour un certain
zp € C.
Alors pour tout z € C, si |z| < |z], alors la série de terme général a,,z™ est absolument conver-
gente.
Démonstration :
Supposons que Vn € N, |a, 2| < M.
Alors pour |z| < |z0| et n = 0,

n
(i) ‘éMr”oﬂr:

20

2
Z0

€ [0,1].

lanz™| = |anzl| x

Donc la série est absolument convergente.

Théoreme :
. o0 ya BN
Soit Z::o an 2™ une série entiere.

L’ensemble des réels r positifs tels que la suite (a,7")neny est bornée est un intervalle de Ry

contenant 0.

Démonstration :

n

o Si (anr™)nen est bornée, et si 0 < s < r, alors la série de terme général a,s™ converge

(absolument), donc la suite (a,s™)nen tend vers 0 et est donc bornée.
o Sir =0, (a,r")nen est bornée...
Définition (Rayon de convergence) :
e On appelle rayon de convergence de la série entiere Z:ioo anz™  1élément
sup {r = 0, (anr"™)nen est bornée} de [0, +00]
Si R est le rayon de convergence de la série entiere Zj;fo anz™, 'ensemble des r = 0 tels que
(anT™)nen est bornée est soit [0, R], soit [0, R[.

e Partition du plan associée a R.

Théoréme :

© Si R = +o0, alors pour tout z € C, la série de terme général a,z" converge absolument.
¢ Si R =0, pour tout z € C\ {0}, la suite a,2™ n’est pas bornée; en particulier, la série diverge.
o SiR#0et R+# 400 :

Pour tout z tel que |z| < R, la série de terme général a,,z™ est absolument convergente.

Si |z] > R, la suite a,2™ n’est pas bornée, donc la série diverge grossiérement.

Si |z| = R, on ne peut rien dire en général.

On a ainsi une partition du plan complexe en trois parties (dans le dernier cas).

Démonstration :

o Si R = +o0, alors pour tout z € C, il existe r > 0 tel que 7 > |z| et (an™)nen est bornée.

D’aprés le lemme d’Abel, la série de terme général a,, 2™ est absolument convergente.
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CHAPITRE 11. SERIES ENTIERES, SERIESHREHSOERIHBRES ET RAYON DE CONVERGENCE

o Pour tout z # 0, la suite (an|2|™)neny n’est pas bornée (définition du rayon de convergence)
o Si |z] > R, la suite (ap|2|™)nen n’est pas bornée

Si |z] < R, il existe r €]|z], R[ tel que (@, )nen est bornée.

Puis, d’apres le lemme d’Abel, la série de terme général a,,z™ est absolument convergente.

e Exemples :

o Série entiere de rayon de convergence infini : Vn e Nya,, =0; VneN,a, = %

. 5N e}
o Série entiere de rayon de convergence nul : I:o nlz"
o Série entiére de rayon de convergence R €]0, +00] : ::0 Y

Rayon de convergence d’une somme et d’un produit

Théoréme :
. ’ . =N o0 . s . PN o0
Soit R, le rayon de convergence d’une série entiére o a, 2", Ry celui d’une série entiere o by 2™,
n=0 ’ n=0
Alors le rayon de convergence des séries somme et produit sont supérieurs & min(R,, Ry). Et pour la

somme : si R, # Ry, le rayon de convergence de :fo (an + by)z"™ est égal & min(R,, Rp).

Démonstration :

Pour |z| < min(R,, Ry), on a :

+o0 +00 +o0 +o0 +00 +0o0
Z (an +bp)2" = Z anz" + Z b 2" et Z 2t = (Z anz”> (Z bnz"> (11.2)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

ol ¢ = D i Akbn—k

Donc Z:ioo (an + by)z™ est absolument convergente, idem pour Z:fo cn 2™ (théoréme sur le produit
de Cauchy). En particulier, ((an + br)2™)nen €t (¢n2™)nen sont bornées et donc le rayon de convergence
de la série somme est > |z|. D’ou si R, # Ry, disons par exemple R, < R} :

Pour 7 €]Rg, Rp[, (anr™)nen n’est pas bornée, (b,r™)nen est bornée.

Donc (a, + byp)r™)nen est non bornée.

Donc pour tout r €]R,, Rp[, le rayon de convergence de la série somme est plus petit que 7.

Comme de plus il est plus grand que R,, ce rayon vaut R,.

Exemples
e YneNa, =-b,=1
Alors R, = Ry = 1 mais Ry = +o0.

e On prend (a,)nen telle que L‘Li = ;::3% anz"™, et by, = (—1)"a, ;
Ainsi, szo by 2" = ﬁz
1 sin=0

Et Cp = ZZ:O akbn_k =
0 sinon

On a alors R, = Ry, = 1, mais Ry = +®©

e Avec Z;:i% anz" = 1;12, Ry =1, ',:i% bp2" = 11—J;j27 Ry, =2.
Et Ry = +00.
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I. SERIES ENTIERES ET RAYON DEHARVIHFGEN(JERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

Méthodes de calcul du rayon de convergence

e Un outil pratique : la regle de d’Alembert.

Théoréme :

Soit (4 )nen une suite de complexes telle que :

1. Il existe N € N tel que Vn = N, a,, # 0.

2. La suite

An41
a

n

tend vers [ € [0, +o0]

Alors le rayon de convergence de la série entiere Z:ioo anz" est R =1 € [0+ o0

(1/o=0,1/0=0)

Attention : ce théoréme n’est qu’une condition suffisante.
Démonstration :

Pour z # 0,

n+1
Apy12™
Ap 2™

”1_13_100 = 2| (11.3)

Discussion :
o Pour 0 <l < 400,

— Si |z] < 1/I, d’apres la régle de d’Alembert sur les séries numérique, la série de terme

général a,z™ est absolument convergente donc le rayon de convergence est > 1/1.

— Si |z| > 1/I, alors |a,2™| — o0, donc (an|z|™)nen n'est pas bornée, et le rayon de

convergence est < 1/1.
© Sil =0, on a toujours convergence absolue, donc le rayon de convergence est 400

o Sil = 400, on a toujours divergence grossiere si z # 0, donc le rayon de convergence est nul.

Exemple :
::300 % ; rayon de convergence, étude en +R 7
ant1 (n+1)xn! (n+1)...2n+1) _ (n4+1)2 1
Ona =2 = ooy~ Gnrg) X nl = Gnt2)ent3) 1

Donc le rayon de convergence vaut R = 4.

Etude en +4 :
4" Mg, 2(n41)
Ona —pmo= = 5 <1

Donc la suite (4™ay, )nen décroit.

On cherche un équivalent de u,, = 4™a,, en +0o0.

On va chercher a et K > 0 tels que u, e Kn®.

On cherche déja «a tel que la suite de terme général In (%) converge.

On va étudier plutot la série de terme général In (z—g) —1In ((Zj;)la) :

Unp, Up—1 _ Up, n—1
ln (nia) _ln (W) —ln Y1 +a1n "
2 1
zln(2 Zl>+aln(1—)
n n
ln(1+1) +oz1n<11>
2n n
1\ 1 1
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CHAPITRE 11. SERIES ENTIERES, SERIESHREHSOERIHBRES ET RAYON DE CONVERGENCE

Ainsi, si on prend a = —%, la série converge (absolument), donc la suite de terme général In 2

A

converge vers A € R, et -2 — e?, cest-a-dire u,, ~ el
n

——+00
. B K
On a donc aussi trouvé K tel que u,, ~

n—++d>;7ﬁ

K

Ainsi :en R =4, il di 4n ~  —

insi : en iy a divergence car 4"an _~ NG
Et en R = —4, il y a convergence par critere de Leibniz.

Exemple (Séries hypergéométriques) :
On pose ag =1, Yn € N a, 11 = a, x F(n) ou

F= %, avec Vi € [1,7],a; € C,Vi € [1,s], B; € C\N

On cherche le rayon de convergence de Z:ioo anz™.
S’il existe ig € [1,7] tel que oy, € N, alors F(ay,) = 0, et ¥n > a;,,a, = 0, donc le rayon de
convergence est infini.

SiVie[l,r],a; ¢ N, alors ¥n e N,a,, # 0

0 sir<s

An41
an

Et

il = |F(n)| ~ n'7% soit

n—-+0o0

- <1 sir = s, et le rayon de convergence est alors

400 sir>s
4o sir<s
1 sir=s
0 sir>s
e Par le comportement des suites et séries de a,2".

Avoir a Desprit la partition :

/ \/ Divergence grossiere
\)Q Incertitude
Convergence absolue

Exemple :

Si pour zp € C, la série de terme général a, 2§ est semi-convergente mais pas absolument conver-
gente, le rayon de convergence est |zg].

) . Gn+1 =aa, sin=0 mod 2
Soient a,b e C*; on pose ag = 1, et pour n € N,

Gn41 =ba, sin=1 mod 2
Quel est le rayon de convergence de la série entiere de coefficients les a,, 7

) aznt1 = a™ "
On montre par récurrence que Vn € N,
asy, = a™b”

Pour r > 0, la suite (a,7™)nen est bornée si et seulement si les deux suites (a2n7?")nen et

(a2n+1r2”+1)neN sont bornées, c’est-a-dire si et seulement si r2|ab\ < 1.

1
+/lad|

e Comparaison avec les séries, séries majorantes.

Donc le rayon de convergence vaut
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II. DIFFERENTS MODES DE CONVERABNCREDI UNBFSHRREFBNTIRRIS, SERIES DE FOURIER

Proposition :

Le rayon de convergence de Z:ioo a, 2" est non nul si et seulement si il existe p > 0, M > 0 tels

que Vn € N, |a,| < Mp™.

En effet : Si le rayon de convergence est non nul, il existe 7 > 0 tel que la suite (a,7")pen est
bornée, c’est-a-dire qu'il existe M tel que Vn € N, |a,r"| < M, et p = % convient.

+0o0

Inversement, si Vn € N, |a,| < Mp", alors le rayon de convergence de } "~ a,2" est supérieur a

=

Proposition (Régle de Hadamard — hors programme) :
+0 1
Le rayon de convergence de anz” est R = ——————
Y & n=0"m limy— 400 ¥/ an|
Ou : Si u,, est une suite bornée de réels positifs, on pose :
limy, 4 ooty = limy, oo SUp {ug, & = n} (« limite supérieure »)
C’est-a-dire que lim,,—, 4 u,, est la plus grande valeur d’adhérence de .

Si ug, est positive non majorée, lim,_, 4, = +00.

Notes Si0 < u, < M, v, = sup {ug, k = m} est bien définie, et Ym € N, 0 < v;41 < vy, done

(U )men converge bien.

lim,, 4 oo vy, est une valeur d’adhérence de u : Vm € N, 3k, = m, vy, = ug,, = vy, + %

Toute valeur d’adhérence de u est plus petite que lim,,—, 4 ooy, @ 81 Upn) — @, alors Vm € N, v, > a.

Démonstration (de la régle de Hadamard) :

Pour 7 = 0, on a lim,_, 44 {/\an\r" =7rx limnﬂﬂom = & ol on a posé R = m
Sir > R, il existe N € N tel que Ym > N,sup{W,k > m} > poupell, g

Donc pour tout m > N, il existe k = m tel que W > p, et |ag|r® = p* > 1, donc apr® - 0.
Sir < R :il existe N € N tel que Ym > N, Vm}N,sup{W,k >m} <poupe|p, 1]

Donc Yk = m = N, &/|ax|r* < p, soit |ax|r¥ < p¥, et la série converge.

I1 Différents modes de convergence d’une série entiere

Probleme Dans quelle mesure le rayon de convergence détermine-t-il les modes de convergence ?

FERBY .. ;. 3N [ee]
On considere ici une série entiére Z::O a,z" de rayon de convergence R.

Domaine de convergence simple

Théoréme :

. . 0 \ . . , ope
Le domaine de convergence simple de ::0 anz"™, C’est-a-dire le domaine de définition de f: z —

+o0
Z a, 2" vérifie :
n=0

1. Pour les réels, | — R, R[c Defr(f) < [-R, R)
2. Pour les complexes, D,(0, R) < Defc(f) = Dy(0, R)

MP Mathématiques 6
Séries entiéres



CHAPITRE 11. SERIESENIFHHSENARIE$DEFDEKIBRVERGENCE D'UNE SERIE ENTIERE

Démonstration :
Voir section précédente.
Pour |z] < R, il y a convergence absolue.

Pour |z| > R, il y a divergence grossiére.

Exemples Avec R=1:
o 3,2 2" : Defc(f) = Do(0,1)

o Iioo (ni;)Q : Def(c(f) = Df(O, 1)

o Y ZEL L Defe(f) = Dy(0,1)\ {1}

0 H15(n+1)
o Y% Z— : Defe(f) = Dy(0,1)\Uss

Convergence uniforme et normale

Théoréme :
Une série entiere de rayon de convergence R non nul converge normalement donc uniformément sur

tout disque fermé de centre 0 et de rayon r < R

Attention : En général, une série entiére ne converge pas uniformément sur D, (0, R) ni sur Defc(f).

Démonstration :

Pour r € [0, [, supy,|<, |an2"| = |an|r", terme général d'une série convergente car 0 <7 < R.
+00
Application a f: z — Z an2"
n=0

Théoréme :

f est continue sur le disque ouvert de convergence absolue.

Attention : En général, f n’est pas continue sur Defc(f)

En effet : pour r < R, f est limite uniforme sur D;(0,r) d’une suite de fonctions continues, donc f est

continue.

Ainsi, f est continue sur | J,_p D(0,7) = Do(0, R).

Exercices de compléments (On suppose que 0 < R < 40)
1. Si :fo an,R" est absolument convergente, alors on a convergence normale sur D;(0, R). Donc le
domaine de définition de f est D;(0,R) et f y est continue.
2. Cas de la variable réelle : utilisation des séries alternées.
On suppose que Vn € N, (—=1)"a,, = 0, et que |a, R"| décroit vers 0.
Alors Z:ioo anx™ converge uniformément (mais pas toujours normalement) sur [0, R], et Dg(f)

contient R et est continu en R.
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II. DIFFERENTS MODES DE CONVERABNCREDI UNBFSHRREFBNTIRRIS, SERIES DE FOURIER

En effet : Pour z € [0, R, un(2) = apz™ = (—1)" ((-1)"a, R") (%)"
—_—
>0
Donc u,(x) est alternée, et de plus |u, ()| décroit vers 0.
Donc la série de terme général u,(z) converge (critére de Leibniz)
De plus, pour tout n € N, Z;:SLH up(2)| < |upy1(z)] < la, R™
Donc | Ry - 0

Il y a donc convergence simple, et la suite (R, )nen converge uniformément vers 0, donc la série

converge uniformément.

Théoréme (Théoréme de convergence radiale d’Abel) :
. oe] s . PN [oe]
3. Soit Z:L;O a, 2™ une série entiere, zg € C* tel que Zz:o anzy converge.

[ee] . ,
Alors 37% a,2™ est uniformément convergente sur [0, 2]

En particulier, fj, ., est continue en zp.

Démonstration :

On pose z = zgu pour u € [0;1]

Alors szo anz" = zioo anu™ ou al, = anzy

On est donc ramené au méme probleme avec zg = 1, ce qu’on suppose.

" est uniformément

. . +0 +00
On suppose donc que » '~ a, converge et on veut montrer que Y, ", a,x
(e ¢]
convergente sur [0; 1]. Posons r,, = Z;::nﬂ ag.
On va montrer le critere de Cauchy pour la convergence uniforme.

Soient n,m € N avec n = m. Alors :

n
3 ot =
k=m

n—1 n
(r—1 — )" = Z rizdtt — Z ria’!
j=m

j=m-—1

NgE

>
Il
3

(11.5)

+1 ] m n+1
ri(@T =)+ rpoa™ —

I

I
3

Done | 3, anz®| < 30, [rjll2l |1 = 2| + [rm—l2]™ = [ 2"+

Soit € > 0, et N € N tel que Vn = N, |r,| <¢

n

Pour n>m > N, | X)_,, apa®| <e(X]_,, o7 v — 1] + 2™ +2"H!) < 2e0™ < 2¢
——

l1—z
Remarque :
Comme conséquence, on a le fait que pour toute série entiére de rayon de convergence R, = €
+o0
Defr(f) — Z apx” est continue (méme en +R si ils sont dans Defg(f))

n=0

Proposition (Expression intégrale des coefficients) :

+0o0

4. On suppose que R > 0, on note f(z) = >, ") anz".

Pour tout z € [0; R, : t — f(re®) est définie et continue sur R, et :
27

1 . .
VneN, — fre®)e ™ dt = a,r" (11.6)
2T 0

Démonstration :

t > re® est continue & valeurs dans D, (0, R) ol f est continue donc ¢ est continue sur R.
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CHAPITRE 11. SERIES PROPRRESESERVAY. PEIGOERIBR LA SOMME D'UNE SERIE ENTIERE

Soit neN. On a :
27 . . 27 [+ ) . 27w +0 .
f(re™ye ™ dt = f Z ap(re®)k | emt dt = f Z aprtelF=mt qy (11.7)
0 0 \k=0 0 k=0
On pose u(t) = aprFe’* =™t Alors uy est continue et |ug|o = |ag|r¥, terme général d'une série
convergente ( r < R)

e0] . , . .
Donc Z::O Uy, est normalement, donc uniformément convergente sur [0; 27, et on peut intervertir

I’intégrale et la somme :

21 27
flre®)e ™ dt = 2 agr J ef k=t 4t = 9mq,r™ (11.8)

Théoréme (de Liouville) :
Soit f une fonction entiére. On suppose qu'il existe A, B, C > 0 tels que Yz € C, | f(2)| < A+B|z|°.
Alors f est un polyndéme

(Fonction entiére : somme d’une série entiere de rayon de convergence infini)

Démonstration :

Supposons que Vz € C, f(z) = 31 a,2"

Pour tout ne Net r >0, on a a, = ﬁ g” f(reft)e=int dt
Donc |an| < 27-(7n S(Q]W |f (ref) | dt < = L(A+ Br9)

Pour n > C, le passage a la limite quand r — 4o donne a,, = 0, c’est-a-dire f(z) = ZS:O anz"

I11 Propriétés analytiques de la somme d’une série entiere

Morale Sur]— R; R[, on calcule avec la somme d’une série entiere comme avec un polynome.

Régularité

Lemme :

;. PN a0 7. S 0 — N
Une série entiére ZZ:O anz™ et la série dérivée formelle (Zzzl na,z""1) ont le méme rayon de conver-

gence.

Démonstration :

On note R le rayon de convergence de Zn 0anz", R celui de X napz" L
Pour 7 € [0; R'[, on a pour n =1 : a,m" = na,r" ! x L

Comme (na,r" 1) ,en+ est bornée, (a,r™)nen Uest aussi.
Donc [0; R'[c [0; R], et R > R'.
Si r e [0; R, soit s €]r, R[. Alors (a,s™)nen est bornée, et :
1 n—1
Vn = 1,na,r" " = a,s" x —n (f) (11.9)
s \s

n—1 . _ ,
Comme (a,8")nen est bornée, et hmTHJroon( ) = 0, la suite (na,r" 1),>1 est bornée, et donc

r< R.
Donc [0; R[c [0; R'], d’ou 'autre inégalité puis R = R'.
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III. PROPRIETES ANALYTIQUES DEHAMORBIE D 3IEEBYRNTERHASRIERIES DE FOURIER

Théoréme :
La somme d’une série entiere de rayon de convergence R est de classe C* et indéfiniment dérivable

terme & terme sur | — R, R|.

Remarque :
Ce théoréme remplace I’appel au théoréme sur les caractérisations C* des séries de fonctions (Mais il ne

donne aucune information sur +R)

Corollaire :
Unicité du développement en série entiere de séries entiére de rayon de convergence non nul :
. [ee} N . .
Sif(z) = Z::O anx™ pour z €] — R, R[ ou R est le rayon de convergence, strictement positif, alors

(n)
VneN, a, = fT(O) (C’est-a-dire que la série est la série de Taylor)

Démonstration :
Pour le théoreme :
Soit f(x) = :ioo anx™ de rayon de convergence R > 0.

Posons uy,(z) = a,z™. Alors u, est de classe C!.
+0

! og
Le rayon de convergence de ), u;, est encore R.

!

., sont normalement

Donc sur tout segment [—r,7] ott 7 < R, les deux séries /% u, et 7% u
convergentes donc uniformément convergentes.

Ainsi, f est de classe C!, dérivable terme & terme sur [—r, 7] pour tout r < R, donc sur | — R, R].

Ensuite, par récurrence, f est de classe C* sur | — R, R].

Ainsi, Yk e N* Vo €] — R, R[, f®)(z) = X = n(n—1)... (n — k — D)azaz™ "

Donc Vk € N*, f(5)(0) = Elay, ce qui établit ainsi le corollaire.

Algebre des fonctions développables en série entiére sur | — a, a]

Définition :

e | Une fonction f:] —a,a[— C (pour a > 0) est dite développable en série entiere s’il existe une série
entiere Z:fo anz" de rayon de convergence R > a telle que Vz €] — a;al, f(z) = :ero anT".
Exemple :
x — est développable en série entiere sur | — 1,1[ et Vo €] — 1, 1], f(z) = 375 2™
Notation (ici seulement) :
On note DSE(a) l'ensemble des fonctions f: ] — a;a]— C développables en série entiére, ou a €
[0; 4-00].
Théoréeme :

o DSE(a) est une sous-algebre de C*(] — a;a[,C), stable par dérivation et primitivation.

_ o

o Pour f:]—a;a[— C, développable en série entiere avec YV €] — a,a[, f(x) = > 7 ana”, et

pour tout segment [u,v] <] —a;al, on a §* f(z)de = 317 a, 0 " dt.

Démonstration :

On a vu que si f € DSE(a), alors f est de classe C® sur | — a; a[, dérivable terme & terme.

MP Mathématiques 10
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Si Vz €] — a;al, f(z) = 3% ana”, alors Vo €] — asal, f'(z) = 37F na,z" !, et le rayon de

convergence de la série dérivée est égal au rayon de convergence de la série.
Donc f' € DSE(a).
Si Va €] — a,al, f(x) = Y % ana”, on prend F(z) = C +

convergence de cette série entiere est égal & celui de sa dérivée, qui est f. Donc F € DSE(a).

= Jacg™t1 alors le rayon de
Montrons que DSE(a) est une sous-algebre de C*(] — a, a[, C).

Déja, DSE(a) n’est pas vide (contient par exemple les fonctions polynomiales).

Et DSE(a) est stable par 4+ et x, d’apres les théorémes sur le rayon de convergence des sommes et
produits.

Soit R > a le rayon de convergence de Z:fo anx™. Pour [u,v] €] —a,al, prenons r = max(|u|, [v]) <
a. Sur [—r,r], et donc sur [u,v], szo an,z" est normalement convergente, donc on peut intégrer

terme & terme sur [u, v]

e (Caractérisation des fonctions développables en série entiere :

Théoréme :
Soit f:]—a,a[— C (a > 0)
Alors f € DSE(a) si et seulement si f est de classe C® et

T _ t n
Vz €] —a,al, lim =t
n—+w Jq n!

FOD@)dt =0 (11.10)

De plus, pour f € DSE(a), on a Yz €] — a,a[, f(x) = Z+OC fn(.o) "

Démonstration :
Si f € DSE(a), alors f est de classe C®, et f s’écrit f(z) = :ooo anz”.

De plus, Vn e Nya,, = f<">(o)

Comme f est de classe C*, on peut appliquer la forrnule de Taylor avec reste intégral :

Pour tout x €] — a,a[ et tout n € N, f(x) — Z f(k) =, (xnf FOFD () dt
o ®
—

k=0 AkT®

Comme limy, o0 Yp_g axz® = f(z), on a lim, 1o §; ( nt)" FOD(t) dt = 0.

Réciproquement, si f est de classe C* sur |—a, al, et si pour tout & €]—a, a[, lim,— 1o § @D ¢t D) (4) At =

n!

0, alors pour tout n € N,

w_ [f =" (n+1) N
710 —r Ut dt -0 (11.11)

2 (o
-2
k=0

® (o
Donc >, ! ( ) 2% converge pour tout x €] — a,al, et a pour somme f(z).

Le rayon de convergence de la série de Taylor est donc > a et f € DSE(a).

Attention : 1l existe des fonctions de classe C* qui ne sont pas développables en série entiere :

0 siz=0
fio— , ; alors f est de classe C* sur R, et ¥n e N, £(")(0) = 0.
e Ve siz#£0

Si f était développable en série entiére sur | — a,a[ pour a > 0, on aurait

Vz €] —a,al, f(z) = Z:OOO f(n)!(o = 0 ce qui est faux.
Pour f(z) = SFOO 1-7-;52 dt, f est de classe C* sur R et Vn e N, f2™)(0) = (n!)2.
Donc pour tout = # 0, la série de terme général Zﬂo f(n)(o)x diverge.
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Compléments hors programme : série entiere de la variable complexe

et caractérisation analytique

Définition (Caractérisation analytique) :

Soit U un ouvert de R ou C, f: U — C.

f est dite analytique sur U lorsque pour tout zg € U, il existe une suite (an,(zo))nen telle que
o Z:fo an(z0)t"™ a un rayon de convergence R(xg) > 0 et il existe r > 0 vérifiant :

Bo(zg,r) c U, r < R(zg) et Y € By(zg,7), f(x) = :ioo an(zo)(x — 20)"

En d’autres termes, f est analytique lorsque f est développable en série entiere au voisinage de tout

point de U.

Attention : On a deux notions différentes :

o Les fonctions analytiques de variable réelle (U < R)

o Les fonctions analytiques de variable complexe (U < C)

Exemple :

+o 2t

z
Pour € C, e* = > =) =

Alors exp est analytique sur C.

En effet : Soient zg € C,h € C.

_ _zo,h __ N\OT0 €70 31 p
Alors exp(zg + h) = e®e" = > "7 <+ h

z _ "t e*0
Et e* = n=0 n!

(z — zp)™ a un rayon de convergence infini.

Proposition :

Si f(z) = 3t% an2™ pour |z| < R, alors f est analytique sur D,(0, R).

n=0

Démonstration :
I1 faut montrer que pour tout zg € D,(0, R), il existe r > 0 tel que pour tout h € C tel que |h| < r,

flzo+h)= :;}00 an(zp)h™ avec un rayon de convergence R = r.

On prend r = R — |zg].

_ +0o0 n __ +o0 n G om—i1i 400 4000 )
Pour |h| <7, ona f(zo+h) =2 "gan(z0 +h)" =20 Zgan 2o Chzy "h" =20 20 20 Un.i
. an,Clzy'h' sii<n
ol up,; =
0 sinon
Pour appliquer la formule de Fubini, on étudie les quantités pour n fixé o, = Y157 Ju, | et 7% o
ppiq , q 1% n = 2ui=0 |Un,i n=09n

Pour tout n, o, est bien défini car pour ¢ > n, u, ; = 0.
De plus, oy = 3,2 Cplan]|20]"*|hl* = |ax|(|20] + [R])"

La série de terme général o,, converge car |zo|+ |h| < |z0| +7 = R, et donc la série de terme général

an (20| + |h|)™ converge absolument.

D’apres le théoréme de Fubini, on a :

400 +00 400 +00 40+ 4 ‘
flzo+h)= Z Z Up,i = Z Z Up,i = Z Z Chanz) 'h' = 2 a;(zo)h' (11.12)
n=0i=0 i=0 n=0 i=0 n=i i=0
MP Mathématiques 12
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Définition (Dérivabilité au sens complexe) :
Soit f: U — C, U étant un ouvert de C, et 20 € C 25 € U.

w tend vers une valeur finie (notée f(,(2o)) lorsque

f est dite C-dérivable en zj si le terme
h € C* tend vers 0.

Si f est C-dérivable en tout zg € U, f est dite holomorphe sur U.
Remarque :

On peut montrer que si f est holomorphe sur U, alors elle est de classe C* au sens complexe, et méme

elle est analytique sur U.

Exemple :

o Toute fonctions polynomiale est holomorphe sur C.

o z+— Z n’est C-dérivable en aucun point.

Proposition :

Si f est somme d’une série entiere de rayon de convergence R non nul, alors f est holomorphe

sur D, (0, R).

Démonstration :

On sait que sur Bf(0, R — |2]), on a f(z) = 3725 an(20)(2 — 20)"

Donc f(z9) = an(20), et pour tout h € C tel que 0 < |h| < R—|z0|, M = :iol an(z9)h" !

a0 — ;. s \ . 0
Or, Z::=1 an(20)h™ ! un rayon de convergence supérieur ou égal a celui de Z::O an(z0)h™ (on

reconnait presque la série entiére dérivée)

Donc h — Y% a,(20)h™ ! est définie et continue sur Do(0, R — |z|) (au moins)

n=1
Donc lim o  LGeth)=/(z0)

existe et vaut aj(zp).
0<|h|<R—z¢

IV Application des séries entieres

Développement des fonctions usuelles

e Méthode utile :

© Par somme, produit, dérivation, primitivation sur des développements en séries entiéres, on
obtient de nouveaux développements.

o Utilisation d’une équation différentielle :
Si on sait que f est solution d’une équation différentielle, en injectant f(z) = :fo anx™ et
en dérivant terme a terme sur l'intervalle de convergence, on obtient des relations entre les
Q.
Attention : 1l faut toujours s’assurer que la série entiere obtenue a un rayon de convergence

non nul, et que la fonction trouvée est bien solution.
o On peut aussi étudier le reste de Taylor.

e A partir de la série géométrique :

Théoréme :

1. Pour tout z € D,(0,1), Z:fo 2" = i, de rayon de convergence égal a 1.

MP Mathématiques 13
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2. Pour tout p € N et z € D,(0,1), :fp nn—1)...(n—p+1)z" = %, de rayon de
convergence égal a 1.
Ou aussi 375 Chip?™ = W
Démonstration :
Le rayon de convergence est 1 d’apres le critere de d’Alembert.
Pour z non nul tel que |z| < 1, on pose p(t) = Y% (t2)",t e } ﬁ, ‘71| [ o [—1,1]

Alors @ est dérivable en série entiére, de rayon de convergence ﬁ, sur } ﬁ7 ‘71| { et :

-1 1 1
vt t) = —— 11.13
|5 -5 (11.13)
On dérive terme a terme (¢ est a variable réelle) :
®) (¢ N n—p,n ple?
Avec t = 1, la formule devient Z:fpn(n —1)...(n—p+1)2"= %

Qui est bien la formule voulue pour z non nul.

e Fractions rationnelles :

Théoréme :

Soit F' € C(X) dont 0 n’est pas pdle, et R = min(A) ou A est 'ensemble modules des pdles de
F. (on prend R =+ si F e C[X])

Alors F est développable en série entiere sur D,(0, R), et le développement s’obtient a partir de

la décomposition en éléments simples de F' et des formules valables pour m > 1 et 29 # 1 :

e (2) S (2)

Complément : le rayon de convergence de la série obtenue est exactement R.

Démonstration :

Ona F'=FE+ Zz 0 Zg 1 (Xaz;);

Pour |z| < min(|z|,i € [0, N]), on a

== d(=2i)7 (L—2/2)7

N m, n (11.16)
Gy St S e (2)

i=07j= 1 n=0

Rdc=min(|z;])

Donc la série entiére a un rayon de convergence au moins égal a min(|z;|, 7 € [0, N])
Montrons maintenant que le rayon de convergence est égal & min(|z;|,i € [0, N]) :
On peut supposer par exemple que le minimum est |zo|
Alors pour |z| < |2/, |F(2)] —— 400
z2—20
Or, si le rayon de convergence de la série était supérieur a |zg|, cette série entiére serait continue

en 2o, donc F'(z) aurait une limite finie en zg, ce qui est faux.
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e Logarithme, arc tangente :

Théoréme :
Pour z €] — 1,1, on a :
+0 n+1
1 = " 11.17
n(i+a) = 3 (-1 (11.17)
n=0
+0  n+1
x
In(l — z) = — 11.18
- == 3 (11.18)
1o p2ntl
Arctan(z Z (11.19)
Tous de rayon de convergence égal a 1.
Démonstration :
On intégre terme & terme :ioo (—x)™ sur [0,a] <] — 1,1] :
a a +OO +0o0 an+1
In(1 = = -1)" 11.20
n(l+a) O1+t J ;0( VT (11.20)

(Possible car la rayon de convergence de :ioo (—x)™ vaut 1)

De méme pour les autres.

Proposition (Complément) :

La premiere et la troisieme formules sont valables en x = 1.

En effet : On utilise un argument de continuité en = 1 (on sort ici du chapitre « séries entieres »,

et on travaille comme avec des séries de fonctions quelconques) :

n a2ntl
2n+1

On pose, pour z € [—1, 1], up(z) = (—1)

D’apres le critére de Leibniz, on a convergence simple de (uy )nen sur [0, 1] :

4 x2n+1 1
D1 w@)] < Junga(@)] = S i e dl (11.21)
k=n-+1
t© p2n+l
Donc la série de terme général u,, converge uniformément sur [0, 1], et donc z — Z (-1 "2 1
n

i n=0
est continue en 1.

4+ (=1)"
n=0 2n+1

Donc Arctan(1) = lim,_,;- Arctan(z) =

On utilise le méme argument pour In.

e Formule du binome :

Théoréme :
Soit o € C.

o La série entiere 3% M n

o Si a € N, alors pour tout z € C, 3 1% alazl).lamntl) jn — (] 4 )

n!

a pour rayon de convergence 1 si a ¢ N, +00 sinon.

4+ a(a—1)...(a—n+1) 0

o Sinon, pour z €] — 1,1[, >, 7, = = (14 2)* = exIn(1+2)
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Démonstration :
SiaeN alors pourn 2 a+1, a...(a —n+1) =0, et la formule est donnée par celle du bindéme

de Newton.

Si a ¢ N, d’apres le critere de d’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.
Calcul de f(z) = 3% wx pour z €] — 1,1].

On considére g(z) = f(z)(1 + x)~“. Alors g est de classe C* sur | — 1,1], et
Vo] = 1,1L,¢'(@) = (1 +2)"°"(F(@)(1 + 2) — af(2)) (11.22)

Or, pour z €] — 1, 1],

N IS - a—n
f/(x)(l—i—a:)—af(gg): <Znanxn—1> (1+$>_OKZCLn.’En Oflan:a(a 1)( -|—1)

|
=0 n:

+ + +00
= Z na,z" "t + Z napx" — a Z anx"
n=0

n=1 n=1
+o0o +o00 +©
(5 + Dajy12? + Z jajz! — Z aa;z’
3=0 j=1 j=
+00

= Z j+Daj1+ (5 — a)a;) 2z’

(11.23)
Or, VjeN,aj41 = Sty Done Vo €] —1,1[, ¢'(z) =0
Or, g(0) = f(0) =1, donc g =1 et Yz €] — 1, 1], f(z) = (1 + z)*.
Construction de nouvelles fonctions
Définition :
On définit les fonctions de la variable complexe suivantes :
exp, sh, ch, cos, sin pour tout z € C :
+0o0 40 2n +0o0 2n+1 400 2n
2" z z z
— -n" h(z) = —_— h(z) = 11.24
()= 33 T o) = 3 0 g )= X gy @)= 3 g (2
Toutes de rayon de convergence infini.
Lorsqu’elles sont définies, on peut aussi définir (pour z € C tel que cos z # 0 ou sin z # 0)
sin(z) cos(z) sh(z)
t = t = th = 11.25
an(2) cos(z)’ cotan(z) sin(z)’ (2) ch(z) ( )

Théoréme :

1. La fonction exponentielle est définie et continue sur C et réalise un morphisme de groupe (C,+)

vers (C*, x), surjectif de noyau 247Z ol 7 est la plus petite solution strictement positive de

cosz =0

2. Pour tout a € C, t € R — e est de classe C* de dérivée t — ae®.

De méme, sin, cos, ch, sh sont de classe C* sur R...
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3. Les formules de trigonométrie sont aussi valables dans C :

Pour z € C,
cos z = ch(iz), ch(z) = cos(iz) (11.26)
sinz = sh(iiz)’ sh(z) = sini’iz) (11.27)
cos(z) = sin(z + g), sin(z) = cos(z — g) = cos(g —2) (11.28)

Pour z,z" € C, on a cos(z + z’) = cos zcos 2z’ —sin zsin 2’...

Démonstration :
e La fonction exponentielle est somme d’une série entiére de rayon de convergence infini, donc est

définie et continue sur C. Le théoreme sur le produit de séries absolument convergentes donne :

Vz,72' € C,e*t" = e%e” (11.29)
Comme €” =1, on a Vz € C,e? € C* et z — €* est un morphisme de groupes.
La restriction de exponentielle a R est a valeurs réelles. De plus, on peut dériver terme a terme :
Vz e R, exp/(z) = exp(z).
Par ailleurs, exp(R) est un intervalle de R, ne contenant pas 0.
Comme 1 = exp(0) € exp(R), on a donc Vx € R, exp(x) > 0.
Donc exp est positive et strictement croissante sur R.
Pour tout 2 € Ry, on a exp(z) = >, %7: > 20 + % =142z —> +ow.
Donc limy_, 4o ¥ = 400, limg o €” = limy 4 o0 e% =0

Donc R* < exp(C).

On cherche I'image de iR par exp :

— & (o T Can Tt .
V€ R,exp(ix) = Z — = Z (=9)"— = exp(—iz) (11.30)
~ nl = n!

Donc |exp(iz)|* = exp(iz) x exp(—iz) = 1.
Ainsi, exp(iR) < U et contient 1.
Montrons que —1 € exp(iR)

n=0 n!

On pose pour t € R, p(t) = exp(it) =
Ainsi, on reconnait Re(y(t)) = cost.
cos(R) est un intervalle de R, inclus dans [—1,1] (Car Vt € R, |cost| = |Re(p(t))| < |p(t)] = 1), et

contient 1 car cos0 = 1.

Si cos(R) contient un élément négatif ou nul, alors il existe ¢; tel que cos(t;) =0

Alors cos(2t1) = Re(p(2t1)) = Re(p(t1)?) = cos? t; —sin?t; = —sin?t; = —1 (Car |o(t1)| = 1)
Et cos(R) contient effectivement un élément négatif, car sinon :

On pose a = inf(cosR) > 0

11 existe une suite (¢, )nen de réels telle que (costy,)nen tend vers a en décroissant.

Alors pour tout n, cos(2t,) = cos?(t,) — sin®(t,) = 2cos?(t,) — 1

Et par passage a la limite, cos(2t,) — 2a% — 1.
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Donc 2a? — 1 > a, soit (a — 1)(a + %) =0

Ainsi, soit a = 1, soit a < —%. Comme a est positif, on a a > 1 et donc cos = 1 ce qui est faux car

cos”(0) = —1 (d’apres le développement)
Donc —1 € exp(iR), et —1 € cos(R).
Donc cos(R) = [—1, 1].

Pour tout u = a+ ib de module 1, il existe g tel que cos(tg) = a, et alors sinty = ++/1 — cos? ¢y =
+0.

On a donc et =y,

e Existence de 7, plus petite racine positive de cosz = 0.
Déja, la fonction cosinus est paire (d’apres le développement)
Donc X = {a = 0,cosa = 0} est un fermé non vide de R (car la fonction cos est paire)
Donc il admet une borne inférieure qui est en fait son minimum (car X est fermé)

D’ou Dexistence.

0 qngn

e Etude de t — et =
n!

n=0
classe C®, dérivable terme & terme...

somme d’une série entiere de rayon de convergence infini, donc de

e Formules de trigonométrie :
Par exemple : cos(2z) = 2cos? z — 1 :
On a cos? z 4 sin? z = (cos z + ésin z)(cos z — isinz) = e®e% =1
Puis
e 477 (e¥)2 4 (e7%)?  (cosz + isinz)? 4 (cosz — isin z)?

2 B 2 B 2 (11.31)
=cos?z —sin®?z=2cos?z — 1

cos2z =

Application (Domajne de dgﬁnition de tangente) :
cosz =

On étudie I’équation , c’est-a-dire e¥* = —e~ %, ou encore e2¥* = —1
zeC
Or, e = —1
En effet, cos § = 0 (définition), et cosm =2cos? § — 1= —1

2i(z—3)

Donc cosz =0 < e =1 = 2-5€enl < z=5 +knkelk

Donc Domg tan = C\ {% + 7Z}

Prolongement de fonctions continues

1) Exemple de I’exponentielle réelle

On suppose connue la fonction exp: R — R* de classe C! telle que exp’ = exp et exp(0) = 1.

Alors, pour tout = € R, on a exp(z) = 3./ % .

En effet : Par récurrence, exp est de classe C*.
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Pour tout ze Ret ne N, on a :

T (o — n—1 T e — "
J e=t" exp™(t) dt‘ < e(x) f |7t|et dt (e(x) =sgnx)

T _ t n
<5(x)f Mem dt
0 n:
(o rH]® - (11.32)
< a(x)e‘xl {'} = E(m)”"'lelxlil
(n+1)! ], (n+1)!
< |x‘n+1 o]
(n+1)! n—-+0
Donc Vz € R, limy, 40 D1 ””n—l: exp®(0) = 374 20
On peut prolonger cette fonction & C, (car le rayon de convergence est infini), en posant Vz €
+oo gn
Ciexpz =), %

2) Exponentielle matricielle

Pour A € .#,(C), on peut poser exp(A) = :fo i,

3) Logarithme complexe (hors programme)

Définition, proposition :

+ n(z—1 ntt
On pose, pour z € C tel que |z — 1| <1,Inz=>"" (-1) ( n+)1
. . _ o n(@=1)"+
Remarque : on sait que Yz €]0,2[,Inz =3 = (—=1)" = "5—

Alors :
e In est définie et de classe C* sur D,(1,1).

e Vze D,(1,1),exp(Inz) = 2z

e —1] <1
e VzeC, = In(e?*) =z
| Imz| < §
lz—1| <1

e V2,2 €C, [2/—1]<1 } = Inzz'=Inz+Inz
|2’z —1] <1

Démonstration :

+00 (—1)" amt!

® 2in=0 ntl

est une série entiere de rayon de convergence égal a 1.

+© n+1

x
D — _1 n
onc x Z (-1) i

est défini et continue sur D, (0, 1).
n=0
Donc In est défini et continu sur D,(1,1)

e exp(ln z) est définie pour tout z € D,(1,1).

On va montrer que Vz € D,(1,1),zexp(—Inz) =1
Lemme :

o Soit u: [0,1] — Dy(1,1) de classe C'. Alors t — In(u(t)) est de classe C* de dérivée .

o Soit v: [0,1] — C de classe C'. Alors t — exp(v(t)) est de classe C' de dérivée t — v'(t)e"®).
Démonstration (Du lemme)

On a In(u(t)) = Y0 % (_1)n%'

an(t)
On applique le théoreme de dérivation des séries :
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IV. APPLICATION DES SERIES ENTIHRIPSTRE 11. SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

o Pour tout n € N, ay, est de classe C! et af,(t) = u/(t) x (=1)"(u(t) — 1)
o La série converge simplement en un point (méme en tous)
o La série de terme général o, converge uniformément sur [0, 1].

En effet, elle converge normalement car si on note M’ = ||t/||o, M = |u— 1|, on a M < 1 et donc

ol o < M'M™, terme général d’une série convergente.

Ainsi :
Inou est de classe C' et (Inow)'(t) = X% w/ (1)1 — u(t)" = = = 0
Maintenant :

Pour z € D,(1,1) fixé, posons u(t) =tz + (1 —t) € [1, 2] et (t) = u(t)e” E®)

Comme u est de classe C' & valeurs dans D,(1,1), ¢ est de classe C!, et V¢t € [0,1],¢(t) =

¢ In(u()) (u’(t) - %u(t)) —0

Donc ¢ = ¢(0) =1

En particulier, ¢(1) = 1 = ze~ "2,

e Sile* —1] <let|Imz| < 7,
Tout d’abord, e(¢7) = e*

Donc il existe k(z) € Z tel que In(e®) = z 4 2ik(z)m.

In(e®)—z
2

k est continue car k(z) =
Etude du domaine {z € C,[e* —1| <l et |[Imz| < 2} = D.
Soit z = x + ¢y pour x,y € R.

Alors |e* — 1|2 = ("™ — 1) (e" % — 1) = €** — 2cosye” + 1
Donc D={z=xz+iyeC,|y| <5 et e” <2cosy}

D est convexe car c’est le sous-graphe de y — In(2cosy) qui est concave sur | — 7, Z[. Donc D est

jus
2
connexe par arcs.

)

SIE

recos(3)

In2

NIE

Donc k est continu sur D connexe par arcs a valeurs dans Z.
Donc k = k(0) = 0.
e Soient u, v tels que Ju — 1] < 1, v = 1] < 1, |[uv — 1] < 1. On a déja exp(lnu + lnv) =
exp(Inu) exp(lnv) = uwv = exp(In(uv))
Donc In(u) + In(v) = In(uv) 4+ 2¢k(u, v)7 ou k € Z.
On fixe u = g tel que |ug — 1] < 1. Alors ug # 1.
lv—1] <1

On fait varier v dans le domaine D(ug) défini par , C’est-a-~dire |v —
lugv — 1] < 1

|

uo

<Il&l

D(up) est une intersection de deux disques, donc est convexe, donc connexe par arcs.

De plus, il contient v = 1.
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CHAPITRE 11. SERIES ENTIERES, SERIEA PPLRCATH{RR CLASSIQUE DES SERIES ENTIERES

Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & D(ug) — Z , k(ug,v) =
v —>  k(up,v)
k‘(UQ, 1) =0.

V Application classique des séries entiéres

Résolution d’équations fonctionnelles (surtout différentielles) On cherche des solutions de

I'équation (E): 22y +4ay + (2—22)y—1=0

Analyse On cherche f dérivable en séries entiéres solution de (E) de rayon de convergence R non

nul, disons f(z) = ::Oo anT™.

Alors f est de classe C*, dérivable terme a terme sur | — R, R[. Donc :

+% +o +00 +%
Z n(n — Dayz™ + Z dna,x™ + Z 2ap2" — 2 anz" =1 (11.33)
n=2 n=1 n=0 n=0

Par unicité du développement en séries entieres de rayon de convergence non nul, on a :
e Pour n =0 : 2ag = 1, soit ao:%.
e Pour n=1:4a; +2a; =0, soit a; =0

e Pour n > 2: n(n — 1)a, + 4na, + 2a, — an—o = 0, soit :
an(n® +3n+2) =a,(n+1)(n+2) =a, o (11.34)

© Sin est impair, a, =0

© Sin est pair,

o — a2(p-1) _ a2(p-2) _ . @x2 1
- = - = =
T2+ +1)  2p+2)2p+1)(2p)(2p— 1) p+2)! (2p+2)!
(11.35)
Donc
+o0 2n L (ch(z) —1) siz#0
T z2
fle) =), o (11.36)
n=0 : 1/2 six=0
Réciproquement, soit f défini par f(z) = :fo % ; alors f a un rayon de convergence infini (critére

de d’Alembert), donc f est de classe C* sur R, et on vérifie que f est solution sur R de (E). (soit

directement, soit avec les coefficients)
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