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Chapitre 10 : Suites et séries de
fonctions

Cadre On va parler de suites et séries de termes généraux u,: A — E ou A est une partie d’un evn,

et F est un evn.

I Convergence simple

Définition

Définition :

Suite de fonctions On dit que la suite de fonctions (fy,)nen, fn: A — E converge simplement sur A

lorsque pour tout x € A, la suite de terme général (f,(x))nen converge.
La fonction g définie sur A par Vz € A, g(z) = lim,,, 1o fn(x) s’appelle limite simple de (fy,)nen-
Séries de fonctions On dit que la série de terme général u,: A — FE converge simplement sur A

lorsque pour tout x € A, la série de terme général w,(x) converge, c’est-a-dire si la suite des
sommes partielles S,, = ZZ:O uy converge simplement sur A.

Domaine de convergence simple Il peut arriver qu’il n’y ait pas convergence simple sur tout le
domaine de définition des fonctions (ici A)
Dans ce cas, ’ensemble des x en lesquels la série converge s’appelle le domaine de convergence
simple.
Dans le cadre des séries, le domaine de convergence simple est le domaine de définition de la

fonction somme totale.

En pratique

L’étude de la convergence simple correspond a celle d’une suite ou d’une série avec un parameétre.

Exemples sur les séries

o Série géométrique :

Le domaine de convergence simple complexe de :fo a™ est le disque unité (ouvert)

e Exponentielle :

Le domaine de convergence simple complexe de :fo L est C.
= n:
[un+1] N 0)

‘un‘

(D’apreés le critére de d’Alembert pour = # 0 :

. Zzioo xn : domaine de définition complexe ?
D’apres le critére de D’Alembert (pour z # 0), la série converge si |z| < 1, diverge si |z| > 1.

Pour |z| =1:
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I. CONVERGENCE SIMPLE CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

o Cas réel :

Pour z

=1, la série diverge, pour z = —1, elle converge (critére de Leibniz)

o Cas complexe : (z # 1, |z| = 1)

On a, pour tout n € N* 1 = S(l) t"~1dt. Donc :

i % - i (Jl tk—ldt> ok — Jl i =1k 4y
k=1 k=1 \WO0 0 k=1

- Zr 1-(2)" Zjl dt Zr )", (10.1)

0 1—tz Ol_tzi Ol_tz
) en
A est lintégrale d’une fonction continue, donc définie (1 — tz # 0)
Ltz Loy 1
Et |en] < 2] § 125 dt = §) i dt < M §ytmdt = AL
1
Ou M = ||¢|w, ¢: t = ——— bornée.
11—tz
Ainsi, €, — 0, donc la série converge et Z:fl % =z é 1f§z.
Calcul :
Comme |z| =1, on a z = €% ou 0 €)0,2x[\ {7}. Ainsi :
1 1 1
; dt dt ; t —cost
e’ef 'GZ_J —_— = — 1n‘t—e’0|+iArctan ﬂ
o 1—tet g t—e —sinf /],
: t—cosf\ 1"
=_ [ln }t — e’eﬂ(l) —1 {Aretan <COS)]
—sinf /|, (10.2)
ol . 1 —cosb , 1 ’
= —ln|1 —e | + ¢ Arctan [ ——— | + ¢ Arctan [ ——
sin ¢ tan 6
0 2sin? ¢
= —In|2sin = | + ¢ Arctan % + i Arctan (tan (f — 0))
2 2sin 5 cos 5 2
Pour 6 €]0, [, e S(l) A = —In2sing|+ (4 +Z—0)=—In|2sinl|+ (7 —0)

o Etude de &(s) = Y7 n=* pour s € C

n=1

— Si s e R, la série converge si et seulement si s > 1.

— Pour se C:

On

pose u,(s) = ni ; ainsi, |u,(s)| = ﬁ

Si Re(s) > 1, il y a convergence absolue.

Si Re(s) <0, il y a divergence grossiére (la suite ne tend pas vers 0).

Si Re(s) €]0,1] :

On pose v,(s) = SZH %

Etude de Up

On pose V,,(s) =X, S:H A= = L (plme — 1)

Ainsi, la série de terme général v, (s) converge si et seulement si la suite de terme
général V,,(s) converge.

Si Re(s) €]0, 1[, |n'=*| = n'~Re(*) — fo0, et la série diverge.
SiRe(s)=1(s#1),s=1+1iboubeR* et n!=% = n® = eitlnn,

eib Inn

Supposons que «, converge vers [ € C.
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CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS I. CONVERGENCE SIMPLE

Alors a2 = (a,)? — 1. Donc | = 12, soit [ = 1 (car |I| = 1)
Soit k > 0 réel.

On pose ¢(n) = E(kn) = kn + O(1)

eQibln(kn-‘rO(l)) _ eQibln(kn)-‘rO(l/n) ~ eZibln(k)an _, ]e2ibln(k) — 1

Alors ayn) = le

Donc Yk > 0,e2®!0(k) = 1 ce qui est impossible.
Donc la suite (ay,)n>1 diverge, et donc (V;,(8))nen* aussi.

Ainsi, }; -, vn(s) a pour domaine de définition {z € C,Re(z) > 1}

Etude de la série de terme général w, = - — il dt pour 0 < Re(s) <1lets#1.

ns n
Onaw, =& — Snﬂ e SnH (L - +) dt

n ns

1
D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a f: u — — sur [n,t] <
u
[nn+ 1], on a | f(n) = F(0)] < lreth
t—
(Car [f(n) — f(0)] < el

n+1 |t—n]||s| [s]
Donc |w,| < §7 St dt < oy §

n+1 |

[s] 4 )
n |t =n|dt < gy, terme général dune

série convergente. Donc la série de terme général w, converge absolument, donc
converge.

Ainsi, le domaine de définition de € est {z € C,Re(2) > 1} (€ = 3 % wy, + 377 v,)

Inconvénients de la convergence simple

En général, par passage a la limite simple, on perd les propriétés analytiques des fonctions.

Exemple :

La série de terme général u,,: x — n“xe

—nx

Pour x = 0 la série converge.

Six #0,

un+1(5)5) (”Jrl)(1 e T

—x
ne €

Donc le domaine de convergence est [0, +00[

0 sizx=0

Dans le cas particulier ot @ =0, on a s(x) =

_w
e siz>0

Et donc lim, g+ s(x) =1 # s(0), donc la continuité est perdue.
Pour f,(z) = 4/2? + 2, la suite de terme général f,, converge simplement vers x ~— |z| qui n’est

pas dérivable en 0 alors que les f,, sont de classe C*.

Donc le caractere dérivable peut se perdre par passage a la limite simple.

Lien avec les intégrales

Probléme A-t-on lim,,_, |« SZ fa(t)dt = SZ lim,, o0 fn(t) dt, ou Z:fo = S Zn oUn?

Réponse : non en général. Il faut des hypotheses supplémentaires, la convergence simple ne suffit pas.

Exemple :

On pose fn (x) = n% e "% . Pour quels «a a-t-on limn_,+oo Sé fn = Sé limn_,+oo fn ?

Pour z € [0,1], on a lim, 4o fr, =0

Donc pour tout a, Sé lim, 400 frn=0

Mais pour n >

Soit 3 fn = —n

1, §y fu = n® Sy te ™ dt = n® [ZLe "], +no ' fy e dt

a— 16—n+na 2(1—6 n) ~ st noe— 2
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II. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, CONVERGENCE
NORMALE DES SERIES CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Conclusion :

Si a < 2, on a bien I'égalité.
Sioa =2, limy oo §o fr = 1 et {0 limy . yo fr = 0.
Si >0, limyio §o fr = +0

En général, on ne peut donc pas intervertir 'intégrale et la limite.

Explication Graphe de f,, pour a =2 :

fh(t) = n?e (1 — nt) (10.3)

n |t

S| oRI-
|

On a un phénomeéne de bosse glissante :

o Justification de la convergence simple :
En z =0, ok

Pour = > 0 : au bout d’un certain temps, la bosse est & gauche de z et a partir d’'un certain rang,

fn(x) décroit vers 0.

. . 1 1 .
e Minoration de "+ la bosse a une largeur en 1, une hauteur en n, donc n est minorée par
0 n’ ) 0

une constante.

IT Convergence uniforme des suites et séries de fonctions, convergence

normale des séries

Définition

Définition (Suites de fonctions) :

On dit que la suite de terme général (f,)nen ol fr: A — E converge uniformément sur A vers g si elle
vérifie :
[ )

(1) Ve > 0,AIN e N,Vn > N,Vz € A, | fu(z) — g(2)|p < ¢

(2) Cest-a-dire si (f,, — g) est bornée & partir d’un certain rang ng et si limp 1o ||fr — glloo =0
nz=ngo

Démonstration (de 1’équivalence) :

¢ Supposons : pour tout € > 0, on peut trouver N(g) tel que

Vn = N(e),Ve e A, | fo(x) —g(x)|p <€ (10.4)
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II. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, CONVERGENCE
CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS NORMALE DES SERIES

— Pour € = 1 : cela montre qu’a partir du rang N (1), f,, — g est bornée par 1.
— De plus, pour tout € > 0 et n = N(e), f, — g est bornée par ¢.
Donc Vn = N(e), | fn — 9w < €, c’est-a-dire .
© Supposons
Soit € > 0. 1l existe alors N = ng tel que Vn = N, ||fn, — glleo < €
Alors, pour tout n > N et tout z € A, |[fo(x) —g(@)|g < |fn—9|lo <e
Définition (Convergence uniforme des séries) :
e |On dit que la série de terme général (u,)peny converge uniformément sur A si la suite des somme

partielles S, = >/, uj converge uniformément sur A.

Définition (Convergence normale des séries) :
e | On dit que la série de terme général (u,)nen est normalement convergente si pour tout n, u,, est bornée

et si la série de réels positifs ||u, |« converge.
o Illustrations :
1. Soit f: R — R continue. On pose f,(z) = f(z + 1).
fn converge uniformément sur R si et seulement si f est uniformément continue.

2. 38wy, ot uy x> nwe " (

le domaine de convergence de la série est [0, +00[)

o Etude de la convergence normale :

1
—1,-1
lunllo = un ( =n"""le (10.5)
n
On a donc convergence normale si et seulement si 1 — « > 1 c¢’est-a-dire o < 0.
¢ A-t-on convergence uniforme ?
— Pour a < 0, il y a convergence normale donc uniforme (car R est complet, vu apres)
— Sia=0:
_\N"Tt®° o a,.,—nz
Posons S(x) =, ~ n“xe
On veut savoir si ||S — Syl — 0

Pour z > 0, S(z) — Sy (z) = Zk 1 ke TR > Zk yq e

Siz >0, S(x)— Sp(z) > 2t
_ 1/(n+1)
Donc [[S = Spllo = (8 = Sp)(5) = e (161/(n+1)>
—1

Donc il n’y a pas convergence uniforme.

Ainsi, dans ce cas, il y a convergence uniforme si et seulement si il y a convergence

normale c’est-a-dire si et seulement si o < 0.

Cas des fonctions bornées : interprétation topologique

On note B(A, E) I’ensemble des fonctions bornées de A dans E, muni de | ||o avec || flloo = supgea ||/ (a)|&.
Pour une suite de fonctions bornées (f,)nen : (fn)nen converge uniformément vers g signifie que
(fn)nen converge vers g dans (B(A, E), | |l«)
Pour une série de terme général u,, € B(A, E), la convergence uniforme de la série, c’est la convergence
de la série d’éléments de 'evn (B(A, E), | |«)

La convergence normale des séries, c’est la convergence absolue dans 'evn (B(A, E), | o).
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II. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, CONVERGENCE
NORMALE DES SERIES CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Morale On a deux langages qui se correspondent :
Celui des fonctions : les u,, f,, vus en tant que fonction de A dans E.

Celui de vecteurs : les uy, f, sont des éléments de evn (B(A, E),| |«x)

Lexique Une suite bornée de (B(A, E), || ||s) est une suite de fonctions uniformément bornées ; ce sont
les suites (fn)nen telles que :

IM > 0,YneN, |fulo <M (10.6)
Cest-a-dire : IM =2 0,Vne N,Vz e A, | fn(z)|e < M
e Suite convergente de (B(A, E), | ||o) : suite uniformément convergente de fonctions.

e Série convergente de (B(A, E), | |lo) : série uniformément convergente de fonctions.

e Série absolument convergente de (B(A, E), | |l«) : série normalement convergente de fonctions.

Comparaison des différentes notions de convergence

e Suites de fonctions :

Théoréme :
Si la suite de fonctions (fy)nen, ol frn: A — E, converge uniformément sur A vers g: A — E,

alors (fy,)nen converge simplement vers g sur A.

Application :
Soit (fn)nen, ou fr: A —> E.
On veut étudier la convergence uniforme de (fy,)nen-
o S’il n’y a pas convergence simple sur A, il n’y a pas convergence uniforme.

© Si (fn)neny converge simplement vers g sur A, (f,)nen converge uniformément sur A si et

seulement si f,, — g est bornée et || f,, — glloo — 0

Démonstration (du théoréme) :

Pour z€ A, onaVneN,|fu(z) = g(z)|e < |fu —glo
Donc si | fn = gloo = 0, alors | fn(z) — g(z)[& — 0.

e Cas des séries :

Théoréme :

1. Pour les séries de fonction, la convergence uniforme entraine la convergence simple.

2. Sile but E est complet pour | ||z, la convergence normale entraine la convergence uniforme.

Démonstration :
1. C’est le théoreme précédent appliqué a la suite des sommes partielles.
2. Rappel : si (E, | |g) est complet, alors (B(A, E), | |ls) Pest aussi.
Soit u, le terme général d’'une série normalement convergente.
Alors les u,, sont des éléments de B(A, E) (car par hypothese, |uy,|q existe et Z:fo [t [l oo
converge)
Comme (B(A, E), | |«) est complet et ZZZ)O [tn |00 converge, Z:fo Uy, converge pour la norme

| lloos c’est-a-dire converge uniformément.
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II. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, CONVERGENCE
CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS NORMALE DES SERIES

Application :

Etude de la convergence uniforme d’une série de fonctions u,: A — E, (E,| |g) étant complet.
On commence par étudier la convergence normale, ¢’est-a-dire |y, |q-

Si |unlleo ne tend pas vers 0, il n’y a pas convergence uniforme

(Car si la suite (S, )nen converge uniformément vers g, alors (S, 41)nen converge aussi uniformément
vers g, donc u, = Sp11 — Sy — 0)

Si la série de terme général |uy|loo converge, on a convergence normale, donc uniforme (car F est

complet).

Si maintenant 3.7 |lup | diverge mais |u, s — 0, on a le théoréme :

Théoréme :
La série de terme général (u,)nen est uniformément convergente si et seulement si elle converge

simplement et la suite des restes tend uniformément vers 0.

Démonstration :
Si il y a convergence uniforme, alors il y a convergence simple.

De plus, R, =S5 — S, donc | Ry, |0 = ||S — Snlew — 0.

Si la série converge simplement vers S(z) = ::0 un(z), alors pour tout n € N et tout « € A,

|S(x) = Sn(2)| & = [Bn(2)| e donc |5 = Sl = [ Bl — 0

Donc (S;,)nen converge uniformément sur A vers S.

Application :

Lorsqu’on est dans ce cas (s'il n’y a pas convergence normale), on étudie la convergence simple :

S’il n’y a pas convergence simple, il n’y a pas non plus convergence uniforme.

Si il y a convergence simple, on étudie | R, |-
Remarque :
La suite (f,)nen OU fr,: A — E ne converge pas uniformément vers 0 si et seulement si il existe

une suite (a,)nen de A telle que f,,(a,) ne tend pas vers 0.

En effet, si | f,]o - 0, alors pour tout n € N, il existe a,, € A tel que || fn(an)|z = 3] fnle, et donc
fnlan) = 0.

S’il existe une suite (an)nen de A telle que fi,(a,) - 0, alors Vn e N, | fu|o = | fr(an)| £, et donc
[falloc =0

Critere de Cauchy uniforme d’une application

On suppose (E, | |g) complet.
Définition :

On dit que la suite de fonctions (f,)nen, oU fr: A — E, vérifie le critére de Cauchy uniforme lorsque :

Ve>0,INeN,Ym=n= N, |fn — fmlo <e (10.7)

Remarque :

Pour des fonctions bornées, c’est le critére de Cauchy dans (B(A, E), | |l«)-
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II. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, CONVERGENCE
NORMALE DES SERIES CHAPITRE 10. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Théoréme :

Si (E,|| |E) est complet, le critere de Cauchy équivaut a la convergence uniforme.

(Déja vu pour les suites, d’aprées la remarque...)

Exemples

s . 4 —1)"gnt
e Montrer que la série de terme général (et
n+1

converge uniformément sur [0, 1].
Déja, il n’y a pas convergence normale.
o Méthode 1 :

Etude de la convergence simple :

Pour z € [0, 1], la suite de terme général “;:11 décroit vers 0, donc la série de terme général
(G converge
n+1 °
. vk k41
Etude de la suite des restes Ry, (z) = Y175, % :
_1\n.,.nt1
Pour 2 € [0,1], on a | Ry (2)] < [ —

Donc |Ry [0 < %H -0
Donc la suite de terme général R, tend uniformément vers 0 sur [0, 1], donc la série converge
uniformément sur [0, 1].

o Méthode 2 : on peut vérifier le critere de Cauchy...
e Soit (by,)nen une suite de réels qui décroit vers 0.
On pose u,(t) = by, sin(nt).
Alors la série de terme général u,, converge uniformément sur tout intervalle [a, 27 — a] ot a €]0, .
On va montrer le critére de Cauchy uniforme pour Y;'_; ux(t)
Etude de Y1 7F by sin kt avec une transformation d’Abel :

Posons, pour ¢ € [a,2m — a], Sy (t) = Y} _,sinkt =Im (3} _, e*") =Im (%)
1_gilnt1)t
1—e’t

2 1 1

= = < n
= 1—et |siné| = sin &

Alors |S,(¥)| < ‘

Donc S,, est uniformément bornée sur [a, 27 — a]. Ainsi,

n+tp n+p n+p n+p—1
Dlbesinkt = Y bi(Sk(t) = Sp_1(t) = > bpSk(t) = > bey1Sk(t)
k=n k=n k=n k=n—1
e (10.8)
= > (b = bry1)Sk() = buSn1 (1) + by pr1Snp(t)
k=n
Vérifions le critere de Cauchy :
Pour tout n > 1letp>2ettea,2r—al:
ntp ntp
> besinkt| < 37 |by = bjaa| 1S5 (O] + bal [Su—1 (D] + [Baspsi| [Sasp (D))
k=n j=n ~
=bi=bin (10.9)
n+p
1 1 2b,,
S j;L (bj — ij)sin% + (bn + bn+p+1)@ = Sin g

Soit € > 0; comme b, — 0, il existe un rang N pour lequel Vn > N, S?Ill’g <e
2

Alors pour tout n > N, p = 0 et tout t € [a,27 — al, on a ‘ZZ:Z u(t)

<e

Donc le critere de Cauchy—uniforme est vérifié, et la série est uniformément convergente sur

[a, 27 — a].
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CHAPITRE 10. BUI'PR® ERISHEIEE WENAOMNILLEINSES LIMITES ET DES SOMMES DE SERIES

Derniere remarque

En pratique, on n’étudie la convergence uniforme que sur des fermés, d’apres le théoreme :

Théoréme :

Soit f: R — C continue et A une partie de R. Alors sup 4 |f(2)| = sup,ez |f(2)]

Conséquence :

Si une suite de fonctions réelles a valeurs dans C, continues, converge uniformément sur A, alors elle
converge uniformément sur A.

En effet : Pour tout n,m € N, on a sup;c 4 | fn(t) = fin (£)] = supse | fn(t) — fn(t)]

Donc le critere de Cauchy—uniforme sur A équivaut au critére de Cauchy—uniforme sur A.

I1I Propriétés éventuelles des limites et des sommes de séries

Interversion des limites

Théoréme (1) :
Soient E et F' deux evn, ou F' est complet; soit A une partie de E, et (f,)nen une suite de fonctions
de A dans F, et zg un élément de A.

On suppose :

e Que f,, converge uniformément sur A vers g: A — F

e Que pour tout n € N, f,(x) a une limite finie ,, € F' lorsque  — g

Alors les quantités suivantes existent et sont égales :

li = lim [,, c’est-a-dire li li n(r)= 1li lim f, 10.10
413, 900) = B, Cestiedive fip lip fale) = L, g @) (1040)
Démonstration :

e Convergence de [,, :
Comme F est complet, il suffit de montrer que (I,,),en est de Cauchy.
Or, en passant a la limite quand = — x¢ dans Vz € A, | f.(2) — fi(2)| g < |f0 — fim]oos
onaVn,meN,|l, —lnlleg < |fn— fmllo
Comme la suite (fy,)nen est uniformément convergente, elle vérifie le critére de Cauchy—uniforme
et donc (I, )nen vérifie le critére de Cauchy dans E.

e Posons p = lim,—, o I, montrons que lim,, 1 g(z) = g,
C’est-a-dire que Ve > 0,3V € V(xg),Vz e V n A, |g(x) — | <e.
Soit € > 0. Comme ( f,,)nen converge uniformément vers g, il existe N tel que Vn = N, | fn—g/le < §.
Comme I, — p, il existe N' tel que Vn > N, |l,, — pl| < §
On prend ny > max(N, N').

AiHSi, hmz—>xo fno (IB) = an
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III. PROPRIETES EVENTUELLES DES LINHPAES FHEDBS SOVMMESDBERRIEPHE FONCTIONS

Donc il existe V' € V(xo) tel que Vo € V n A, | fry(2) — lny| < §

Pour z € V n A, on a ainsi

lg(@) = pll < llg(@) = foo (@) + [ o (@) = lng [ + Iy =l <3 x 5 <€ (10.11)

W ™

Proposition (Limite diagonale) :
Soient (f)nen, g avec fr,g: A — E.

On suppose que les f,, sont continus en xg € A, que (f,)nen converge uniformément vers g sur A;
soit de plus (¢, )nen une suite de A tendant vers x.

Alors f,(t) tend vers g(xg).

Mlustration pour le nom de « diagonale » :

filto) - filtk) —  fi(wo)

fe(to) -+ felte) —  fr(xo) (10.12)

! !
g(to) g(te) -+ g(xo0)

Démonstration :
g est continue en x( car limite uniforme de fonctions continues en x.

Alors

1 fn(tn) — g(zo)| & = [ fultn) — g(tn) + g(tn) — g(w0)| &

< [ fn(tn) = g(t)le + [9(tn) — 9(z0) |2 — 0

(10.13)

Continuité des limites uniformes

Théoréme (2) :
Soit (frn)neny o fr,: A — F; A étant une partie d’'un evn E, F' un evn.

On suppose que (fy,)nen converge uniformément sur A vers g: A — F', et que pour tout n € N, f,
est continue en zg.

Alors g est continue en xzg.

Corollaire :
Si (fn)nen converge uniformément vers g sur A et si pour tout n € N, f,, est continue sur A, alors g est

continue sur A.

Démonstration :
C’est la démonstration du théoreme précédent sans ’existence de [,, puisqu’on a supposé qu’elle existe,

et donc la complétude de F' n’est pas nécessaire.
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Cas de la variable réelle, limite en +o

Théoréme (3) :
Soit A une partie de R non majorée, on pose zg = +00.

Soit F' un evn complet, (f,,)nen une suite de fonctions f,: A — F convergeant uniformément vers
g: A — F sur A, et on suppose que pour tout n € N, f,, a une limite finie [,, en .

Alors les deux quantités suivantes existent et sont égales :

lim [, = lim g(x) (10.14)

n——+0o0 T—xo

Démonstration :

Voir théoréme (1), analogue...

Exemples

e Pour montrer que la somme d’une série de fonctions est continue, on peut appliquer le théoréme
(2).
ExenJ}gh; : ]
x - Z — est définie et continue sur D(0,1) = C
n

n=0
n

En effet, pour tout n € N, u,: © +— est continue sur D(0,1).

2
n
De plus, la série est normalement convergente sur D(0,1), donc uniformément convergente car C

est complet.

e On peut utiliser le théoreme pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
Exemple :

La série de terme général xe~"® converge simplement sur [0, 1] mais pas uniformément.
En effet, il y a déja convergence simple (déja vu)
. . . . . O Si m = O . .
Si il y avait convergence uniforme, la fonction somme s(z) = serait continue
si x €]0, 1]

T
l—e—?
en 0 ce qui est faux.

Lemme (Lemme de Dini — hors programme) :
e Soit A une partie compacte d'un evn E, (f,,)nen une suite de fonctions de A dans F ou F est un

evn.

On suppose que :
(1) (fn)nen converge simplement vers g: A — F sur A
(2) g est continue sur A

(3) Pour tout x € A, | fn(x) — g(x)||F décroit vers 0.

Alors la convergence est uniforme.

Remarque :

et ne suffisent pas :

Par exemple, f,(z) = n%ze

a—1
’I’Le ‘/_)O

—Nnx

converge simplement vers 0 sur Ry lorsque o > 1, mais || fp]e0 =
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Démonstration (du lemme) :

Soit € > 0, considérons O, = {x € A, | fn(z) — g(z)|Fr < e}

Alors O,, est un ouvert de A car f,,g, ||| sont continus.

Les O,, recouvrent A : pour = € A, comme (f,(z))nen converge vers g(x), il existe N tel que
Vn>=N,ze0,

Comme de plus A est compact, il existe ng,...n, tels que A = U?:o O,

De plus, comme | f,(z) — g(x)| p décroit, la suite O, est croissante pour l'inclusion

Si on prend N = max {ng,...n,},

On a A = Op, Cest-a-dire Ve € A, ||fn(x) —g(z)|r <€

On a alors Yn > N,Vx € A, | fn(x) — g(z)|F < €, ce qui correspond a la convergence uniforme.

Suites et séries d’intégrales

Théoréme :
Soit [a, b] un segment de R, F' un evn complet.
Soit (fn)nen, o les fr,: [a,b] — F sont continues, convergeant uniformément vers g sur [a, b].

Alors g est continue, et SZ g(t)dt = lim,, SZ fa(t)dt.

Corollaire :

C’est la méme chose pour les séries.

Démonstration :

jww—ant

a

b (10.15)
< [ o0 - 11t < g~ o0 @) 0

(La complétude est ici nécessaire pour définir I'intégrale d’une fonction continue)

Caracteéere C!

On se limite ici & des fonctions d’une variable réelle.

Théoreme :
Soit I un intervalle de R, (f,,)nen une suite de fonctions f,,: I — F de classe C! ot F est un espace de
Banach.

On suppose que :
(1) (f!)nen converge uniformément vers h: I — F sur [.

(2) 1l existe a € I tel que (fn(a))nen converge vers [ € F.
T
Alors la suite (f,)nen converge simplement sur I vers la fonction g: z — [ + J h(t)dt.

a
De plus, la convergence est uniforme sur tout segment inclus dans I.
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NB La condition est la convergence uniforme de la suite des dérivées

La condition est la convergence simple en au moins un point.

Corollaire :

Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe C!, f,: I — F (F étant un espace de Banach). Pour que
(fn)nen converge simplement sur I vers une fonction g: I — F de classe C*, il suffit que la suite (f/))nen
converge uniformément et qu’il y ait convergence simple de (f,,(2))neny en au moins un point z.

(Et dans ce cas, (fn)nen converge uniformément vers g sur tout segment de I)

Démonstration :

Pour tout z € I,

a

lg(z) — fal@)| = HHF h(t) dt — fn(a) — f £1(t) dtH
< i - fula)] + J ") — fv’l(t))dtH (10.16)

< i = fa(a)l + & — allh = folo

(pour la derniére inégalité, distinguer a < x et a > x, mais on obtient la méme chose)
D’ou la convergence simple.
Soit K = [u,v] un segment inclus dans I, on note M = max (ju — al,|v — a|)

Pour tout € K, on a alors |g(z) — fn(2)|| < |l — fu(a)| + M||h = f]]0

majorant uniforme tendant vers 0
Donc (fn)nen converge uniformément vers g sur K.

Caractere CF

Théoréme :
Soit I un intervalle de R, (f,,)nen une suite de fonctions f,,: I — F ot F est un espace de Banach, et
keNuU {+w}
On suppose que (fn)nen converge simplement vers g sur I.
On suppose de plus que :
(1) Pour tout n € N, f,, est de classe C*.
(2) Pour tout j < k, la suite ( Y ))neN converge uniformément sur tout segment [a,b] inclus dans I

vers une fonction hj;: I — F.

Alors g est de classe C*, et pour tout j < k, tout z e I :
99 (@) = hy(x) (10.17)

Cest-a-dire g9 (z) = lim,_, o fr(zj)(ﬂf)-

Corollaire :
On a le méme énoncé avec les séries (on dit aussi dans ce cas que la fonction somme est dérivable terme

A terme)
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Remarque :
La condition n’est pas optimale :
Si k € N, on peut la remplacer par f*) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers
hi, et pour tout j < k, f(4) converge simplement en au moins un point
Démonstration :
Pour £k fini, on fait par récurrence sur k.

Sinon, on utilise le fait que C*(I, F) = [y C* (I, F).
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