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Chapitre9 : Fonctions d’une
variable réelle

Cadre Il s’agit d’étendre 1’étude de la continuité et de la dérivabilité d’une variable réelle a des ap-
plications f: A — E ou A est une partie de R et E un espace vectoriel normé sur K = R ou C (au

programme : seulement de dimension finie).

Rappel Si E;, Es, F sont des espaces normés, une application bilinéaire B: E; x E5 — F est continue
si et seulement si il existe C' = 0 tel que V(z1,22) € E1 x Ea, |B(21,22)| < C|z1][lz2].
De plus, lorsque F; et E> sont de dimension finie, toute application bilinéaire B: Ey x Ey — F est

continue.

Cas particuliers importants le produit usuel, le produit de deux matrices, les produits scalaires, le

produit vectoriel sont continus.

I Rappels sur la continuité

Exemples

Les applications lipschitziennes sont continues

Un composé, une somme de fonctions continues sont continues.

Sif: A— E; et g: A — E5 sont continues, et si B est bilinéaire continue, alors x — B(f(z), g(z))
est continue.

Si E est de dimension finie, et B = (eq,...e,) est une base de E, alors une application f: A - E
se décompose de maniére unique en f = >, frer ot fr: A — K. f est alors continue si et seulement
si toutes les applications coordonnées le sont.

En particulier, si les fj sont polynomiales ou rationnelles et les dénominateurs ne s’annulant pas,

alors f est continue.

Prolongement par continuité en un point

Théoréme :
Soit f: A — E une application et a € A\A. f a un prolongement continu en a si et seulement si f(x)
a une limite b € E quand z tend vers a.

Dans ce cas, le prolongement par continuité de f est unique et obtenu en posant f(a) = b.
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I. RAPPELS SUR LA CONTINUITE = CHAPITRE 9. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

Continuité sur une partie et continuité uniforme

Définition :

f: A — FE est dite continue sur A si elle est continue en tout point a € A, c’est-a-dire

Vae A,Ve >0,3a > 0,Vye A, ly—a| <a = |f(y)— fla)] <¢ (9.1)
Les deux premiers quantificateurs sont identiques, donc ils peuvent étre permutés :

Ve >0,YVae A,Ja>0,Vye A |y —a| <a = |f(y) — fla)] <€ (9.2)
f: A — FE est dite uniformément continue sur A si :

Ve >0,3a>0,Vae A,Vye A ly—a|<a = |f(y)— fla)] <¢ (9.3)

Entre @ et @, on a échangé deux quantificateurs différents.
Mais (Ja > 0,Va € A, P(a,a)) = (Ya€ A,3a > 0, P(a,))
Donc on peut en déduire que toute fonction f: A — E uniformément continue sur A est continue sur

A.

Caractérisation de 'uniforme continuité On verra plus loin qu'une fonction f: A — E est uni-
formément continue si et seulement si il existe une fonction w: Ry — R, continue en 0 telle que :

w(0) =0 et Va,y € A, [ f(z) = f(y)] < w(z —yl)

Ainsi, 'uniforme continuité est en quelque sorte une généralisation du caracteére lipschitzien.

Continuité et compacité

Théoréme (Heine) :
Toute fonction continue sur une partie compacte d’un espace normé est uniformément continue sur

cette partie.

alors f est bornée et atteint ses bornes.

L’image d’une partie compacte par une application continue est un compact.

En particulier, si f: X — R est continue sur la partie compacte non vide X d’un espace normé,

NB

Les compacts d'un espace normé de dimension finie sont les fermés bornés. Par exemple, tout

segment est compact ; si la suite (uy,)nen converge vers I, 'ensemble {u,,,n € N} u {l} est compact.

Démonstration (du cas particulier — les autres ont déja été vus) :

Dans ce cas, f(X) est un compact non vide de R, il est donc borné et non vide. Donc f(X) admet des

bornes inférieures et supérieures, qui sont dans f(X) car c’est un fermé.

Exercices a connaitre

1. |Si f: R — R est uniformément continue, alors il existe a,b > 0 tels que Yz € R, |f(z)| < a|z| 4+ b. Mais
la réciproque est fausse, par exemple avec z — sin(z?).
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CHAPITRE 9. FONCTIONS D’'UNE VARIABLE REELLE I RAPPELS SUR LA CONTINUITE

Démonstration :
Soit f: R — R, uniformément continue.
Alors Ve > 0,3a > 0,V(x,y) e R% jy — 2| < a = ||f(x) — f(y)| <€
On veut montrer qu'il existe a,b > 0 tels que Vx € R, |f(z)| < a|z| + b.
On pose € = 1.
Il existe alors a > 0 tel que V(z,y) e R?, |y — 2| <a = |f(z) — f(y)| <1
Soit x > 0
On pose pour i € [0,n], x; = ih avec h = §, n = [%]
On a ainsi |z;41 — 25| = h < «, soit | f(xi41) — fxs)| < 1
Et |z, — 2| < a donc |f(z,) — f(z)] <1
Donc en sommant :

|f (@) < |f(x) = F(O)] + |£(0)]

<|f(@1) = fO)| + [ fz2) — fl@)[ 4+ + | f(2) = faa)] + | £(0)]

<n+14|£(0)] (0.4)

|z]
<7;+1+V®N

D’ou le résultat avec a = 4, b =1+ |f(0)|, valable aussi pour z < 0.

On note f: x +> sin(x?).

Alors f est continue, telle que |sin(z?)| < 1, mais pas uniformément continue :

On pose T, = /20T + 5, yYn = V2nm

On a alors limy, 400 n — Y = 0, €t limy, 4 op f(2n) — fyn) =1#0

On peut poser € = % Alors pour tout a > 0, il existe N tel que Vn > N, |z, — yn| < a, mais
[f(@n) = flun) = 1> 3

Donc f n’est pas uniformément continue.

Remarque (Caractérisation de ’uniforme continuité avec les suites) :

f+ A — E est uniformément continue si et seulement si pour tout couple de suites (z,)nen,

(yn)nEN de A telles que 1imn%+oo(xn - yn) =0, on a hmna+oo(f<xn) - f(yn)) =0.

Démonstration :

e Si f n’est pas uniformément continue, il existe (z,)nen €t (Yn)nen suites de A telles que
limy g0 T — Yn = 0 et f(zn) — f(yn) e 0
En effet, il existe € > 0 tel que Yo > 0,3(z,y) € A2, |z —y| < aet |[f(z) — f(y)| = ¢
Pour a = %, on prend (z,,y,) € A? vérifiant |x,, — y,| < % et |f(xn) — flyn)| =€
Et les deux suites introduites conviennent.

e Soit f uniformément continue et (2, )nen, (Yn)nen deux suites telles que lim,,—, 4o 2 —yn = 0.
Soit € > 0. Comme f est uniformément continue, il existe a > 0 tel que V(z,y) € A%,V (z,y) €
A |z —yl<a = |f(z) = f(y)] <e
Comme lim,,_, o Z,, — yp, = 0, il existe un rang N tel que Vn = N, |z, — yp| < «

Et donc pour n = N, on aura || f(z,) — f(yn)|| <e.

2. | f: R — E est uniformément continue si et seulement si :

Ve > 0,34 > 0,Y(z,y) € R%, | f(2) — f(y)| < e+ Alz —y|

MP Mathématiques 3
Fonctions d’une variable réelle, dérivation et intégration



I. RAPPELS SUR LA CONTINUITE = CHAPITRE 9. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

Démonstration :

Soit f: R — E

Supposons que Ve > 0,34 > 0,V(z,y) € R? | f(z) — f(y)|| < e+ Alz —y|.

Soit £ > 0. Il existe donc A > 0 tel que | f(z) — f(y)| < § + Alz -y

Donc pour |z —y| < 557y, on aalors [ f(z) — f(y)| < § + Az <
Réciproquement, soit f uniformément continue.

Soit & > 0; il existe a > 0 tel que V(x,y) e R%, |z —y| < a = ||f(x) — f(y)| <€
Soit (z,y) € R?, avec y > .

On note h = %, N = [£3%]

Alors pour tout i € [0, N], |(z +ih) — (z+ (i+ Dh)|=h <«
Et|ly—(zx+Nh)|<h<a

Donc [f(x) = f(y)| < [f(z) = f@+ M) +...+ [f(x+ Nh) = f(y)| < (N + 1)e
Mais N = [455] < 55 +1

Done [f(z) = f(y)| < f(y —2) +¢

On peut donc prendre A = £

3. ‘ Si f: R — R est continue et T-périodique, alors f est uniformément continue.

Démonstration :
Soit € > 0. Comme f est uniformément continue sur [0,27] (car c’est un compact), il existe a > 0
tel que ¥(z,y) € 0,271 |z —y| <@ — | f(z) — f(3)] <=
On note alors o = min(«, T).
Soit alors (x,y) € R2, supposons que |z — y| < o/, montrons que | f(x) — f(y)| < e
Comme |z — y| < T, il existe un entier relatif N tel que x — NT € [0,2T] et y — NT € [0, 2T].
Onaalors [t — NT — (y — NT)| = |z —y| < «
Done | £(z) — f(y)l = If (& — NT) - fly— NT)| <e
Ce qui acheve la démonstration.
4. Relevements :

On appelle relevement de f: A — U (cercle unité de C) toute application ¢: A — R telle que

Vo e A, f(z) = e¥(x) (olt A est un ensemble quelconque)

Probléme Si f posséde une certaine régularité, peut-on choisir ¢ avec la méme régularité ?

En général non. Par exemple, I’application Idy n’a pas de relevement continu.

Théoréme (du relévement C') :

Soit I un intervalle de R et f: I — U de classe C*.

Alors il existe ¢: I — R de classe C! telle que f = €.

Démonstration :
Analyse SiVte I, f(t) = e¥(t) ol p est de classe C1, alors Vt € I, f'(t) = i’ (t)e®(t)
Cest-a-dire Ve € I,/ (t) = —7,};((;) (f ne s’annule pas car & valeurs dans U)

Synthése Soit tg € I. On peut écrire f(tg) = € olt ag € R.

') q
f(s)

On pose alors pour t € I, p(t) = ap — zSt

MP Mathématiques 4
Fonctions d’une variable réelle, dérivation et intégration



CHAPITRE 9. FONCTIONS D’'UNE VARIABLE REELLE I RAPPELS SUR LA CONTINUITE

Comme f est de classe C' et ne s’annule pas, % est continue et donc ¢ est de classe C'.
De plus, ¢ est a valeurs réelles :

On doit montrer que Yt € I, p(t) = ¢(t), c’est-a-dire :

t / t g1
vterl—i| £ g5 = zj 70) 4 (9.6)
to f(S) to f(S)
Ou encore Vt e I, St W ds=0

Ce qui est vrai car Vs € I, |f(s)|? = 1, c’est-a-dire f(s)f(s) =

Donc Vs € I, f'(s)f(s) + f(s) (f)' (s)=0

—F
De plus, ¢ est un relevement de f :

Considérons h définie par h(t) = f(t)e=*(t).
On a h(tg) = 1 et h est dérivable, et Vt € I, 1/ (t) = e W (f' —if')(t) =0
Donc Vte I, h(t) =

Théoréme (du relévement continu) :
Soit f: [a,b] — U continue. Alors il existe ¢: [a,b] — R, continue et unique & 27 prés, telle que
f= e,

Démonstration :

e Unicité a 27 pres :
Si Vt € [a,b], f(t) = e¥1 () = e¥2() ol ) et pp sont continues et réelles, alors Vt €
[a, 0], 01(t) — 2(t) € 2nZ
Donc d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, 1 — o = cte = 2wkg

e Pour l'existence :

o Si f([a,b]) € U\ {—1}, c’est-a-dire V¢ € [a,b], f(t) #

f
On pose alors pour ¢ € [a,b], p(t) = 2 Arctan (Rcl(r; (J;(t ) (qui est bien définie)

Justification du choix :

Si f(t) = x(t) + dy(t) = € ot x(t) € R et y(t) € R, alors

T =cosf = 1+u2

ol u = tang et donc u = %_H et 0 = 2 Arctan (%)

y =sinf = 5 +u2
Alors ¢ est continue (car composée de fonctions continues), et on a
Vt € [a,b], f(t) = e¥(t) (Voir justification)

o Si f n’est pas surjective; il existe ug = e tel que Vt € [a,b], f(t) # ug
On pose alors g(t) = —e~ % f(¢)
On peut alors appliquer le cas précédent & g puis f(t) = e?o+m+e1() (o1 o, est continue
telle que Vt € [a,b], g(t) = 1)

¢ Dans le cas général :
f: [a,b] = U est continue, donc uniformément continue sur [a, b]. Donc il existe a > 0 tel
que pour tous z,y € [a,b], si |z — y| < a alors |f(z) — f(y)| < 2

Ainsi, pour tout c € [a,b], fi¢,c+q] D'est pas surjective car

Vr € c,c+al,[f(c) = f(z)| <2 donc f(z) # —f(c).
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I. RAPPELS SUR LA CONTINUITE = CHAPITRE 9. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

On pose alors N = [Z’TT“]

Et pour k€ [O,N], ap =a+ kN, et ayy1 =b

Ainsi, pour tout i € [0, N, fi(a,,a.,,] D'est pas surjective, il existe ;: [a;,ai41] — R qui

soit un relevement de fjq; 4,
On a alors f(a;) = e##1(a1) = giva(a1)

Donc il existe nq € Z tel que ga(a1) = p1(ar) + 2nym

Quitte a remplacer o par o — 2nm, on peut supposer que n; = 0, c’est-a-dire que
p2(a1) = ¢1(a)

Et on a toujours f|jq, a,] = €2

On recommence ensuite en as...

On considere alors ¢: [a,b] — R définie par Vi € [0, N, ¥|(4,.0,:51] = ©i

Ainsi, par construction des ¢;, ¢ est continue.

Remarque :

Le résultat est vrai aussi pour un intervalle I quelconque.

En effet : 1l existe une suite de segment croissants (au sens de l'inclusion) (K, )nen telle que I =
UnEN Kn

On applique le théoréme du relevement continu a fg,

On trouve alors ¢, : K, — R continues telles que f|x, = glen

Soit tg € Ko. Pour tout n € N, ¢/, est un relevement continu de f|g, -

Donc ¢, /k, et o sont deux relevements continus de fix, -

On peut donc supposer (quitte & modifier ,,) que ¢,,/k, = o et donc ¢,k (to) = @o(to)

On a alors pour tout n,m € N tels que n > m, ¢, /k, = pm car ce sont deux relevements continus

de fk,, qui prennent la méme valeur en to.
On pose alors pour tout t € I, p(t) = p,(t) ou n est tel que t € K.

Ainsi, par construction, ¢ est continue et c’est un relevement de f.

5. | Module de continuité uniforme d’une application bornée : Soient I un intervalle de R et f: I — E une
application bornée ot E est un evn. Pour § > 0, on pose wy(d) = sup {|f(z) — f(y)], |z — y| < 6}. Alors
wy est définie et croissante sur Ry, vérifie wr(0) =0 et Vo, 8 = 0, ws(a + B) < wy(a) +wys(B)

De plus, wy est continue en 0 si et seulement si f est uniformément continue sur I.

Démonstration :

Soit 6 > 0.

Alors {||f(z) — f(y)], |z — y| < 0} est non vide (contient 0) et majoré par 2| f|o-
Donc wy(6) existe pour tout § > 0.

On note A(6) = {|f(z) = f(W), |z —y| < &}

Alors pour 6,8’ = 0 tels que § = &, on a A(d) < A(9).

Donc ws(6") < wys(6)

De plus, wy(0) = sup {|[f(z) = f(y)[, = = y} = sup {0} = 0

Soient «, 8 = 0. Montrons que ws(a+ ) < wy(a) +wy(B).

Soit (z,y) € I?, supposons que y >z et |z —y| < a+ 3
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CHAPITRE 9. FONCTIONS D’'UNE VARIABLE REELLE I RAPPELS SUR LA CONTINUITE

Siz+a>y, alors |z —y| < aet done | f(z) — f(y)| <wsla) <wp(a)+ws(B), soit en passant a
la borne supérieure pour |z —y| < a + 8, wr(a + ) < wyp(a) + wyr(B).

Siz+ a <y, alors

1f (@) = fW < If (@) = fl@e+ )|+ [f(z+a) = fy)] <wsla) +ws(B) (9.7)

car [r+a—y| < f
Montrons maintenant que f est uniformément continue si et seulement si lims_,owy(d) =0

Remarque :

Par définition de wy, on a V(z,y) € I2,||f(z) — f(y)] € A(Jz — y|)

Done ¥(z,y) € I%, | f(2) = f(y)| < wy(lz —yl)

Supposons que lims_,gws(d) = 0.

Soit € > 0. Il existe alors o > 0 tel que Vé € [0,a] ,wy(d) <€

Pour (z,y) € I?, si |v — y| < o, alors | f(z) — f(y)| Sws(lz —y]) <e

Donc f est uniformément continue.

Réciproquement, supposons que f est uniformément continue.

Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que V(z,y) € I, |z —y| <a = |f(z) — fly)| <e¢

Pour § < «, A(J) est alors majoré par ¢, et donc wy(d) < e.

Cas des fonctions réelles d’une variable réelle : théoréme de la valeur

intermédiaires et conséquences

Théoréme :
Soit f: [a,b] — R une application continue sur [a,b] telle que [a,b]. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que
fe)=o.

L’image d’un intervalle par une application continue a valeurs réelles est encore un intervalle.

L’image d’un segment par une application continue a valeurs réelles est un segment.

Fonctions monotones et homéomorphismes

Théoréme (de la limite monotone) :
Soient a,b € R et f: [a,b[— R croissante. Alors f a une limite finie en b si et seulement si elle est
majorée. Si elle n’est pas majorée, alors lim,_,; f(x) = 40

On a des énoncés analogues pour f décroissante et pour a au lieu de b.

Définition :
On appelle homéomorphisme entre A et B toute application f: A — B bijective, continue et de

réciproque continue.
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II. DERIVATION DES FONCTIONS D’UNAVAREEBLEFREEINPNS D’'UNE VARIABLE REELLE

Théoréme :

Soit I un intervalle de R et f: I — R une application continue. Alors :

1. f est injective si et seulement si elle est strictement monotone. De plus, si f est injective, c’est

un homéomorphisme de I sur son image J = f {I}.

2. f est un homéomorphisme entre I et J si et seulement si J = f{I} et f est soit injective soit

strictement monotone.

1T Dérivation des fonctions d’une variable réelle

Dérivabilité et dérivée en un point

C’est la méme chose que pour les fonctions numériques Soient a € R, A un voisinage de a et
t f@=f(a)
—a

T

f+ A— E. f est dite dérivable en a si le taux d’accroissemen a une limite lorsque z tend vers

a. Dans ce cas, cette limite est appelée dérivée de f en a, et notée f'(a).
Extension Le cas échéant, on pourra aussi considérer les dérivées a droite et a gauche en a.

Propriétés Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
Soit (eq,...e,) une base de E, et f: A — E se décomposant en f(z) = >, fi(x)e;.

Alors f est dérivable en a € A si et seulement si toutes les f; le sont et on a alors f'(a) = > | f/(a)e;.

Caractérisation par un développement limité

Théoréme :
Soit f définie dans un voisinage de a. Alors f est dérivable en a si et seulement si elle admet un

développement limité d’ordre 1 en a : f(a) = f(a) + k(z — a) + o(x — a) et dans ce cas f'(a) = k.

Opérations

Théoréme :

e Soient f,g: A — FE des fonctions dérivables en a et A € K. Alors f + Ag est dérivable en a, et
(f +A9)(a) = f'(a) + Ag'(a)

e Soient f: A — Ej et g: A — FEy dérivables en a et B: E; X Fy — F bilinéaire continue. Alors
k: xz— B(f(z),g(x)) est dérivable en a et k'(a) = B(f'(a),g(a)) + B(f(a), ¢’ (a))

e Soient f: A — B c R dérivable en a, g: B — E5 dérivable en b = f(a). Alors g o f est dérivable
en a et (go f)'(a) = f'(a)g'(f(a))

Démonstration (pour le deuxiéme point) :

Comme B est continue, il existe M tel que

V(V1,V2) € By x Es, | B(VA, Va)|| < M||Vi|| V| (9.8)
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On a des développements limités :

fla+h) = f(a)+h.f'(a) +o1(h) et g(a+h) = g(a) + h.g'(a) + 0z(h) (9.9)
ott limy,o 2% = 0 pour j = 1,2.

Alors

B(f(a+h),g(a+h)) = B(f(a) + hf'(a) + 01(h), g(a) + hf'(a) + 02(h))
= k(a) + h(B(f'(a), g(a)) + B(f(a),g'(a))) + R(h)

(9.10)

avec R(h) = B(f(a),02(h)) + hB(f'(a), hg'(a) + 02(h)) + B(o1(h), g(a + h))
Donc [R(h)| < M ([ f(a)[lo2(R)] + L[| £ (a)[[hg (a) + 02(R)] + o1 (M) [ g(a + R)])
By IR0 0

—0
Donc (m est un DL de k en a, donc k est dérivable en a et k'(a) est bien expression souhaitée.

Exemple :

Soit « € R +— P(x) € 4, (R) une application dérivable telle que pour tout x € R, P(x) est orthogonale.
Alors pour tout x € R, P'(2)'P(x) est antisymétrique. Si de plus n est impair, alors Va € R, det(P’(z)) = 0
(le déterminant d’une matrice antisymétrique d’ordre impair est nul)

En effet : Comme Vx € R, P(z) € 0, (R), on a Vx € R, P(z)'P(z) = I,

On pose B: .#,(R)?> — .#,(R) , bilinéaire continue (on est en dimension finie)
(M,N) ~— M'N
Alors Vo € R, B(P(z), P(x) = I,

Et en dérivant Vz € R, P'(z)'P(z) + P(x)'P'(z) =0

C’est-a-dire Vr € R, P'(2)'P(x) = —(P'(z)'P(x))

Donc Vz € R, P'(2)'P(x) € &, (R).

De plus, le déterminant d’une matrice antisymétrique d’ordre impair est nul.

En effet, soit A € &,(R).

Alors 'A = —A, et det A = det'A = det(—A) = (—1)" det A = — det A donc det A = 0.
Ainsi, pour tout z € R, det(P’(x)'P(z)) = 0.

Mais comme P(z), on a det(P’(x)) = 0.

Fonction dérivée sur un intervalle, dérivées successives

1) Fonction dérivable et fonction dérivée

Si A est un intervalle ouvert, f est dite dérivable sur A si elle ’est en tout point de A. Par extension,
si A est un intervalle fermé ou semi—fermé, f sera dite dérivable si elle I'est sur 'intérieur de A et admet
une dérivée a droite en sa borne inférieure éventuelle a et & gauche en sa borne supérieure éventuelle b
(on note alors f'(a) = fi(a) et f'(b) = f, (b))

Dans ce cas, application z € A — f'(x) est application dérivée de f. Elle est notée f’, c’est aussi
une application de A dans FE.

Lorsque f’ est a son tour dérivable, on note f” sa dérivée. Par récurrence, on définit les dérivées
successives éventuelles de la maniére suivante : f(©) = f et pour n = 0, la dérivée d’ordre n + 1, f(+1),

est, si elle existe, la dérivée de f().
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2) Espaces de fonctions dérivables

Pour k € N, on note D¥(I, E) I'espace vectoriel des applications I — E admettant des dérivées
jusqu’a Pordre k inclus et C*(I, E) le sous-espace de D¥(I, E) constitué des applications f telles que f*)
est continue sur I.

On pose aussi C*(I, E) = (en P*(1, E) = (en C* (1, E)
Propriétés On a:
C’I,E)>D'(I,E)>--->C*YI,E)>D*(I,E) >C*(I,E) >C*(I,E) (9.11)

Une composée d’applications de classe C* (ou D¥) est aussi de classe C¥ (ou DF)
(Leibniz) : soient f: A — Ey, g: A — Ej de classe D¥ (resp. C¥) et B: Ey x E5 — F bilinéaire continue.
Alors h: z +— B(f(z),g(z)) est aussi de classe D* (resp. C*) et on a :

k
Ve A, B (z) = Y CIB(fY) (), 9" (x)) (9.12)

Fonctions de classe C*¥ par morceaux

Définition :

Soit k € N U {00}. Une application f: [a,b] — E est dite de classe C¥ par morceaux s'il existe une
subdivision S = (@ = ag < a1 < -+ < an = b) de [a,b] telle que la restriction de f & chaque sous—
intervalle |a;, a; 1] (i € [0,n — 1]) a un prolongement C* & [a;, a;11]. Cela équivaut & dire que f est de
classe C¥ sur [a,b] S et que f et toutes ses dérivées d’ordre inférieur & k admettent des limites & gauche
et a droite en tout point de S (a droite seulement en a et & gauche seulement en b)

Une fonction f: I — E définie sur un intervalle non compact I est dit de classe C¥ par morceaux si sa

restriction a tout segment de I ’est.

Remarques

e Pour k£ = 0, on dit plutét continue par morceaux. Une application continue par morceaux sur un

segment est bornée.

e Dans le cas d’un intervalle non compact, f peut avoir une infinité de discontinuités. Par exemple,

la fonction partie entiere est de classe C* par morceaux sur R.

Propriétés
e L’ensemble des fonctions de classe C* par morceaux & valeurs dans E est un espace vectoriel.

e Si f et g sont de classe C¥ par morceaux et B bilinéaire continue, alors B(f, g) est de classe C* par

morceaux (B, f, g définis correctement)

11T Cas particulier des fonctions a valeurs réelles

On considére ici uniquement des applications f: A — R ou A est une partie de R.
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Dérivées particulieres

1) Dérivée logarithmique

Si f est dérivable et ne s’annule pas sur un intervalle I, alors In | f| est aussi dérivable sur I de dérivée
f/

7

Attention : C’est faux pour une fonction a valeurs complexes, par exemple x — e**.

2) Dérivée d’un déterminant

Si x — A(zx) € A, (R) est une application dérivable, alors x — det A(z) V’est aussi et sa dérivée est
la somme des déterminants obtenus en dérivant successivement chaque colonne (resp. chaque ligne)
Remarque :

t — M(t) = (a;;(t)) est dérivable signifie que pour tout (i,5) € [1,n]?, t — a; ;(t) est dérivable, et dans
ce cas M'(t) = (a} ;(t)).

Ici,

ap () ara(t) | Jara(t) ajs(t) - apa(t) -+ aj,(t)
d(det M (t)) ) . . .
B Sttt S/ : : +| : N

a : : : : : : (0.13)
ap1(t) ani(t) - |ana(t) ap,(t) - an1(t) -+ ay (1)

# det(M'(t))

(11 suffit de développer selon la premiére colonne et faire par récurrence sur n)

Les théorémes de Rolle et des accroissements finis

Théoréme (Rolle) :
Soit f: [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b]
tel que f'(c) = 0.

(Accroissements finis) : Soit f: [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Alors il existe
¢ eJa,b] tel que (b— a)'(c) = £(b) — ()

Extension de Rolle a « une borne infinie » :

Si f est continue sur [a,40oo[, dérivable sur |a, +o0[ tendant vers 0 en 40 et telle que f(a) = 0,

alors il existe ¢ > a tel que f’'(¢) = 0 (Il suffit d’appliquer Rolle & g:  — f (a + 1m> prolongée en
—x

1 par g(1) =0)

Les théoremes sont faux pour des fonctions a valeurs dans un autre espace que R. Par exemple,

f:azel0,2n] — e e C est de classe C* telle que f(0) = f(27) mais f’ ne s’annule pas.

Application :

Si P € R[X] est scindé, alors P’ aussi. Il en est de méme pour aP + P’, a € R.

Démonstration :

Soit P =T/, (X —a;)™ tel que ay < --- < a, (degP=>" ,m;=d, m; >1)
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Chaque a; est racine de P’ de multiplicité m; — 1, donc on a déja >\, (m; — 1) = d — n racines. Il

en manque n — 1 :
Sur chaque segment [a;, a;41] pour i € [1,n — 1], on a P(a;) = P(a;+1) = 0.
Et P est réel, continu sur [a;, a;41], dérivable sur Ja;, a;11][.
Donc d’apreés le théoréme de Rolle, il existe b; €]a;, a;1+1][ tel que P'(b;) =0
On a donc n — 1 racines supplémentaires, distinctes des autres.
Donc P’ est scindé.
Montrons maintenant que aP + P’ est scindé.
Si a = 0, le résultat est vu.
Sinon :
OnaP=T[", (X —Q)™, et P =K[[", (X - Q)™ 'T[' (X = \)
Ou <A< <h< - <A1 <Q,
Ainsi, P+ aP =[], (X — Q)™ (a T, (X =) + KT (X — )\i))
Onnote R=a[ [/, (X — Q)+ K[/ (X = \).
Ainsi, pour tout i € [1,n — 1], on a
R(Q)R(Qir1) = K212 (= M) TTEZ) (g1 — M) < 0, puisque [[02) (2 — ;) a le signe de
(1) et TT7=) (g1 — A;) celui de (—1)"~1,
Ainsi, pour tout i € [1,n — 1], il existe u; €], Qi+1[ tel que (P’ + aP)(u;) =0
On a ainsi n — 1 valeurs distinctes, et distinctes des ;
On a donc ici encore trouvé d — 1 racines pour un polynéme de degré d, donc il est scindé puisqu’il
s’écrit ]—Ld:_ll (X = Bi) x @, avec @ de degré 1 donc scindé.
Démonstration (alternative) :
Les Q; sont racines de P’ + aP avec des multiplicités au moins égales a m; — 1.
Sur [, Qi41], on applique le théoréme de Rolle & f: t — e P(t) :
f est de classe C*; et f(%) = f(Qi11)
Donc il existe p; €], Q1] tel que f'(u;) =0
Mais on a f'(t) = e**(aP(t) + P'(1))
Donc p; est racine de aP + P’

On a ainsi encore d — 1 racines, et la derniére existe pour la méme raison.

Proposition :
Soient P, Q scindés, et Q = Z?:o a; X7
Alors R = Z?:o a; PU) est scindé.

Démonstration (par récurrence) :

e Sid=1, on vient de le faire.

e Soit d > 1, supposons le résultat vrai pour tout polynéme @ scindé de degré d.
Alors @ = (X —7)Q1 ol @ est de degré d et scindé.
On pose alors D: R[X] — R[X] .

P — P

Ainsi, R = (Q(D))(P) = (D = n1d) 0 Q1(D))(P)
Et S = Q1(D)(P) est scindé par hypothése de récurrence, puis (D — n1d)(S) puisque c’est le cas
d=1.
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Donc R est scindé.

Conséquences du théoréeme de Rolle

Théoréme (de prolongement C!) :
Soient a € R, b e R et f: ]a,b[— R de classe C'. f a un prolongement C' en a si et seulement si f’ a

une limite en a (I'existence d’une limite pour f est alors automatiquement assurée)

Exemple :

1 1
—— — — a un prolongement C! sur | — 7, 7|
sinz  w

(Remarque : il ne suffit pas d’appliquer le théoréme, il ne donnera que le caractére C* par morceaux ;

fraxm—
il faut aussi vérifier que les limites a droite et & gauche sont égales)
Monotonie, convexité

Propriétés de régularité

1. Une fonction monotone sur un intervalle admet une limite a& gauche et une limite a droite en tout
point ou cela a un sens, et elle est continue, sauf éventuellement en les points d’un ensemble fini

ou dénombrable.

2. Une fonction convexe sur un intervalle I admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite en
tout point ou cela a un sens. Elle est lipschitzienne sur tout segment inclus dans [ ; en particulier,

elle est continue, sauf, éventuellement, en les bornes de I.

Caractérisation des applications constantes, monotones ou convexes sur un intervalle
1. Une application est constante sur un intervalle si et seulement si elle est dérivable de dérivée nulle.

2. Une application dérivable est croissante sur un intervalle I si et seulement si sa dérivée est po-
sitive ; elle est strictement croissante si et seulement si sa dérivée est positive et l'intérieur de

{z e, f'(x) =0} est vide.

3. Une application deux fois dérivable est convexe sur un intervalle si et seulement si sa dérivée seconde

est positive.

Attention : Une fonctions dérivable de dérivée nulle sur A — R n’est pas nécessairement constante, elle

ne l'est que sur tout intervalle inclus dans A ; on la dit localement constante.

Reégle de I'Hopital (hors programme) Pour f et g réelles dérivables au voisinage de a, si f et g

4 —
tendent vers 0 en a et si 5 a une limite b € R en a, alors g a aussi cette limite en a.

Théoréme (Théoréme de Darboux) :
La dérivée d’une fonction f dérivable sur un intervalle I, bien qu’elle puisse ne pas étre continue, vérifie

quand méme le théoreme de la valeur intermédiaire.
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Démonstration :

Pour [a,b] I, on applique le théoréme de la valeur intermédiaire aux fonctions continues définies par

f@)=f(b)

% siz #a b Sll’?éb
g(x) = et h(z) =
f(a) siz=a 1) sizx=5b

On remarque que J = g([a,b]) U h([a,b]) est un intervalle (réunion de deux intervalles sécants en
g(b) = h(a)) contenant f'(a) et f'(b).
Mais d’apres le théoréme des accroissements finis, g([a,b]) et h([a,b]) sont inclus dans f'(]a, b]), donc

J aussi. Donc on a [f'(a), f'(b)] € J < f'([a, b))

Réciproque d’une application de classe C* et difféomorphisme entre

deux intervalles

Théoréme :
Soient I, J deux intervalles de R, et f: I — J une application bijective dérivable. Alors f est monotone,

sa dérivée est de signe constant, et f~!, réciproque de f, est dérivable en b = f(a) € I si et seulement

si f'(a) # 0, et dans ce cas on a (f~1)'(b) = W

Définition :
On appelle difféomorphisme de classe C* entre I et J toute application f: I — J bijective, de classe

C* et dont la réciproque est aussi de classe C*.

Théoréme :

Soit k > 1. Une application f: I — J est un C*-difféomorphisme si et seulement si elle est de classe

C*, bijective et f’ ne s’annule pas.

IV Approximation uniforme des fonctions continues

Théoréme :
1. Toute fonction continue sur un segment et a valeurs dans un espace normé E est limite uniforme

d’une suite de fonctions affines par morceaux et continues.

2. Elle est aussi limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

Théoréme qu’on peut aussi énoncer sous la forme :

L’ensemble des fonctions affines par morceaux et continues est une partie dense de I’espace normé
(C°([a,b], E),|| |lso)- L’ensemble des fonctions en escalier est dense dans le méme espace.
Démonstration :

On considére 'ensemble B([a, b], E) des fonctions bornées muni de || |«
Et les sous-espaces C des fonctions continues, £([a, b] , E') des fonctions en escalier et A des fonctions

affines par morceaux partout continues sur [a, b].
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On va donc montrer que A = C% et C° c &.

Soit f € C. Montrons que pour tout € > 0, il existe p; € E([a,b], E) et @3 € A tels que | f —p1]o < &
et |f — gl <.

Soit donc € > 0.

Comme f est continue sur le compact [a,b], elle y est uniformément continue.

1l existe donc o > 0 tel que V(z,y) € [a,0]°, |z —y| <o — |f(z) — f(v)|p <e

On pose alors a; = a + «i pour i € [0, N — 1] ou N est le plus grand entier tel que a + (N — 1)a < b

Et on pose aussi ay = b.

Considérons alors @1 € £([a,b], E) défini par Vi € [0, N — 1], ©1/[a,,a,.1] = f(ai) et w1(an) = f(b).

On a alors ||f — p1]e < e.

En effet, pour x € [a,b], on a :

Soit x = b, et f(x) = p1(z)

Soit x € [a, b], et il existe i € [0, N — 1] tel que = € [a;, a;i11],

Et alors [ f(z) — e1(z)|e = [ f(z) — flai)|e < e

Donc Yz € [a,b], || f(z) — p1(2)||g < €, c’est-a-dire ||f — p1]e0 < €.

Considérons @2 tel que pour tout i € [0, N — 1], @2 est affine sur [a;,a;41] et wa2(a;) = f(ai),
p2(ait1) = flaiv1).

Ainsi, po € A

Et pour tout z € [a, b], il existe i € [0, N — 1] tel que = € [a;, a;+1]

On note alors t € [0;1] tel que & = ta; 1 + (1 — t)a,.

On a ainsi p2(x) = tpz(aiy1) + (1 — t)p2(a;) = tf(aip1) + (1 — ) f(a;)

Done | £(x) — ga(2)lls < t1F(@) — flass)le + (1= OIf(@) — fladls < te + (1 —te =<

(Car |z — ajp1] < la; — ajp1] S @ et |z —a;| <a; — ai11] < @)

Dot [[f — p2few <e.

Ainsi, on a montré les inclusions C° < &£, C° < A.

On verra qu’une limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, et donc que A < C°,
puisque A est constituée de fonctions continues.

Donc A = C° pour | |-
Remarque (hors programme) :
L’adhérence de &([a,b], F) dans (B([a,b],E)| |«) est ensemble des fonctions réglées, c’est-a-dire des

fonctions admettant une limite & droite et & gauche en tout point.

Théoréme (Weierstrass) :
1. (algébrique) toute fonction continue sur un segment [a, b] est limite uniforme sur [a, b] d’une suite

de fonctions polynomiales.

2. (trigonométrique) toute fonction continue sur R et 2w-périodique est limite uniforme d’une suite

de polynomes trigonométriques.

Précision Pour tout n € Z, on défini e,, par Vt € R, e, (t) = et
Ainsi, les e, : R — C sont continus, 2w-périodiques.
Et (en)nez est libre.

On note alors pour n € N, T,, = Vect(eg, |k| <n) et T =,y In = Vect(ex, k € Z).

neN
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Un élément de T est appelé polyndéme trigonométrique.
Démonstration (de Bernstein) :
1. On se ramene a [a,b] = [0, 1].
En effet, supposons le théoréme de Weierstrass établi sur [0,1] et soit f: [a,b] — C continue.
Posons, pour t € [0,1], g(¢t) = f(tb+ (1 — t)a). Alors g est continue sur [0, 1].

Il existe alors une suite (P, )nen de polyndmes telle que [P, — g/, (0,1 T 0
n—-+0o0

On définit alors Q,, = P, ( '—a )

Pour tout « € [a, b], en posant t = €[0,1],ona x =tb+ (1 — t)a et donc

[f (@) = Qu(2)] = |g(t) = Pu(t)] < [P = gl 0,11 (9.14)

Clest-a-dire | f — Qnloo,ja,p] < [P — glloo,j0,1], d’0tt la limite.

Maintenant
Soit f: [0,1] — C. On associe le polynéme de Bernstein de f, défini par :

Z ckf ( >X’<(1 — X))k (9.15)

(Pour x € [0,1], B,(f)(z) est le barycentre de la famille des (f (%) ,)\k) avec \p = CFaF(1
)R =0et 3 A =1)
Propriétés : pour tout n > 1,
o Yo O X1 -X) R =1
o Sp_oCREXR(1 - X)"F = X (Cest-a-dire B, (Id) = X)
o Sioo O (3)" XM - Xk = X2 4 XU
¢ g (X~ B XK1 = ) = X020

n

En effet : La premiére égalité est simplement une réécriture de (1 — X + X)"
Posons pour t € R, px (1) = X, _, CreF XF(1 — X)"F = (!X +1 - X)"
Ainsi, px est dérivable et @'y (t) = Y0, CFkeM XF(1 — X)"F = n(e!X +1 — X)" "1 Xe!
Avec t =0,0ona Y,_,CFkX*(1 — X)" % = nX d’ol la deuxieme égalité.
En redérivant :
O X (t Z CFEZRIXF(1 - X)" P =nn—1)(e'X +1 - X)"2X%! + nX (!X +1 - X)"Let
= (9.16)
et doncent=0:

Yo CER2XE(1 — X)" % =n(n—1)X? + nX d'ou la troisiéme

Enfin,
n k 2 n
Y ck (X - ) XF1-X)"F = X2 Y OpxF (1 - x)n
k=0 " k=0
Ok B n—knk‘ka n—k
—2X M Ch=XFa-Xx)R e Y ok (=) XF1-X)
n n
k=0 k=0
X1-X X1-X
n n
(9.17)
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Application au théoréme
Soit f: [0;1] — C continue.
Montrons que la suite des polynémes de Bernstein convient pour le théoréme, c’est-a-dire que

Ve>0,ANeN,Yn= N, |f — Bo(f)|w <

On note w le module de continuité uniforme de f sur [0;1] (qui existe car f est continue sur [0; 1]
donc bornée)

Pour z € [0;1] et ne N, on a :

/@) = Ba(f)(@)] = | 2 ctp(E Yk (1 — gy

(car Z Crak(1 —z)"F =1)
k=0

Z Ch(F(a) - f(%))w’“(l — )

EC’“If )Iﬂf (1—a) "

(9.18)
Soit @ > 0. On pose I} = {k € [0,n], |z — £| < a}, I = [0,n] 1
Et Sj = Yy, Ch(f(2) = f(&))a*F (1 —a)"F (j =1,2)
Majorons S avec w :
Ona [S1] = Ycp, Chw(a)zF (1 —2)" % < 3 Crw(a)a®(1 — z)"F= w(«)
Majorons S :
3 _ﬁl |m—ﬁ| (a—k)?
Si ke I, alors =— > 1, donc ~—* < ~——%
Donc
)2
|92 < ) cx =) o a1 - ot
kEIQ
2 = ) (1 — ) (919)
- 2”f“oc fE(l —2) _ |l
T2 n 2a2
Car Yz € [0,1],z(1 —z) < 1/4
On a donc, pour tout n > 1et > 0 :
o & 0.1]. (@) — B(F)(@) < o) + L2 (920)

2a2n

Donc [ f = By (f)]o < w(a) + gf;“;;

Si on prend « = #, on a pour tout n =1 |f — Bp(f)]e < w(n'/?) + s ——— 0

Remarque :
Si f est positive, les B, (f) le sont aussi sur [0, 1].
Si f est croissante ou convexe, il en est de méme pour les B, (f).
2. Pour les polynoémes trigonométriques :
e Si f: R — C est paire et continue, posons g(z) = f(Arccos(z)) pour z € [—1,1]
Alors Vt e R, f(t) = g(cost).

En effet, c’est vrai sur [0, 7], puis sur [—, 7] par parité et enfin sur R par périodicité.
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g: [-1,1] — C est continue, donc limite uniforme d’une suite (P,),en de polyndmes, disons
d

Pn = k(:no) ak(n)Xk

Donc pour tout t € R, | f(t) — Py(cost)| = |g(x) — Pp(z)| < |g — Pn|ow en posant z = cost

Et P,(cost) = 2(:"3 a(n) cos® t est un polynoéme trigonométrique

Car pour tout k € [0,n], cos®t = (L;ﬂt)k € Vect(e;, |7] < k)
e Si f est impaire dérivable en 0 et T,
ona f(r) = f(=m) = —f(r) donc f(r) = f(-m) =0
) it gz

On pose h(t) = { f(0) site2rZ

fi(m) siten+2nZ
Comme f(0) = f(m) et f est dérivable en 0 et 7, h est continue sur R, paire et 27-périodique.

11 existe donc une suite (Q, )ren de polyndmes trigonométriques telle que |h—Qp | o P
Donc Vt € R, |f(t) —sint x Q, ()| = |sint||h(t) — Qn(t)| < [|h — Qunllw
Or, t — sint x Q,(t) est encore un polynéme trigonométrique.
Donc f est bien limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.
e Si f est impaire (pas forcément dérivable)
On a alors f(0) = f(7) =0
Pour tout € > 0, il existe k.: R — C, continue, impaire et 2m-périodique dérivable en 0 et m
telle que [[ke — flloo < e
On peut en effet, pour a €]0, 7| suffisamment petit, définir k par
o Sur [—a, ], k est affine telle que k(o) = f(a) et k(—a) = f(—a)
o Sur [—a+ m,« + 7, k est affine telle que k(m — a) = f(7r — ), k(7 + «) = f(7 + @)
o Et k= fsu (o, —a+7]ua+ w21 —
On & ainsi | f — ko = maax (SuDge( .01 |£(8) = (O], S0 arsa |(0) = K(D)])
Comme f est continue en 0 et 7, on peut choisir a > 0 tel que les bornes supérieures soient
inférieures a /2

Ensuite, on approche k & /2 prés par un polynome trigonométrique R, et on a finalement
If = Rl <[f = klloo + |k — Rloo <2¢/2=¢ (9.21)

e Pour f quelconque, on la décompose en une somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire (continues), on applique les points précédents a ces deux fonctions et la somme des

deux polyndémes trouvés convient.
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