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Chapitre 7 : Etude et réduction des
endomorphismes

K désigne ici un corps commutatif quelconque.

I Eléments propres d’un endomorphisme ou d’une matrice carrée

A) Définition

Soit u € Zk(F), E étant un K-ev.

Equation aux éléments propres de u u(¥) = A7 ou A € K, % € E\ {0}.

On appelle vecteur propre (abr. Up) de u tout ¥ non nul tel qu’il existe A € K vérifiant u(v) = A7.

On appelle valeur propre (abréviation vp) de u tout A € K pour lequel il existe @ # 0 vérifiant u(7) = A

.

Attention : 0 n’est pas vecteur propre.

Proposition :
Si U est ¥p, il existe un unique A € K tel que u(¥) = At

En effet, si AU = uv, alors A = p car v # 0.

Définition :
Si @+ 0 et A e K vérifient u(¥) = A7, on dira que :
1. X est la valeur propre associée a U

2. ¥ est un vecteur propre associé a .

Proposition :

Soit A € K. On a les équivalences :
1. X est vp de u.
2. ker(u — A1dg) # {0}

Définition :

vp A

On a alors ker(u — AIdg) = {Up associés a u} u {0}.

Si A est vp de u, le sous-espace vectoriel ker(u — AIdg) s’appelle sous-espace propre de u associé a la

Notation :
E(u) = ker(u — A\1dg).
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I. ELEMENTS PROPRES D’UNARDAQK @R EHISPIE KIUHEDNE MANDIES ENXRAFERPHISMES

Cas des matrices carrées

Soit A € 4, (K).

On appelle éléments propres (valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre) de A les éléments

propres de I'endomorphisme de 4, 1(K) wa: #,1(K) — w1 (K) .
X — AX
On parle aussi de vecteurs colonnes propres (vep) :

X e Mp1(K) est vep de A associé alavp AeKsi X # | 1| et AX =)\X.

Théoréme, définition (polyndme caractéristique d’une matrice carrée) :
Soit A € A, (K).

La matrice A — X1, & coefficients dans "anneau K[X] vérifie :
det(A — XI,) = (—1)"(X" + ap 1 X" -+ ) € K[X] (7.1)

ot apg = (—1)"det A et a1 = — Tr(A).
Le polyndéme det(A — X I,,) s’appelle polynéme caractéristique de A, noté x4 (étude plus loin dans

le chapitre)

Démonstration :
A— X1, € #,(K[X]), ses coefficients sont (A — X1,,); ; = A; j — X0; ;.
Donc det(A — X1,,) = 3 s, €(0) Po(X) ott Pr = [y (A — X10)i () = [ [i1 Aivo(i) — X0i0)
Chaque P, est dans K, [X], donc det(A — X1,,) € K,,[X].
On a de plus deg P, = n si et seulement si Vi € [1,n], 0(i) = 4, c’est-a-dire o = Id.
(En effet, sinon [[;_, (A o(i) — X6;,5(i)) est de degré <n —1).
On a ainsi un seul P, de degré n, a savoir Piq = [[, (4;; — X), et on voit alors que le terme
dominant de det(A — X 1I,,) est (—1)™.
De plus, on ne peut pas avoir deg P, = n — 1, car si o(i) = ¢ pour n — 1 valeurs de i entre 1 et n,
alors c’est pareil pour la derniére, et o = Id.
Ainsi, le coefficient de X"~ dans y 4 vient uniquement de celui de Piq, et Piqg = (—X)"+(—X)" "1 (A1 1+
o Apg) o
Pour la constante :
Lemme :
Pour tout A € K, xa(\) = det(A — AIL,).
En effet, développer det(A — AI,,) ou développer det(A — X I,,) puis remplacer X par A revient au méme.
Ainsi, la constante de x4 vaut x4(0) = det(A).

Expression des ¢; (en caractéristique 0) Ona:

All—X

)

(—D)™(X" = Tr(A)X" '+ ap(A) X" 2 4+ 4 (=1)" det A) = A?’l . (7:2)
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CHAPITREI7. HLFVIMNES REOPRKHS ONUNEENINDDORIHARISNIO%$ D'UNE MATRICE CARREE

Donc
A — X 0
-1 A
1,2 Aj—l,j—l - X 0
0 Asx—X . ‘ T ,
X4 = ' 2,2 e -1 io4...
. ° . O
0 An,n -X An,l e An,jfl
J
(7.3)
En 0,
X4(0) = —(det Ay 1) + -+ det A, ,, (7.4)
Ot A; ; est obtenu & partir de A en retirant la i-éme ligne j-éme colonne.
En dérivant une seconde fois,
X4 = somme des déterminants obtenus en dérivant deux colonnes distinctes de A — X I,
-1 0
0 -1
=2 X +
0 0
0 (7.5)
0
-1 0
:22 Clv"'vci—h aO’i+1a"'7 7"'aCn
i<j 0 -
0
0
=det(A(;,1),(.9))
En comparant les deux expressions, on a :
=D det(Ay) = ¥a(0) = (=1)"an_1(4) (7.6)
i=1
2> det(Ag ) = (—1)"an_1(A) x 2 (7.7)
1<j

Donc
xa=(—1)"(X" - TY(A)anl + 5n—2Xn72 — 5n_3X"73 +--+ (*1)”7161)( +(=1)"det A) (7.8)

ou Vk € [[17n]]7ﬁk = Zi1<i2<~-<ik det A(i17i1)>(i27i2),“~ (ki)

Théoréme (usage de x4) :
1. Soient A € #,(K), A € K. Alors X est valeur propre de A si et seulement si A est racine de x 4.

2. Si K est algébriquement clos, toute matrice A € #,,(K), tout endomorphisme en dimension finie

n = 1 admettent au moins une vp

3. Un endomorphique en dimension n ou une matrice A € ., (K) admettent au plus n vp.
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Démonstration :
Voir lemme dans la démonstration du théoréme précédent : A est vp de A si et seulement si A — A1, ¢

L, (K), c’est-a-dire si et seulement si x4(A) = det(A — AL,) = 0.

Lien entre matrices et endomorphismes Soient E un K-ev de dimension finie n, u € %k (E).

Soit # = (e, ...e,) une base de E et A = matg(u) € 4, (K).

Théoréme :
1. X est valeur propre de u si et seulement si A est valeur propre de A.

2. Pour tout ¥ € E\ {0}, ¥ est vecteur propre de u si et seulement si matg(0) € 4, 1(K)\ {0} est

vecteur propre de A.

Démonstration :
Soient v e E, A € K. On note A = matg(u), X = matg(¥).

On a alors I’équivalence :

w(@) = M Ax X =\X

0)

W
=11

X#0

Spectre et valeur spectrale

Définition :
Soit u € Zk(E).
On dit que X € K est valeur spectrale de u si u — AIdg n’est pas un automorphisme de F. Il y a deux

types de valeurs spectrales :
e Les A € K tels que u — AIdg n’est pas injectif (c’est-a-dire les vp de u)
e Les A € K tels que u — AIdg n’est pas surjectif.

En dimension finie, toute valeur spectrale est valeur propre.
Mais c’est faux en dimension infinie :

Exemple :

On considére I'application M: R[X] — R[X] .
P — XP
Alors tout réel est valeur spectrale de M mais M n’a pas de valeur propre.

En effet, soit A € R.
Alors M — X 1d n’est pas surjective, donc A est valeur spectrale : pour tout P € R[X], (M —\Id)(P) =
XP — AP = (X —AP. Ainsi, 1 ¢ Im(M — A1Id) (par exemple)

Mais M — AId est injectif, donc A n’est pas valeur propre (en effet, si (X — A)P = 0, alors P = 0)
Définition :

On appelle spectre 'ensemble des valeurs spectrales d’'une matrice ou d’un endomorphisme, noté sp(A)
ou sp(u).
Dans 'exemple précédent, on a sp(M) = R.

Note :

En dimension finie, sp(u) est aussi ’ensemble des valeurs propres de w.
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CHAPITREI7. HLFVIMNES REOPRKHS ONUNEENINDDORIHARISNIO%$ D'UNE MATRICE CARREE

Indépendance de sous-espaces vectoriels propres

Théoréme :
Soit u € Zx(F) :

e Toute famille de ¥p associés a des vp deux a deux distinctes est libre.

o Autrement dit, si F1,...F), sont des sous-espaces propres deux & deux distincts, alors la somme

Fy 4 -- -+ F}, est directe.

Démonstration :
(1) Soient 4, .. .7, non nuls tels que Vi € [1,n],u(0;) = X7, les A; étant deux a deux distincts.
Supposons que Z?:l ;05 = 0. Montrons par récurrence sur p que Vj € [1,p],z; =0

e Sip=1:sixv; 26, alors x1 = 0 car 7 # 0.

e Supposons la propriété vraie pour p — 1 vecteurs propres (p € N*), et considérons le cas de p
vecteurs propres :
Siona Y}, 20 = 0(7.10), alors i wju(vy) = 0(7.11).
Done (A ([T.10) — [.11) 37, 2500 — AT = X2 2500 — A)7; =0
D’ou, par hypothese de récurrence Vj < p—1,z; (A, — A;) =0.

NI

#0
Donc Vj < p—1,z; =0, puis z, = 0, ce qui acheve la récurrence et montre le premier résultat.

(2) Soient Xi,. ..Xp tels que Vi € [[1,p]],Xi € F;.
Supposons que X1+ + )_(}, =0.
Alors Vi € [[1,pﬂ7X'i = 0, car sinon les X, non nuls seraient des vecteurs propres associés a des
valeurs propres deux a deux distinctes et formant une famille liée, ce qui est impossible d’apres .
Exemple :
E =C*(R,C).
wu=D: fs f'. Alors ue % (E)
Pour A e C, py: t — e est vecteur propre (non nul) de u associé a .

Donc (px)rec est libre.

Corollaire (en dimension finie) :
Un endomorphisme v d’'un K-ev de dimension finie n a au plus n valeurs propres distinctes.
En effet, si A1,...\, dont p valeurs propres distinctes de u, alors en prenant pour ¢ € [1,p] 7; un

vecteur propre associé a \;, la famille (7, ...7,) est libre, et donc p < n.

Remarque (Autre démonstration) :
On prend % une base de E, A = matg(u).
Alors I'ensemble des valeurs propres de u est aussi I’ensemble des valeurs propres de A, qui est

lensemble des zéros de x4, et donc de cardinal < n (car deg x4 = n)

Exemples

Géométrique
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I. ELEMENTS PROPRES D’UNARDAQK @R EHISPIE KIUHEDNE MANDIES ENXRAFERPHISMES

Les projecteurs Soit p un projecteur (on suppose p # 0 et p # Id)

Eléments propres les valeurs propres de p sont 0 et 1, et les espaces propres sont Ej (p) = kerp

et E1(p) = ker(p —1d) = Imp.

Démonstration :
Soit p un projecteur sur F' parallélement & G, avec F@® G = E. (et F,G # {0})

On résout p(7) = A7 pour 7 # 0.
Onav=f+gonfeF, jeG.
Alors p(¥) = M < f:/\(f+§) — f:/\fet )\g’:(_)'.

Discussion

e SiA=0, p(¥) =\ — ¥ =geG. Donc 0 est vp d’espace propre associé G.

e SiA=1,p{0) =\ < U= fe F. Donc 1 est vp d’espace propre associé F'.

e Sinon, p(¥) = M < f: G =0, et A n'est pas valeur propre.

Rotations planes d’angle § Soit (7, j) une base orthonormée directe de R2. Une rotation R(6) a pour

cos —sinf
dans cette base.

matrice
sinf  cosf
Alors :
cosf —X  —sinf ) .
XR(0) = = X% —2cos0X +1= (X —e?)(X — e ™) (7.12)
sin 6 cosf — X

Ainsi :

e Sif#0 mod m, il n’y a pas de vp.

e Si® =0 mod 2w, R(f) =1d, donc 1 est vp et By = R2.

e Sif=nm mod 27, R(f) = —1d, donc —1 est vp et E_; = R2.

Exemple matriciel
Localisation des valeurs propres d’une matrice complexe
Lemme (Lemme de Hadamard — matrice 4 diagonale dominante) :
Soit A € A, (C), on suppose que
(7.13)

n

Vie [1,n],| A > Z |4
i=1
it

Alors A est inversible.

En effet : Soit X € 4, 1(C), supposons que AX = 0.

Alors X = 0. En effet, supposons que X # 0; soit alors ig € [1,n] tel que |X;,| soit maximal.

Alors (AX)y, = 274 Aiy jX; = 0.
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Donc
AigioXiol = = D, A Xg < D0 A Xl < | D] iyl | 1XGl (7.14)
Jel1,n]\{io} jell,n]\{io} j];leo

Soit, en simplifiant par |X;,| > 0, on obtient une contradiction.

Donc X =0, et A est inversible.

Théoréme (de localisation) :

Soit A une matrice complexe, et (A4; ;) ses coefficients.

Alors
sp(4) < U D | A, Z |4 5] | - (D(z,7) ={z eC, |z — 2| <r} (7.15)
i=1 =1
Ji
Ou .
VAe Sp(A)a Jig € [17TLH7 ‘Aio,io - )\| < Z ‘Aio,k (716)
k=1
k#’io

(Disques de Gerschgorin)

Démonstration :

Soit A€ C, on pose B=A — Al,;onaainsi B; j = A; ; — Ad; ;.

n
Donc si Vi € [1,n],|A4;; — Al > Z |A; |, alors B est inversible donc A n’est pas valeur spectrale de
—_— iz
B, G#i Bij
A.
Remarque :
On a le méme résultat avec ‘A : sp(‘A) < |J;—, D (Ai,i, D=1 A

J#i
(sp(*fA) = sp(A) car A — \I,, est inversible <= {A — \I,,) ='A — \I,, est inversible)

Matrice compagnon Soit P = X" — (ag + -+ + a1 X" 1) € K,[X], et Ap =
0 1 (0)
0 In—l
= e M (K)
. a a;
(0) S o | (@)
aO e e a,n71

On cherche les valeurs propres de Ap. Equation aux éléments propres :

€
ApV =AV,ouV = | : |.On a les équivalences :
Tn,
To = )\.I‘l
T3 = AT2 Vie [1,n],r; = N7 tay
APV:)\V<:> : < xl(a0+a1)\+"'+anfl)\n_l_)\n):0
Ty, = )\Jjn_l —P()\)
apxy + -+ 1T, = ATy

(7.17)
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Si P(A) # 0, ’équation ApV = AV n’a que la solution nulle, et A n’est donc pas valeur propre. Si

1
A
P(X\) =0, 'ensemble des solutions est K ) de dimension 1.
Anfl
Ainsi, I’ensemble des valeurs propres de Ap est I’ensemble des racines de P, et les espaces propres
1
A
sont les droites K ) de dimension 1.
Anfl

Ainsi, A, est diagonalisable si et seulement si P est scindé & racines simples (i.e. @ FE) est de dimension

n si et seulement si P a n racines)

-X 1 (0)
De plus, x4, =

(0) 1

ao DRI DR an—l_X

En faisant la transformation C; «— C; + XCs + - - + X"~ 1C,,, on obtient :

0 1 (0)
'S .
XAp = ; ota=—P (7.18)
0) D
a DR ... a/’n,—l_X

Ainsi, x4, = (—=1)"P (En développant selon la premiére colonne).

Ceci montre que tout polyndéme (—X)™ 4 - - - est polynéme caractéristique d’au moins une matrice.

Application :
On suppose P = X" —ag —--- — an_1 X" 1. Alors pour toute racine z de P, on a :
Soit 2| < 1, soit |z — an_1| < Yp_e |ag].
Définition (Matrices stochastiques, bistochastiques) :
On dit que A € 4, (R) est stochastique si ses coefficients sont positifs et si Vi € [1,n], 2?21 a;; = L.
A est dite bistochastique si A et A sont stochastiques :

Vie[l,n], Y ai; =Y a;=1 (7.19)
j=1 j=1

1. Alors A € #,(R) est stochastique si et seulement si A est a coefficients positifs et AU = U

c’est-a-dire si et seulement si U est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

Soit A stochastique :
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2. Alors sp(A) = D(0,1), et 1 € sp(A).

3. Les ensembles des matrices stochastiques et bistochastiques sont compacts, convexes et stables

par produit.

Démonstration :

LAU=U < Vie[l,n],};_ ai; =1

2. Soit A € sp(A). D’apres le théoreme de localisation, il existe ¢ € [1,n] tel que |A — a; ;| < i la; ;1.
gt
Alors |A| < |ai i + A —aiq < Z;.l:l la; ;| =1 (A est & coefficients positifs)
3. Soient A, B stochastiques.
Alors AB est a coefficients positifs, et (AB)U = A(BU) = AU =U.
Pour bistochastique, on applique ce qui précéde & A, B, A, 'B.
D’ou déja la stabilité par produit.
e Si A et B sont stochastiques, alors pour A € [0;1], (1 —A)A+ AB est stochastique : ((1—A)A+
ABYU=(1-MNU+\U=U.
e Compacité :
On munit .#,(R) de la norme ||A| = max; jeq1,n] |as,;]-
Alors pour toute matrice stochastique, |A| < 1. Donc 'ensemble des matrices stochastiques
est borné.

Soient L;;: #,(R) — R
J A Zai,j
j=1

et A\i: Mp(R) — R , formes linéaires continues

(car en dimension finie)

Alors 'ensemble des matrices stochastiques est (), ;e ] L;}([O, +0) N Nieg1,n] AH({1)), qui
est une intersection finie de fermés donc un fermé.

Donc ’ensemble des matrices stochastiques est compact.

On fait pareil pour les matrices bistochastiques.

0 1 (0)
1
Une matrice importante Soit A, = € M, (R) (A, est symétrique)
1
(0) 1 0
Equation aux éléments propres :
—Ar1+22=0

1 — Arg +2x3=0
(7.20)
Tp—2 — )\xn—l +z, = 0

[ Tn—1 — A, =0

On a donc une suite récurrente linéaire avec xg = 0, x,41 = 0. On a I’équivalence :

(fr2d) = vie[1,n], 241 — Awi + 201 =0 (7.21)
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D’ou I’équation caractéristique : 72 — Ar + 1. On a le discriminant A = A2 —
On cherche A € R, et on a |A\| < 2 (d’aprés le théoréme de localisation). On pose A = 2 cos#.
On a donc deux racines complexes conjuguées 1 2 = et
Il existe donc «, B € C tels que Vk € [1,n], zp = aek® + pe=k®,

. . p=—a
De plus, ae®tD# 4 ge=(+1)# — (0 Donc

asin(n+1)0 =0

e Sisin(n+ 1)0 # 0, alors A n’est pas vp (la seule solution est X = 0).

e Sisin(n+1)0 =0,
() <= 3o’ € C,Vk € [1, N],zx = o’ sin(k0)
sin 6
Donc M est vp et By =R
sin(né)
On a n valeurs 6 €]0, 7| telles que sin((n + 1)0) = 0 (& savoir les § = nk—fl pour k € [1,n])

On a donc n vp A\ = 2cos ( ) distinctes.

+1
. km
Sin 771—‘,—1
Donc A, est diagonalisable de valeurs propres A\ avec comme ¥p associé Uy = :
s nkm
S1n 7n+1

2 cos m

Donc A,, = P x x P71 ot P = (#,...,0,).

2 cos 2T n+1

(7.22)

Exemples analytiques Opérateurs différentiels linéaires (dans le cadre de fonctions de classe C*).

Soit I un intervalle de R, E = C*(I,C).
Pour j € [0,p — 1], soient a;: I - Ce E.
On pose u = DP + Z?;é a;D’ Pendomorphisme de E défini par :

p—1
Vfe B u(f) =P+ Y a;fY

=0

(7.23)

Proposition :

Tout complexe \ est valeur propre de u, et les sous-espaces propres sont tous de dimension p.

p—1

e (z)yY)(z) est un C-ev de dimension p.

Ceci découle du théoréme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires (plus tard) :

Soient ag,...ap—1: I — C, continues. Alors I'ensemble des y € E tels que Vz € I,yP(z) =

En effet (pour le fait que ga en découle), on a I’équivalence :

u(f) =Af < Veel, fP(z) 2 (@) f9(x) + (A = ao) f ()

(7.24)

Comme les —a; et A — ap sont continues pour tout A, I’ensemble des solutions est un C-ev de dimension

p.
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Exemple :
Soit I un intervalle de R.
Trouver les valeurs propres et les fonctions propres (c’est-a-dire les vecteurs propres de C*(I,C)) de

D:C*(I,C) — (C*(I,C)
f — gtelqueVxel, g(x)=af'(v)
Equation aux éléments propres :

Soient A € C, f € C*(I,C), supposons que Vx € I, zf'(x) = Af(x).
e Si0¢1I,ona f/(z) = 2f(z), donc la solution générale est f(z) = Ke*'"lel = K|z ?
Ce sont toutes des fonctions de classe C*, donc I’ensemble des valeurs propres de D est C, et E)
est de dimension 1 (c’est Vect(z — |z|}))
e Si maintenant 0 € [ :
Si 0 =infI (ou sup/ de fagon symétrique) :
x — z est-elle de classe C* sur I ?

Oui si et seulement si A € N, et donc ’ensemble des valeurs propres est N.
Remarque :

Sin <A <n+1pourneN, alors pour x >0, f"D(x) = (A —n—1)...(\)z "L,
Donc lim,_,q+ | £+ (2)| = +00, et f n’est pas de classe C*.
Si XA e C, pour n > Re(\), limy,_,q+ | £ (z)| = +o0.

e Si maintenant 0 € J , on fait pareil.

Attention : Il y a un probleme de raccordement en 0 :

IL =1nR%
On coupe I en deux :
I, =1nR*
Si D(f) = Af, on trouve deux constantes K, K> telles que :

Ve I, f(z) = Ko (7.25)

Vx € Iy, f(z) = Ka|z|*
Comme f|1, g0y est de classe C*, A e N.
Ainsi, tout entier est valeur propre car xz — 2 est fonction propre associée.
Détermination de ker(D — AId) (pour A € N)
f définie par () doit se raccorder de fagon C* en 0.
C’est possible si et seulement si K1 = (—1)*K>

Et dans ce cas, ker(D — AId) = C(z — 2?)
Equations intégrales

N Opérateur de Volteira Onprend E = C°([0,1],C), V: f € E — V(f) tel que Va € [0,1], V(f)(z) =
J f()de.
’ Equation aux éléments propres : Sg f(t)dt = Af(x) pour tout x € [0, 1].
En posant F(z) = {; f(t)dt, on est ramené a F = AF’ avec F'(0) = 0.
Ainsi :

e Si A =0, alors F' = 0, donc 0 n’est pas vp.
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z dt

e Si A #0,alors F/ = 1+ F, donc F(z) = F(0)els 5 =0.

Donc V' n’a pas de vp.

x(l—t) siz<t
Autre exemple On prend encore E = C°([0, 1], C). On définit le noyau k(z,t) = .
t(l—=z) siz>t
Pour f € E, on pose ¢(f)(z) = S(l) k(x,t)f(t)dt.

Alors ¢ est linéaire.
Pour fe E, x€[0,1], on a :

1

x(1—t)f(t)dt=(1—m)ftf(t)dt+xf (1—0)f()dt  (7.26)

x

&(f)(x) =& t(1 — ) f(t) dt + f

x

Donc ¢(f) € E (la fonction est méme C')

Equation aux éléments propres :

o(f) =N = Vzel0,1],(1—2x) J:tf(t)dterf (1=t f(t)dt = Af(x) (7.27)
e Si A =0, en dérivant :

T 1 T 1
Yz € [0, 1],7J0 tf(t) dt+J (1=-t) f(t) dt+(1—z)(xf(x))—z(l—2) f(x) = ff tf(t) dt+J (I-t)f(t)dt =0

T 0 T

(7.28)
On peut donc redériver :
Ve e [0,1],—zf(x) — (1 —z)f(x) =0 (7.29)
Soit f = 0. Donc 0 n’est pas vp.
e Si A #0,alors f = %gb(f) est dérivable :
Vo e [0,1],— T tft) dt+ (1 — dt = Af’
2 — ze0,1], = §ytf(t)dt +§,(1 =) f(t) dt = Af'(2) (7.30)

f0)=f(1)=0

Donc f’ est dérivable, et on peut redériver :

i) — | e —1@ =) _—
F(0) = £(1) =0

On étudie donc I’équation f” + %f = 0 avec les conditions aux limites f(0) = f(1) = 0. Cette

équation a une solution non nulle si et seulement si il existe n € N* tel que A = #

Les solutions sont alors f(z) = K sin mnz.

Réciproquement, ces fonctions sont bien solution.

L’ensemble des valeurs propres de ¢ est donc {ﬁ,n > 1}, et les espaces propres associés F_1 =

n2x

Rsin(nn).

Diagonalisabilité et diagonalisation en dimension finie

On considére un K-ev E de dimension n finie, u € Zx(F), A € 4, (K).
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1) Définition

Un endomorphisme u € Zk(FE) est dit diagonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle la

matrice de u est diagonale.

2) Caractérisation

Théoréme :
Soit u € Zx(F), dimg E = n < +00.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) u est diagonalisable

2) Il existe une base % de E constituée de vecteurs propres de u.

(1)
(2)
(3) E est la somme (directe forcément) des sous-espaces propres de u.
(4)

4) La somme des dimensions des espaces propres de u est égale a n.

Démonstration :

[1] = [2] Sila matrice de u dans B = (v1,...v,) est
Mg (u) = ; (7.32)

on a alors Vi € [1,n], u(v;) = Ay
[Z] = [3] Soient Fi,...F, les sous-espaces propres de .
Alors P, F; est le sous-espace vectoriel Vect(| J/_; F;). Comme | J}_, F; contient une base de E
(d’aprés ), on a bien Y ! | F; = E.
B] =[] SiE=F&---@®F,ou F,...F, sont les sous-espaces propres de u, alors dimg £ =n = Zle F;.
(A = [@ Sidimg £ =>7?_| F;, comme les sous-espaces propres sont en somme directe, ona E = F1@- - -®F),.
Soit, pour i € [1, p], %B; une base de F;.
Alors # = | JI_, %, est une base de E, et comme tout vecteur ¥ de 2 est dans 'un des F;, i € [1,p],

la matrice de u dans A est diagonale.

3) Projecteurs spectraux d’un endomorphisme diagonalisable

Définition :

Soit u € % (F), diagonalisable de valeurs propres Aj,..\, deux & deux distinctes. On note F; =

P

ker(u—A; Id). On appelle i-éme projecteur spectral de u le projecteur sur F; parallelement a G; = @ F;.
j=1
J#i

Exemple :

Soit u € Zk(FE), projecteur sur F' parallelement & G ol F @G = E et F,G # {0}.
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Ona:
sp(u) = {0,1}, ker(u —01Id) = G, ker(u —1d) = F (7.33)

Donc u est diagonalisable car E = F @ G.
Les projecteurs spectraux de u sont :
u, projeté sur F parallelement a G,

et Id —u, projeté sur G parallelement & F'.

Théoréme :

Sous les hypotheses de la définition, on note 7; le projecteur sur F; parallelement a G;.

Alors :
1.m+-+m=Idg
2. Vi#j,mom; =0
3. u=37_, \jmj (remarque : Fj = ker(u — \; Idp))
4. Plus généralement : Vm e N,u™ = 3" A\

Et pour tout P =ag + -+ agX? e K[X], on a :

P
apldg + - + aqu® = P(u) = Z P(\j)m; (7.34)

j=1

Inversement, s’il existe des projecteurs ;,7 = 1..p vérifiant :
P P
> m=1ldg, Vi # j,miom; =0, etu= Y A, (7.35)
j=1 j=1

alors u est diagonalisable, et ses valeurs propres sont les A;, i € [1, p].

Si de plus les \; sont deux a deux distincts, les projecteurs spectraux de u sont les m;,i € [1, p].

Démonstration :
P
E On a pour ¢,j € [1,p] avec i # j : Imm; = Fj < kerm, = @Fk
k=1
k#i

Donc m; om; = 0.
m, E Pour tout i € [1,p] et z € F;, on a Id(x) = z, et :
r osij=i
T (1‘) = (736)
0 sinon
Donc 3}0_, mj(z) = 2 = Idp(z).
Et Z?zl Ajmi(x) = Nz = u(x) (par définition de F; = ker(u — X; Id))

Dot le résultat puisque >.7_; \jm; et u, D7

j—1 T et Idg, coincident sur tous les Fj, donc sur
@le F;,=F.

H Montrons par récurrence que Yk € N, uf = ?:1 /\?71']'
Pour k£ = 0,1, le résultat a déja été montré.
Soit k € N, supposons que u* = Iy Aim;.
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j=1"]

Alors uF ! =y ouf = <Z§:1 >\j7rj) © (Z?:l >\§7Tj> =1 NN om =3P Mg,

—

(Siyjﬂi
Ce qui achéve la récurrence ; puis, par combinaison linéaire, on a VP € K[X], P(u) = ?:1 P(\j)m;.

e Pour la réciproque :
Supposons que Vi, j € [1,p], m; o m; = & jmi, 20—y 7 = Idp et u = 37, A\jmj.
Il faut montrer que u est diagonalisable et que si les \; sont deux & deux distincts, les projecteurs
spectraux de u sont les ;.
Posons pour i € [1,p], F; = Im ;.
Comme 7; est un projecteur, on a Va € F;, m;(z) =
De plus, pour 4,5 € [1,p] avec j # i et x € F;, m;j(x) = mj om;(z) = 0.
N

=0
Ainsi, pour i € [1,p] : Vz € Fj,u(z) = \imi(x) = Az

Donc tout vecteur non nul de F; est propre pour u.
Or, pour tout y € E, y = >7_ mi(y) € Xb_, Fi.
Ainsi, ’ensemble des vecteurs propres de u engendre E, donc u est diagonalisable.
e On cherche maintenant les vecteurs propres et valeurs propres :
Equation aux éléments propres : u(Z) = AT pour & # 0.
Onaz=>r m(@) et u@ =>"_ \m(Z).
De plus, la somme Y7 F; est directe. En effet, si fi +---4 f, = 0 pour (f1,... f,) € Fi x -+ x F},
alors pour tout k € [1,p], 0 = mp(f1 +--- + fp) = fr car mp(fi) = 0sii+k.
Donc u(z) = Az équivaut a Yo, A\ (Z) = D7, Ami(F), ¢’est-a-dire par unicité de la décomposition
dans @_, F;,
Vie [1,p], A — AN)mi(z) =0 (7.37)
Discussion :
o SiVie [1,p], A # N, alors Vi € [1,p],m(x) = 0. Donc u(z) = Az équivaut a& = = 0, donc
A ¢ sp(u).
o Si les A; sont distincts deux & deux, et si A = \;, pour ig € [1,p], () équivaut & Vi #
10, mi(x) = 0, c’est-a-dire & x = m;,(x) € Fy,.
Autrement dit, \;, est valeur propre de u et le sous-espace propre associé est Fj,. Ainsi, les m; sont
les projecteurs spectraux de wu.
Remarque :

Si les A; ne sont pas tous distincts, u est diagonalisable, ses valeurs propres sont les \; mais les sous-

espaces propres ne sont pas les F;, mais les @; tels que Fi-
Xi=A

4) Cas des matrices

Définition :
A e #,(K) est dite diagonalisable lorsqu’elle est semblable & une matrice diagonale, c’est-a-dire qu’il

existe P € GL, (K) tel que D soit diagonale, ot D = P~1AP.
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Théoréme (lien entre matrices et endomorphismes) :
(1) A € Mn(K)  est  diagonalisable si et  seulement si  ’endomorphisme

ua: Mpi(K) — n,1(K) est diagonalisable.
X — Ax X

(2) Pour un K-ev F de dimension n, u € %k (F), une base & de E, et en posant A = matg(u) :
e 1 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable
o sp(u) = sp(A)
e U € E\ {0} est vecteur propre de u associée a \ € K si et seulement si matg(¥) est vecteur

propre de A associé a A.

Démonstration :
Déja, il suffit d’établir :avec A = matcano(u), on a = [1]
Montrons alors :
e Si u est diagonalisable, il existe %’ telle que matg (u) = D est diagonale.
Mais alors D = P~ AP, P étant la matrice de passage de & & #'.

Donc A est diagonalisable.

e Réciproquement, si A est diagonalisable, alors A = PDP~! ou D est diagonale.
Soit %' une base de E telle que la matrice de passage de B & %' soit P.

Alors matg (u) = P"'AP = D. Donc u est diagonalisable.

5) Pratique de la diagonalisation

Définition :
Diagonaliser un endomorphisme, c’est trouver une base de vecteurs propres.

Diagonaliser une matrice A € .#,(K), c’est trouver P € GL,,(K) et D diagonale telle que A = PDP~L.

Probléme Pour chaque valeur propre A de u, on détermine une base %, de l'espace propre E)(u).
Alors U)\esp(u) A est libre.

Il y a alors deux cas :

e Soit # U/\Esp(u) B = dim E, et u est donc diagonalisable, Ukesp(u) A étant une base de vecteurs

propres.
e Soit # U/\Esp(u) By < dim E, et u n’est pas diagonalisable.
NB : pour A € #,,(K), considérer 'endomorphisme uy de .4, 1(K).

Remarque :
Parfois (surtout en dimensions petites 2, 3, 4), on a intérét a commencer par calculer le polynéme
caractéristique.

On verra plus tard aussi le théoreme spectral :

Toute matrice symétrique réelle est (orthogonalement) diagonalisable.
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6) Exemples

e Tout projecteur est diagonalisable
e Si K n’est pas de caractéristique 2, toute symétrie est diagonalisable.
e Exercice : soit pe N, E=R,[X] et neN.

Onpose u: E — R[X] .
P — (X2—1P +n(X-1)P

1. Pour quelles valeurs de p u est-il un endomorphisme de R,[X]?
2. Quelles sont alors ses valeurs propres, vecteurs propres ;

3. w est-il diagonalisable ?

o Déja, u est linéaire

o Soit P e R,[X].

Alors deg(u(P)) < p+1, et le coefficient de XP*! vaut a,(p —n)

Ainsi, u € Z(F) si et seulement si p = n.

o Equation aux éléments propres :
w(P) =P «— (X?—-1)P'=(nX —\—n)P (7.38)

Résolution de I’équation différentielle :
On pose I =] — 1;1].

Sur I, (7.38) P'(x) = 2225 P(x).

A —
Calcul d’une primitive de x — W :
4 —1
nr+A—n a b
=0 7.39
x?—1 * x—1 * z+1 (7.:39)
R(1 A R(—-1 A N
Onaa= Q’((l)) =Zetb= Q’((—l)) =n—5 (OuR=nX—-A—n,Q=X?-1)
A — A A
Ainsi, une primitive de z — Tm:;riln est z — §1n|x -1+ (n- 5)111 |z 4 1].
22 —
La solution générale sur I de () est donc :
P = K|z — 1|M?|z 4 1|72 (7.40)
Comme P € R, [X],
— Si % et n — % sont entiers, alors A s’écrit A = 2p, p € [0, n].
Ainsi, la solution générale sur I de () est :
P=K(1-XP(X+1)"? (7.41)

Inversement, si P = K(1—X)P(X +1)" P, alors P vérifie () sur R, puisqu’il le vérifie
sur I qui est infini (et P est un polynome)
— Si3¢Noun—32¢N, alors P = K|X —1|"2|X 4 1|"~*/2 est polynomial si et seulement

si K =0, et dans ce cas A n’est pas valeur propre.

— Ainsi, sp(u) < {0,2,...2n}.
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Réciproquement, si A = 2p, p € [1,n], alors L, = (X —1)P(X +1)"~P vérifie bien u(L,) = AL,.
Donc A est valeur propre de u et Vect(L,) < Ex(u).
Enfin, F)(u) est de dimension 1 car dim R, [X] = n+1 et on a n+ 1 valeurs propres distinctes.

Comme D \eqp(u) Er(u) © Rp[X], onadonc n+12 3. o,y dim Ex(u)

=1

Et donc n+1 =3} .5 o,y dim Ex(u), soit B cqp () Er(u) = Ry[X]
Conclusion : les valeurs propres de u sont {0,2,...2n}, et Ex(u) = Vect(Ly).

Donc u est diagonale dans la base (L )pe[1,n]-

e On considére la matrice :

0 1 (0)
am |t € My(R) (7.42)
S
(0) 1 0

Alors A est orthogonalement diagonalisable car symétrique réelle.

Equation aux éléments propres :

To = A1
T T + x3 = Ax9
AX =)X, X=| : | = {: (7.43)
Tn Ty + Ty = A\lp_1
Tp_1 = AZp

Idée : utiliser les suites récurrentes linéaires :
On pose g = zp41 =0
Ainsi,
AX = 20X = Vie[2,n],zi—2+x; = Aziq (7.44)
Equation caractéristique : X2 —AX +1=0 (7.45)
A=)\ —4.
Pour |A| < 2 (d’apres le théoréme de localisation, les valeurs propres sont de module < 2)
On pose § = Arccos (3) €]0, 7[.
Les racines de ([7.45) sont e, e=%.
Les suites vérifiant () sont donc de la forme x, = ae™? + Be=Y,

Or, 29 = a+f8 = 0, donc f = —a, puis &, 41 = a(ef"t? _e=in+1)0) — 0 donc 2iasin((n+1)0) =

0.
Discussion :
0
o Sisin((n + 1)#) # 0, alors o = 0, donc la seule solution du systeéme est X = | : |[. Donc A
0
n’est pas valeur propre.
© Sinon : .
. T
sin((n+1)0) =0 < 6= R ke [l,n] (7.46)
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Donc () «— JaeC,Vje[1,n],z; = 2iasin jo
sin 6

sin 260

Ainsi, A = 2cos % est valeur propre, et l’espace propre associé est engendré par

sin n6
avec 0§ = Arccos (%)

On a donc trouvé n valeurs propres distinctes, et on n’a pas besoin d’étudier le cas || = 2
Ainsi, sp(A) = {2 cos - n+1 ke [1, nﬂ}

IT Polynémes d’endomorphismes et de matrices carrées

Cas général d’une K-algebre

1) Définition

Soit A une K-algébre unitaire. Pour Ag € Aet P = Z;‘l:o a; X7 € K[X], on pose P(Ag) = Z?:o aj A,

olt A = 14, neutre pour x de A.

2) Morphisme d’évaluation

Proposition :

1. L’application Evy,: K[X] — A est un morphisme d’algebres.

2. Son image est la sous-algébre de A engendrée par Ay, notée K[Ay].

Démonstration :
1. Evy, est linéaire, Eva, (1) = 1..

Pour P =Y ;X7 e K[X] et neN,

d
Eva, (P x X™) = Evy, <Z anj+"> Z ;AT = Bva, (P) x Ev g, (X™) (7.47)
j=0

Dot le résultat pour P, @ € K[X] par linéarité.
2. ..
Remarque :
En général, Ev4, n’est pas surjectif car K[Ap] est toujours commutative
(Sip: (A,+,x%,-) = (A, +, x, ) est un morphisme d’algebres ot A est commutatif, alors ¢(A) est

commutative)

3) Noyau du morphisme d’évaluation, polynémes annulateurs, polynéme

minimal
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Théoréme :
ker Ev 4, est un idéal de anneau K[X] (puisque Evy4, est en particulier un morphisme d’anneau).
On a en plus deux cas :
1. Si Evga, est injectif, alors K[X]: K[4g] — [P][P(Ag)] est un isomorphisme de K-algébres. En
particulier, {Alg, ke N} est libre.
2. Tl existe un polyndme unitaire pg, appelé polynéme minimal de Ay tel que ker Evy, = puoK[X].

Si on note de plus d = degug, onad > 1 et {1,4, . _.qu} est une base de K[A].

Dans le premier cas, Ag est dit transcendant ; dans le deuxiéme, Ag est dit algébrique.

Remarque :
e Dans le deuxieéme cas, Evy, se factorise par I'idéal poK[X] en un isomorphisme de K-algebres
K[X]/noK[X] — K[Ag].
e Si Ag, By € A ont le méme polynéme minimal pu, alors K[Ag] et K[By] sont isomorphes.
Démonstration (du théoréme) :
ker Ev 4, est un idéal de K[X], donc de la forme pK[X].

Si g =0, Evy, est injectif et établit un isomorphisme de K[X] sur son image a savoir K[A].

1

Si p # 0 : il existe un unique g unitaire tel que ker Eva, = puoK[X], & savoir po = oo qommant 4-

On peut supposer que i = po. On pose d = deg p.

Sid = 0, cela signifie que p = 1, ¢’est-a-dire Ev 4, (1) = 0, ce qui est impossible car Ev4,(1) = 14 # 0.
Montrons maintenant que u = Ev 4,/k,_,[x] est un isomorphisme de K-ev.
Déja, u est injectif :

keru = ker Ev 4, nKy_1[X] = pK[X] n K4_1[X] = {0} car degp = d.

De plus, u est surjectif :

Soit B = P(Ag) € K[Aq], ot P e K[X].

La division euclidienne de P par p donne :
B=Rxu+Soudegs<d-1.

Donc B = P(Ag) = R(Ag) x ji(Ao) + S(Ag) = S(Ap).

Donc B = u(S).

Donc u est un isomorphisme, et dim K[Ay] = d.

Cas des endomorphismes et des matrices carrées

e On prend pour A l'une des algebres A = (% (E),+,0,-), 14 = Idg ou A = (A, (K),+, x, ),
1a=1,
Soit P =31 oo X7 e K[X]
Pour v e ZLx(E), Ae M,(K),on a:
P(u) =agldg +oqu+ - - + agu?, P(A) =apl, + 1A+ -+ agA®.

On appelle polynéme annulateur de u / de A tout polynéme P € K[X] tel que P(u) = 0 € Z(E) /

P(A) =0€e #,(K).

Le morphisme d’évaluation est ici le morphisme d’algebres :

P eK[X] — P(u)/P(A) € Lx(E)/ Myn(K)
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e Propriétés particulieres :

Proposition :

¢ En dimension n > 2, le morphisme n’est jamais surjectif.

o En dimension n < +o0, il n’est jamais injectif.

Démonstration :
SidimF > 2, (% (F),+,0,-) n’est pas commutative.
Si dim E = n < +0, alors Ev,: P € K[X] — P(u) € %(FE) nest pas injectif car {u" = Ev,(X")}
n’est pas libre, car infinie dans un espace de dimension finie.
Idem pour ., (K).
o Cas de la dimension finie :
Soit u € Zk(F) avec dimg £ =n < 4+ (ou u € 4,,(K))
On sait que Ev,: P +— P(u) n’est pas injectif.
Donc ker Ev,, est un idéal, de la forme pK[X], ot p est unitaire de degré > 1.
Alors p est le polyndme minimal de » (noté min(u) ou min,)

L’idéal pK[X] = ker Ev,, est 'idéal annulateur, c’est ’ensemble des polynémes annulateurs de w.

Remarque :

min(u) est le polyndéme unitaire annulateur de plus petit degré.

Exemple

e Projecteurs :
u e %k (E) (E quelconque) est un projecteur si et seulement si X2 — X est annulateur de wu.
En effet, u est un projecteur si et seulement si wou —u = 0.
Polynéme minimal ?
Déja, c’est un polynéme unitaire divisant X2 — X.
o Soit min(u) = X et u =0,
o Soit min(u) =X —1et u=1dg
o Soit min(u) = X2 — X, et u n’est ni nul ni I'identité.
e Dérivation de K[X] : D: P — P’ (en caractéristique 0)
Soit P =311, o X7 € K[X]; ainsi P(D) e Zk(K[X)).
Pour M € K[X] :

P(D)(M) = agM + ayM' + -+ + agM@ (7.49)

Si P +# Og(x), alors P(D) # 0.4, (k).
En effet, pour M = X¢ :

P(D)(M) = apX? +dar X7 - 4 agd! (7.50)

Donc P(D)(M) =0 <= Vje[0,d],dx---x(d—j+1)a;=0 «— P=0

(car on est en caractéristique 0)
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o (ue %(E) est dit nilpotent ’il existe p € N* tel que u? = 0, c’est-a-dire XP est annulateur de u.
Propriété :
u est nilpotent si et seulement si il admet un polyndme minimal de la forme X" ; r s’appelle alors I'indice
de nilpotence de u.

Meéme définition et propriété pour les matrices carrées.

Exemples
0 1 (0)
o A= ' ' € M, (R) est nilpotente (matrice de Jordan)
' 1

(0) 0
Ona: A" =0,et A1 #0.
En effet, A est la matrice dans la base canonique de wu: K" — K"

(1131,.. o y) — (z2,...%4,-1,0)
Pour j € [1,n], A7 est la matrice dans la base canonique de u” : K" — K"
(xl,...xn) > (Ij+1;---xn—1707~-~0)

Comme u" 1(z1,...2,) = (2,,0...,0), on a w1 # 0, et u" = 0.

o A:K[X] — K[X], K étant de caractéristique p non nulle, est nilpotente.
P +— P

En effet, AP(X*) =k x (k—1)---(k—p+1)X* P =0
— Sik<p-1,0k

— Si k =1, alors 'un des p entiers consécutifs &, ..., (k — p + 1) est multiple de p.

Réduction de Jordan des nilpotents en dimension finie

Théoréme :

Soit E un K-ev de dimension finie n.
Soit u € £k (F), nilpotent.
Alors :

1. v =0
2. Si r est 'indice de nilpotence, on a {0} < keru < ker w2 S keru" = F

3. dj, = dimker u* est concave (et croissante) : Vk € N* djy1 — dj, < di — dj_1

Démonstration :
1. Soit r I'indice de nilpotence.
Alors u™ = 0, et u"~! # 0. Soit v € F tel que u"~1(v) # 0.
Alors (v,u(v)...u""1(v)) est libre.
En effet : soient \g,...\,._1 € K, supposons que Z:;é \iut(v) = 0.
Alors en appliquant u" =1, il reste Agu"~!(v) = 0, donc \g = 0, Donc...la famille est libre, et r < n,

douu”™ =0
Remarque :

C’est une application du théoréme de Cayley—Hamilton (plus tard)
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2. On a déja Vi e [0,7 — 1], ker u’ < ker u**+1L.
On a aussi keru” = E et keru""! # E.
On va montrer que si ker u’ = ker u't! pour i € N*, alors Vj > i, keru’ = keru’, ce qui établira le
résultat voulu puisque cela signifie alors que i > r
Par récurrence :
Sij=14,0k;sij=i+1,ok.
Supposons que pour j > i, keru? = ker u’.
Soit alors z € keru/T!. Alors uw/*1(x) = 0. Donc u(x) € keru’. Donc u(z) € keru’. Donc z €
ker u't! = keru’.
Donc keru/*! < keru?, et on a I’égalité, 'autre inclusion étant vraie.
3. Soit k € N* montrons que diy+1 — d < dp, — dg—1.
On a dgy1 — di = dimker bl — dim ker u* = dimker @i, ol @y = Ul T k-
En effet : dimImu* = dimker 4y, + dim Im @ (on est en dimension finie).
Comme Im @, = Imu*t1, on a dim Im«* = dim ker @, + dim Im w511,
soit dim F — dy = dimker uy + dim E' — dg41 ou dg41 — dx = dim ker uy,
Et d, — di_1 = dimker ay_1.
Montrons maintenant que ker @i < ker 4, ce qui montrera l'inégalité.
On a : Imu ' S Imu”. Donc @ = tmur = (U 1mwi=1) | tmur = (Gk—1)] 1m ut
Soit ker u; = ker 4, donc ker w1y, < ker 4.
4. Autre démonstration du dernier point :
Il suffit de montrer qu’un supplémentaire Sj, de ker u* dans keru**! est de dimension inférieure
ou égale & celle d’un supplémentaire de ker u*~! dans ker u* :
Soit Sy, tel que Sy @ ker uF = ker uF*1.
Alors u(Sy) < u(ker uFt1) < ker u¥,
Et u(Sg) nker(uF~1) = {0} (En effet, soit = € Sy, tel que u(z) € keru*~1. Alors x € Spnker u* = {0},
donc z =0 et u(zr) =0)
Donc comme de plus u(Sy,) < keru® (et ker u*~! < keru*), on a :
u(Sy) @ ker uF~1 < keru*, et donc d’aprés le théoréme de Grassmann, dim(u(Sk)) < dg — dj_1.
Or, dim(u(Sy)) = dim(Imwg, ) = dim Sy — dim ker g, .
Donc comme dimker ug, = dim(keru n S;,) < dim(keru® N S;) =0, on a :

dim(u(Sk)) = dim Sk = di41 — di, d’ou I'inégalité voulue.

Théoréme (Théoréme de Jordan — Hors programme) :
Soit E de dimension finie.
Siu e Lk (F) est nilpotent, alors il existe une base % de F telle que :
Ik, (0)
Jkey
matg(u) = . (7.51)

(0) Jy
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0 1 (0)

Ot Jy = e M,(K) (et Ty = (0))
o
(0) 0

Démonstration :
On note r I'indice de nilpotence de u.
Soit S,_1 tel que keru" ' @ S,_, = E.
Alors comme dans la fin de la démonstration précédente :
u(Sy—1) < keru""t et u(S,_1) nkeru""2 = {0}.
Soit alors S,._o contenant u(S,_1) et tel que S,_o @ keru"~2 = keru" 1.
(C’est possible : prendre par exemple un supplémentaire S de ker u"=2 @ u(S,_1) dans keru"~1. En

posant S, _o = u(S,_1)+ S =u(S,_1)®S,on a S, o +keru""2 =keru""! et la somme est directe)

On construit ainsi une suite S,_1 ... 5y telle que Vk < r — 1, on ait :

Sk @ ker uF = ker uF 11!
(7.52)

u(Sk) - Sk,1

Si on prend maintenant une base %,_1 de S,_1, alors u(%,_1) est une famille libre de S, _5 < keru"~!

(car ug,_, est injectif : kerug, , = kerun S,_; < ker utn S, ={0}).

r—1
On peut ainsi compléter u(%B,_1) en %B,._s, base de S, _s.
Plus généralement, si Bj41, base de Sk41, est construite, u(Pi41) est une famille libre de S <
ker u**1; on la compléte en une base %y, de S.

Commeona Sy®S,1 @ - ®S;P---DS,_1 =F, U;;é P, est une base de E.
S —

ker u’
Il faut ensuite ordonner la base pour obtenir la matrice voulue...

Exemple sur un cas particulier Sin=6etr=3:
On a {0} € keru < keru? ¢ keru® = E
On note %, une base d’un supplémentaire de ker u? dans E.
%1 > u(Ps) une base d’un supplémentaire de ker u dans ker u?.
PBo o u(H1) une base d’un supplémentaire de {0} dans ker u.
Si par exemple d3 —do =1, do —dy =2, dy —do =3 (#PBo =1, #B, = 2, # By = 3),
By = {e1}, B = {uler), ez}, Bo = {u2(€1),u(€2),€3}.
Alors

(7.53)

mat(iﬂ(el)»u(el),ﬁ7u(€2)7627€3) =

OO O o O O
OO Ol o O =
OO OO = O
Ol OoO oo O O
oo RO O O
OO OO O O
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Polynémes annulateurs, valeurs propres

Lemme :
Soit A € K, valeur propre de u € £k (F), et ¥ un vecteur propre associé a A.
Alors pour tout P € K[X], P()\) est valeur propre de P(u) et ¥ est vecteur propre associé, c’est-i-

dire : P(u) (%) = P(\)7.

Démonstration :
Si w(¥) = AU, alors pour tout n € N, 4™ (\) = A" (par récurrence)

o o d -
Donc par combinaison linéaire, pour P = ijo a; X7 e K[X], on a:

d d
P(u)(¥) = Y aju/ () = Y] a; N5 = P(\)¥ (7.54)
j=0 j=0

Théoréme :
Si P € K[X] est annulateur de u, toute valeur propre de u est racine de P.
Complément (Hors programme) : si © admet le polynéme minimal p € K[X], A est valeur propre

de u si et seulement si A est racine de pu.

Remarque :
Plus généralement, si P est un facteur de u (c’est-a-dire que y est multiple de P), alors P(u) n’est pas
injectif.
Démonstration :
e Si P(u) = 0 e Z(E) et u(7) = M\ pour X € K et @ # 0, alors d’aprés le lemme, 0 = P(u)(7) =
P(\)7. Donc comme 7 # 0, on a P()\) = 0.
e Pour la remarque :
Supposons que u = P X Q ou x4 = min, et deg P > 1.
Alors fi(u) = 0 € Z(E). Donc P(u) o Q(u) = 0 (Ev,, est un morphisme d’algebre)
Si P(u) était injectif, on aurait Q(u) = 0, donc @ serait un multiple de u ce qui est faux.
e Pour le complément :
Déja, comme p est annulateur de u, toute valeur propre de u est racine de p d’apres le théoreme.
Inversement, si « est racine de pu, alors X —a divise u, donc (m)(u) = u—aId n’est pas injectif,

et a est bien valeur propre de u.

Exemples
1. Soit u un projecteur ; alors X2 — X est annulateur de u donc les seules valeurs propres possibles
sont 0 et 1.
Mais la réciproque n’est pas toujours vraie, par exemple 1 n’est pas valeur propre du projecteur

nul.

2. Si u est nilpotent, la seule valeur propre possible de u est 0, car il a un polynéme annulateur de la

forme X" avec r > 1.
Remarque :

SidimE > 1 et si u est nilpotent, alors 0 est valeur propre de u. En effet, son polynéme minimal est

aussi de la forme X", r > 1, dont 0 est racine.
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Théoreme de décomposition des noyaux

Pour ce théoreme, E peut étre de dimension quelconque :

Théoreme :
1. Soit u € Zx(FE).
Soient Pj, P € K[X] premiers entre eux.
Alors ker((P; x Py)(u)) = ker Py (u) @ ker Py(u)

2. Plus généralement, si Pp,...P, € K[X] sont premiers entre eux deux & deux, alors

ker <<an1 Pi> (u)) = @Y ker B(u).

Démonstration :

e On a ker Py (u) © ker(P x Py)(u) et ker Py(u) < ker(P; x Py)(u).
En effet, (P, x P5)(u) = (P x P1)(u) = Py(u) o Py (u)

e De plus, ker Py (u) n ker Py(u) = {0}.
On applique le théoreme de Bézout :
Il existe A, B € K[X] tels que AP, + BP, = 1.
Donc Idg = (AP, + BP,)(u) = A(u) o Py (u) + B(u) o Py(u)
Donc si z € ker Py (u) N ker Py(u), on a :

x = A(u) o Py (u)(z) +B(u) o Py(u)(x) (7.55)
H“_/ W
-y =0
e Enfin, ker(ng)(u) c ker Py (u) + ker Py(u) :
Size ker(ng)(u), alors :
z = A(u) o Py(u)(x) + B(u) o Py(u)(x) (7.56)

eker Py (u) eker P; (u)

En effet, Py(u)(Py(u) o A(u)(z)) = (A(u) o P, x Pa(u))(z) =0
Exemple :
Siu?=u,ona:E=keru®ker(u—Idg)
En effet : X? — X = X(X — 1) est annulateur, et X A (X —1) = 1.
Donc E = ker X(fX\:l)(u) =ker X (u) ® ker(m)(u) = keru @ ker(u — Idg)

Application au caractere diagonalisable

(On est de nouveau en dimension finie)

Théoréme :

Soit u € Lk (F), E étant de dimension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) w est diagonalisable

(2) w admet un polynéme annulateur non nul scindé & racines simples
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(3) Le polynéme minimal de u est scindé & racines simples.

On a le méme énoncé pour les matrices.
Complément (Hors programme) :

Si u est diagonalisable de valeurs propres Ay, ... A, deux a deux distinctes, alors min,, = Hle X—\;.

Démonstration :

(1] = [3] On va montrer le complément, ce qui établira 'implication :

M E

Il
cHc

Déja, [ [5_, X — \; est annulateur.

En effet, notons (J[7_; X — X)) (u) = (u—AId)o o (u—A,1d) =v
Donc v est nulle sur chaque Ey, = ker(u — A;Id).

Donc v est nulle sur E.

On a Hle X — \;| min,, car toute valeur propre de u est racine de min,,.
D’autre part, [ [7_; X — ); est annulateur, donc min,, [[[/_; X — X;.
D’ott min,, = le X -\

ok...

Soit P = H?Zl X — a4, les oy étant deux a deux distincts.

Supposons que P est annulateur de u. Alors, d’apres le théoréme de décomposition des noyaux,
ker P(u) = E = @®!_, ker(X — o; 1d)

Or, ker(X — «; Id) est soit un sous-espace propre de u, soit {0}.

Donc E est engendré par des vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.

A A
A
soit diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si u € %k (.#,(K)) définie par
VX € M,(K),u(X) =A x X est diagonalisable.
Ak AR P(A) AP'(4)

Ona: MF= , dou VP e K[X], P(M) =
0 Ak 0 P(A)

Exercice Soit A € #,(K), donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que M =

Analyse Si M est diagonalisable, M admet un polynéme annulateur scindé a racines simples Py,

Py (A) AP (A Py(A)=0
et Py(M)=0= w(4) i (4) , donc () .
0 Pr(A) AP}, (A) =0 (7.57)
On a: Py A Py; =1 (car Py est scindé a racines simples)
D’apres le théoreme de Bézout, il existe U,V € K[X] tels que Py U + Py, V = 1.
Donc Py (A)U(A) + Py (A)V(A) = I, soit Py, (A)V(A) = I,.
—_——

=0
Ainsi, P}, (A) est inversible, et () devient A = 0.

Réciproquement, si A =0, M est bien diagonal(isabl)e!

Soit Ae 4, (K), Ga: #,(K) — A#,(K) .
X — AX
Alors A est diagonalisable si et seulement si G 4 est diagonalisable.

En effet, G40 Ga = G2, d'ott Vk € N, G = G 4, puis VP € K[X], P(Ga) = Gp 4.
(En fait, A € 4, (K) — G4 € Zx(#,(K)) est un morphisme d’algebres)
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Si A est diagonalisable, P = min 4 est scindé a racines simples, et IS(GA) = GP(A) = Go = 0. Donc

comme P est scindé a racines simples, G 4 est diagonalisable.
Inversement, si G 4 est diagonalisable, il existe P € K[X]\ {0} scindé & racines simples tel que P(G )

0. Alors YM € #,(K), P(A)x M = 0, et en particulier avec M = I,,, P(A) = 0 donc A est diagonalisable.

Calcul de P(u) pour u diagonalisable

Théoréme :

Soit u € Lk (F) diagonalisable de valeurs propres Ap,...\; deux & deux distinctes, et les projecteurs
k
spectraux 7; sur ker(u — \; Id) parallelement & (—Bker(u -\ 1d).
i=1
1#£]

Pour tout P € K[X], on a alors P(u) = Z?Zl P(X\j)m;.

Démonstration :

vu en ﬂ

IIT Utilisation du polynéme caractéristique (en dimension finie)

Trace et déterminant d’un endomorphisme

1) Cas d’une matrice carrée

Propriétés du déterminant et de la trace connues...

En particulier, si A € 4, ,(K) B € 4, ,(K), alors :

Tr(AB) = Tr(BA) = Zn] zp: Ai;jBj,

i=1j=1

(7.58)

En particulier, deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant.

2) Cas d’un endomorphisme

Définition :
La trace, le déterminant de u € %k (F) sont ceux de la matrice de u dans une base quelconque de E.

Il sont indépendants du choix de la base puisque si A = matg(u) et A’ = matg (u), alors A" =

P71AP ot P = matg(%#').

3) Définition intrinséque de la trace et du déterminant d’un endomorphisme

P
On note A(F) le K-ev des formes ¢: EP — K p-linéaires alternées.

Théoreme :
P P
Sip = dimE, A(E) est de dimension 1; pour toute base # de E, A(E) = Kdetg (voir théorie du

déterminant, vue en sup).
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Proposition :

Pour tout u € £ (F) et tout ¢ € X(E) (n = dim FE), on définit les applications @1, p2: E™ — K par :
1(v1, .. vn) = @(u(vr), ... u(vy)) (7.59)
©2(v1, .. vn) = p(u(vy),ve ... v) + @(v1, u(v2) ... vp) + - 4+ p(v1, V2. .. u(vy)) (7.60)
Alors les applications X(E) — X(E) et X(E) — K(E) sont linéaires. Ce sont les homo-

théties de rapports respectifs det u et Tr(u), c’est-a-dire :

Yy e X(E),cpl = (detu)p et w3 = (Tr(u))p (7.61)

Démonstration :
On vérifie que pour u et ¢ donnés, @1 et @o sont n-linéaires (ok) et alternées :

Pour ¢, ok. Pour 5 :

Vly. - Vi ... Vi ,...0p)= Viyeoo UWU;) ... Vs ,...Un+ Vly. - Vi ... UV;),...0p
p2(v1 ' : ) = ¢(u1 (v:) : )+ (v | (vi) )
i j i J z J

(7.62)

(Les autres termes de la somme sont nuls car on a deux fois v; et ¢ est alternée)

Mais comme ¢ est antisymétrique,

Oy w(vy) oo U yeovn) ==V, Ve w(Vg) . U) (7.63)
i J i j
Donc @o(v1,... v ,... v ,...0,) =0, et s est bien alternée.
i j

Ensuite :

@ — @1 et p — o sont linéaires par rapport a ¢, et p — Y1 Y — s sont des endomorphismes de
X(E) qui est de dimension 1. Ce sont donc des homothéties.

Pour les rapports :

Soit # une base de F et on prend ¢ = detg.

Alors ¢q: (v1,...v5,) — detg(u(vy),...,u(vy,)) est une forme n-linéaire alternée.

On a ¢1(#) = detg(uler), ... u(e,)) = det(matg(u)) = detu

Donc ¢; est la forme n-linéaire alternée telle que 1 (%) = det u donc 1 = det u x detg.

Ensuite, pour ¢ € X quelconque, on a p = Adetgz pour A € K, et donc :
p1(B) = Mdetg(uler), ... u(e,)) = det(matgz(u)) = Adetu (7.64)

Soit 3 = Adetudetg = det up

Pour ¢q : C’est la méme chose avec

w2 (AB) = detg(uler),...en) + - +detgler,...ule,))

ai 1 aip
Co1 : (7.65)
=| + . +--=a11+as2+ - =Tr(4) = Tr(u)
Gp,1 1 an,2 1
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Polynomes caractéristiques

1) Pour une matrice (cf m)

Définition :
Pour A€ #,(K), on a A — X1, € 4, (K[X])
On pose alors x4 = det(A — X1,,) € K[X]

Théoréme :

X4 est un polyndme de degré n de terme dominant (—1)"™, de la forme
xa=(—1D"(X" = Tr(A)X" ' 4.+ (=1)" det A) (7.66)

A € K est valeur propre de A si et seulement si x4(A\) =0

Démonstration :

Vu en m

Propriété :

e Deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique.
e Une matrice carrée et sa transposée aussi.

o VA e #,(K),Y\eK,det(A — A,)) = ya(A)

En effet : Si A’ = P71AP,

xar =det(P7'AP — X1,,) = det(P~*(A — XI,)P) = --- = det(A — XI,,) = xa (7.67)

Proposition :

Pour A, B e #,(K), on a xap = XBA-

En effet : il suffit de vérifier que :

I, 0\ (AB-XI, A I, 0 ~XI, A
= (7.68)

-B I, 0 X1, -B I, 0 XI, — BA

Et alors det(()) =1x xapX"™ x 1 d’une part
Et det(([7.68)) = (—X)"det(X I, — BA) = X" det(BA — X1,,) = X"xpa d’autre part.

Donc xaB = xBA

2) Cas particulier
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Théoréme :

Si A e #,(K) est trigonale (supérieure ou inférieure), alors
xa = [ J(aii = X) (7.69)

A B
Si M = c ,alors xar = x4 X xc¢ (ou A e #,(K), B e #4,(K))
0

3) Polynéme caractéristique d’un endomorphisme

Définition :
On appelle polynome caractéristique de u € Zx(F) le polynéme caractéristique de la matrice A de
u dans n’importe quelle base. Il est indépendant de la base choisie puisque si A = matg(u), A’ =

matg (u), alors A et A’ sont semblables donc ont méme polynéme caractéristique.

Proposition :

Le spectre de u € £k (F) est I’ensemble des racines de x,,, polynéme caractéristique de wu.

Démonstration :

A est valeur propre de u si et seulement si A est valeur propre de A = matg(u) c’est-a-dire si et seulement

si xa(A) =0=xu(})

Multiplicité des valeurs propres

Soit u € Zx(E), on dim E =n €N, ou u € 4, (K).

Définition :

On appelle multiplicité de A comme valeur propre de u la multiplicité de A comme racine de x,
o | Définition (HP) :

La multiplicité de A comme racine de x, s’appelle multiplicité algébrique.

La dimension de ker(u — AId) s’appelle multiplicité géométrique de .

Théoréme :

o Pour toute valeur propre A de u, on a 1 < mgso(A) < mag(A)

Démonstration :

Soit p = Mgeo(A), et soit (e1,...e,) une base de E ou (e1,...ep) est une base de E(u). Alors
A, | A

matg(u) = 0 , donc x, = (A — X)Pyp, soit (A — X)P|xy.

Donc maig = p.

e Si x, est scindé :
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Théoréme :
Si xy est scindé, x, = H?:l()‘i — X)™i  \; valeurs propres distinctes, m; leur multiplicité (algé-

brique), alors Tr(u) = Z?:l Aim; et det(u) = H?Zl AL

Démonstration :

Ona xu = [T, (i — X)™ = (=1)"(X" = Tr(u) X" + - + (—1)" det u)

Lien entre polyndme caractéristique et polynéme minimal : théoréme

de Cayley—Hamilton

Théoréme (Cayley—Hamilton) :
Pour tout endomorphisme u en dimension finie, ou toute matrice carrée u, minwu divise Y.

Autrement dit, x,(u) =0 (le polynéme x,, est annulateur)

Démonstration :

e Cas simple ot u est diagonalisable de valeurs propres Aj,... A, et de multiplicités respectives m; :
Alors min, = [ [_, (X = \;)
Et xu = [[7_1(X — X\;)™. En effet, soit pour j € [1,p] B; une matrice de By, (u).
A1ls,
Alors # = (B1, ... B)) est une base de E, et matg(u) = ou §; = dim E}y, (u).
Apls,
Donc x, = [[_, (X — X\;)% et par définition des multiplicités, on a Vj € [1,p],m; = §;
e (Cas général :
Soit Xy = (=) (X" + ap_1 X" L+ -+ +ap)
On veut montrer que 4™ + an_1u™ "' 4 - - + ag Id est I'application nulle.
Cest-a-dire que Y& € E, u"(7) + ap_1u™ Y(0) -+ agt =0
Soit o € E\ {0}. On considére F = Vect(u*(¥),k e N) = {ﬁ(u), Pe K[X]}
Donc F' est un sous-espace vectoriel de E, de dimension d < n
Alors (¥, u(?), ... u"1(7)) est une base de F

En effet, soit i le plus petit indice tel que u(%) soit combinaison linéaire de ¥, u(%),...u* () (i
existe car dim F' € N)

Alors (¥, u(?), ... u'=(¥)) est libre, et u*(7) = 22;10 apu® (7).

Donc par récurrence, Yk € N, u* (%) € (7, u(?), ... u""1(¥))

D’ou F = Vect(T, u(?),...u'"1(7)), et (7,u(?),...u""1(¥)) est une base de F, soit d =i
Maintenant :

Comme u?(?) € F, on peut écrire u?(v) = ag@ + - -+ + ag_ju?~1(?)

Considérons alors une base (e, ...¢e,) de E ot Vi < d,e; = u*~1(?).
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Alors
0 Qo
1 0
0 - " : A
matg(u) =1 . ) (7.70)
: 0
0 1 ag
0 B

On a en effet u(e;) = eq, ..u(e;) = e;41 pour i <d —1

Et u(eq) = ul(¥) = Ti_g axu® (¥)

Donc x, = xar X xB ou M est la transposée d’une matrice compagnon :

xar = (—D)HX —ag 1 X1 — ).

On a done % () = ¥5(u) o Tar (1) = (~1)4p(w) o (u? — ag_rul™ — - aq 1d)
Done Yo (u)(@) = (=1)xp(u) (u? (@) — aa—1u?™(7) — - - ag?)

N

=0
Comme ceci est valable pour tout @ e E\ {0}, et que X, (u)(0) = 0, x. est bien annulateur de w.

Application du polyndéme caractéristique au caractere diagonalisable

Théoréme :
Soit u € Lk (F), E étant de dimension finie.
Alors u est diagonalisable si et seulement si y,, est scindé et pour toute valeur propre A, la multi-

plicité algébrique et la multiplicité géométrique sont égale (c’est-a-dire dim Ejy, (u) = m;)

Démonstration :
Supposons que u est diagonalisable, de valeurs propres Ay, ... A,.
Soient dy,...d, les dimensions des espaces propres associés.
On note & = UAESp(u) B, ou A est une base de E) pour A € sp(u).
Ainsi, 4 est une base de E.
A1la,
La matrice de u dans £ est
Apla,
Donc x, = [[5_; (A\; — X)%. Donc x, est scindé, et m; = d;.
Inversement :
On appelle défaut de la valeur propre A l'entier my — dim Ey\(u) =dy = 0
Comme Y, est scindé, on a Z/\Esp(u) my =dim FE

Or, par hypothese, my = dim Ej(u). Donc 3}yc () dim Ex(u) = dim F, et u est diagonalisable.

Remarque pratique Si x, est scindé a racines simples, alors u est diagonalisable, mais la réciproque
est fausse ; par exemple I'identité est diagonalisable, mais son polynéme caractéristique est x1q = (1-X)",

qui n’est pas a racines simples.
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Caracteére trigonalisable (en dimension finie)

1) Définition

Définition :
Un endomorphisme u de E est dit trigonalisable s’il existe une base % de FE telle que la matrice de u

dans £ soit trigonale supérieure.

Remarque :
Simate, . (u)=(a;;),alors mate, () = (Gnt1-int1-5)

En effet, en notant e; = e,,_;+1 pour i € [1,n], on a :

u(ej) = u(ent1- ] Z Ain+1—5€i = Z Qi n4-1—j n+1 i (7.71)
=1

Conclusion :
On peut aussi bien travailler avec les matrices trigonales supérieures (7, (K)) que trigonales inférieures
(T (K)).-

Une matrice A € #,,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice trigonale (supé-

rieure)

Proposition :
u € Zk(E) est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans une base quelconque ’est.

A e A, (K) est trigonalisable si et seulement si 4, 1(K) — 1 (K) Dest.
X — AX
Trigonaliser un endomorphisme u, c’est trouver une base de E dans laquelle la matrice de u est

trigonale.

Trigonaliser une matrice A, c’est trouver P € GL, (K) telle que P~1 AP est trigonale

2) Caractérisation

Théoreme :
Soit u € Lk (F), E étant de dimension n finie, ou u € ., (K).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) u est trigonalisable

(1)
(2) xu est scindé

(3) u admet un polynéme annulateur scindé
(4)

4

min,, est scindé.

Corollaire :

Lorsque K est algébriquement clos, toute matrice carrée est trigonalisable.
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Démonstration : [ai1 ai,j
[T] = [2] Si matg(u) = ,alors Xy = [ [, (a;; — X) est scindé.
Gn,n
[2] = [3] Cest le théoréme de Cayley—Hamilton
[3] = [4] Si R est annulateur et scindé, min, qui divise R est scindé.
= [IJ Montrons par récurrence que ¥Yn € N, Z(n) ot #(n) désigne « si A € 4, (K) est tel que miny est
scindé, alors A est trigonalisable ».
¢ Pour n =1 : toutes les matrices sont diagonales donc trigonalisables.
© Soit n = 2, supposons & (n — 1).
Soit A € A, (K), supposons que miny4 est scindé.
Soit A une racine de miny. Alors A est valeur propre de A.
(Sinon, ming = (X — A\)Q, et on aurait 0 = (A — )\In)Q(A), soit Q(A) =0 et miny |Q ce qui
est impossible)

Soit Xy € #,,,1(K)\ {0} un vecteur propre de wa: 4,1 (K) — 1 (K) associé & A.
X — AX

On compléte v; = X en une base &' = (v1,...v,) de A, 1(K).

Al
Alors matg (ua) :‘ 0l a ) =B

AR | (k)

OnaVkeN,BF = 0 | A%

| {minA(/\) ‘ \
Donc ming(B) = \ 0 ‘ minA(A')}

Or, A et B sont semblables, donc ming (B) =0, d’ott ming(A’) =0

Donc min g/ |ming qui est scindé, donc min 4/ est scindé.

Donc par hypothese de récurrence, A’ est trigonalisable, disons A’ = RT'R~! ou R € G£,,(K)
et T" € T,F (K).

On a donc :

B= (7.72)

1 0 ALY (1 O

On cherche alors I € #4 ,—1(K) tel que B =
0 R 0o 17 0 R!

1 0 A 1 0 A IR
On a = , on peut donc prendre I’ = [R
0 R 0o 7 0 R! 0 RTR™!
1 0 1 0 AU
Ainsi, B =
R! 0 R 0o 17

Donc B est semblable & une matrice trigonale, donc trigonalisable.

Donc comme A est semblable & B, elle est aussi trigonalisable.
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Exemipled —2
A=11 1 3 | €. #;(R). Soit ue L (R3) tel que matean, u = A.

01 1
On a :
1-X 0 -2 2—-X 2-X 2-X
XA = 1 1-X 3 = 1 1-X 3
0 1 1-X 0 1 1-X
11 1 1 0 0 (7.73)
=2-X)1 1-X 3 |[=2-X))1 -Xx 2
0 1 1-X 0 1 1-X

=—(2-X))(1+X)

Donc d’aprés le théoréme de Cayley—Hamilton et de décomposition des noyaux, R?® = ker(u + Id) @
ker(u — 21d)?
T

e Base de ker(u +1Id) :

2z 4+22z=0
=z
r+2y+3z=0 <= (7.74)
y=—2z=-2x
y+22=0
1
Donc V; = | =2
1
e ker(u —21d) :
—x—22=0
z=y
r—y+3z=0 << (7.75)
r=-—2z
y—z=20
-2
Donc Vo= 1| 1
1
e ker(u —21d)? = (u — 21d) " Hker(u — 21d)}
—r—2z2=-2
y==z+1
x—y+3z= nd (7.76)
r=2-2z
y—z=1
2 -2
Donc (u—21d) "YWV} = | 1| +R| 1
0 1
—
V3

(V1,Va, V3) est une base de R? (det(---) = —9)
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Dans cette base,

-1 0 O
matoy, v, vyu=|[ 0 2 1 ((uw—21d)(V3) = Va, donc u(Vs) = 2V3 + V3) (7.77)
0 0 2
-1 0 0 1 -2 2
Ainsi, A=P| 0 2 1|P'ouP=]-2 1 1
0 0 2 1 1 0

Remarque :

On pouvait simplement compléter (V7, V) en une base de R?, ici on a fait une décomposition de Jordan—

Dumford (cf plus loin)

Compléments (Hors programme) : sous-espaces caractéristiques et décomposition
de Jordan—Dumford

Probleme On suppose x, scindé, on veut trigonaliser u avec une forme réduite la plus simple possible.
On pose x, = [ [}, (i — X)™i, les \; étant deux & deux distincts, m; > 1

D’apres le théoreme de Cayley—Hamilton,
(M Id—u)™ o(AId —u)™ 0---0 ()\p Id—u)™ =0e % (F) (7.78)

De plus, les (A; — X)™i étant premiers entre eux deux a deux, le théoréme de décomposition des noyaux

donne :

P
E =ker0 = Pker((u— X 1d)™) (7.79)
i=1

Définition :
Le sous-espace C; = ker((u — A\; Id)™) s’appelle sous-espace caractéristique associé a la valeur propre
YR

Proposition :

e Si y, est scindé, E est la somme directe des sous-espaces caractéristiques.
e Pour tout i € [1,p], dim C; = m;

e Pour tout i € [1,p], ker(u — A\; Id) < C;, avec égalité si et seulement si dim Fy, = m;

Démonstration :
Le premier point est clair. Pour le deuxiéme :
Soit, pour i € [1,p], %#; une base de C; et B = (%1, B> ... Bp).
Soit i € [1,p]
Pour tout z € C;, u(z) € C;. En effet, (u — X\; Id)™i (u(z)) = wo (u— A\ Id)™i(z) =0
Donc u(z) € ker((u — A; Id)™) = C;

Donc si on prend un vecteur e, € %;, u(ex) € C; se décompose uniquement sur %;, et :

M, 0
matg(u) = avec Vj € [1,p], M; = matg, (u|c, ).
0 M,
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Ainsi, x., = [}, Xujc,

Soit j € [1,p]

Si on pose v; = ujc, — A; Idg, € Z(Cj), alors v; est nilpotent, et v =0

En effet, pour z € Cj, on a v (z) = (u — A; 1d)™ (x) = 0.

Que dire de Xujc, ?

Déja, xu, o, divise y, donc est scindé.

De plus, (X — A;)™ est annulateur de u)c,;- Donc ujco; a une seule valeur propre, a savoir A;.
Ainsi, Xuc, st de la forme (Aj — X)% ot y; = dimC}

On a donc x, = [[5_; (\; — X)7.

Or, on a d’autre part x, = [[f_, (\; — X)™

Donc Vj € [1,p],v; = dim C; = m,

Pour le troisieéme point :

Pour tout i € [1, p], ker(u — A; Id) est un sous-espace vectoriel de ker((u — A; Id)™) car m; > 1.

Donc il y a égalité si et seulement si dimker(u — A; Id) = dim C; = m;

Théoréme (Décomposition de Jordan—Dumford — Hors programme) :
Soit u € Zk(F), on suppose X, scindé. Alors il existe P, Q € K[X] tels que d = f’(u) soit diagonalisable,
n = Q(u) soit nilpotent et P(u) + Q(u) = w.

C’est-a-dire u =d +n avec don =nod.

Démonstration :
Soit xo = [, (N — X)™, C; = ker(u — \; Id)™:.

Onaalors C; ®@C@---®C, =E.

Considérons alors d € .Z(E) tel que Vi € [1,p], djc, = i 1dc,

Et n tel que Vi € [1,p],n|c, = ujc, — i ldc,

Alors :

d est diagonalisable car les C; sont les sous-espaces propres de d et @le C;=F

n est nilpotent :

Pour tout i € [1, p], n(C;) < C; car u(C;) < C;.

Donc pour tout x € C;, n™i(z) = (u — A\ Id)™i(z) =0

Prenons alors M = max;e[1 p)(m;). On a alors Vi € [1,p], (njc,)™ = 0, et comme P!_, C; = E, on
anM =0.

On va chercher maintenant P € K[X] tel que P(u) = d, c’est-a-dire tel que Y5 € [1,p], I:’(u)|cj =
AjIdg;,

2

D’aprés le théoreme de Bezout, il existe Ai, ... A, tels que >7_; A;R; =1, ou R; = H(X — X))
] - e

Prenons alors P = 30_ | A\jA;R;. Alors P(u) = 37 X\jA;j(u) o R;(u).

SizeCy (ke[l,p]), (u— A\ Id)™ () = 0, donc pour j # k, Rj(u)(x) =0

Donc P(u)(z) = A Ag(u) o Ry, (u)(z)

Or, on a Idg = Y7, A;(u) o R;(u). Donc pour z € Cy, = Ag(u) o Ry(u)(x).

Ce qui donne Vx € Cf, P(u)(x) = A\pT.

Ainsi, P(u) et d coincident sur tous les Cy, k € [1, p]. Donc P(u) = d

Comme u = d + n par construction, on a n = Q(u) avec Q@ = X — P
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Remarque :
Le théoreme permet parfois de ramener ’étude générale des endomorphismes a d’une part celle des
endomorphismes diagonalisables et d’autre part celle des endomorphismes nilpotents.

La décomposition est unique dans le sens suivant :

d10n1:n10d1 d1:d2
Siu=d; +ny =ds+ ng, avec , alors

do 0Ny = ng ods ny = Ny

(Utiliser la diagonalisation simultanée, cf. section suivante [C))

Applications topologiques : K=R ou C

e Le déterminant est continu sur ., (K), car polynomial en les coefficients.
Conséquence : GL,,(K) = det ™ K* est ouvert.
e La fonction A € 4, (K) — x4 € K,[X] est continue.
En effet : x4 = (—1)"(X" — a1 (A) X" 1+ 4+ ag(A)(—1)"), avec ay,—1(A) = Tr(A), ag(4) =
det(A)
Et a;(A) est un polynéme en les coefficients de A.
Ainsi, Vj € [0,n — 1], A — «a;(A) est continu.
Comme ce sont (& peu pres) les coordonnées de x4 dans la base canonique de K,,[X], A — x4 est
continu.
Cependant, A — miny n’est pas continu, par exemple :
0 1/n
0 O

On pose, pour n € N*, A, =

Alors Vn € N* miny, = X?

Mais limy,— 4o A = 0, et ming = X.

Théoréme (hors programme) :
e GL,(K) est dense dans ., (K).

En effet : soit A € #,(K), posons A, = A — %In.

On a alors limy, 1 4y, = A

De plus, 4, ¢ GL,(K) <— % € sp(A)

Comme sp(A) est fini, il existe N tel que Vp = N, % ¢ sp(A)

Donc A= lim A, e GL,(K)
p——+00
p=N

Exemples
e Exprimer com(AB) avec com(A) et com(B) pour A, B € .#,(C)
Si A, B e GL,(C), alors AB € GL,,(C). Donc :
com(AB) = det(AB) x ((AB)™!) = det A x det B x {A™') x {B~') com(A) x com(B) (7.80)
Cas général :

Les deux membres de 1’égalité précédente sont des fonctions continues (car polynomiales) de A et

B, donc si A, € GL,,(C) tend vers A et si B, € GL,(C) tend vers B, on a A,B, " AB, et :
p—-+00
AB) = 1 A,By) = i A B,) = A B .81
com(AB) R com(A,Bp) i com(A,) com(B,) = com(A) com(B) (7.81)
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e L’ensemble des matrices A € #,(C) diagonalisables a valeurs propres simples est dense dans

My (C) (faux pour R)

Démonstration :

Soit A € 4, (C). Alors A est trigonalisable, disons A = PTP~! ou T € T,/ (C)

t11 tij
OnaTl =
(0) tn,n
1
t11+ » ti;
Posons A(p) = P P!
(0) o + 5

Alors les valeurs propres de A(p) sont les ¢; ; + %,i € [1,n]

Pour que A(p) ait une valeur propre au moins double, il faut qu’il existe i j avec i # j, tels que
tii+ % =t;;+ 1%, ce qui est impossible si t; ; = t; ;, et il y a au plus une valeur de p possible sinon.
Ainsi, Pensemble des entiers p tels que A(p) a une valeur propre multiple est fini, donc il existe N
tel que pour tout p = N, A(p) a n valeurs propres simples, donc A(p) est diagonalisable & valeurs
propres simples a partir du rang N.

Comme de plus lim,,_, 4, Ay = A, A est dans ’adhérence de ’ensemble des matrices diagonalisables

a valeurs propres simples.

e L’adhérence de ’ensemble des matrices diagonalisables de ., (R) est I’ensemble des matrices réelles
trigonalisables.

En effet : La méme démonstration que précédemment montre déja que :

T (R) c {Ae #,(R), A est diagonalisable} (7.82)

Montrons maintenant que 7} (R) est fermé.

Lemme :

L’ensemble des polyndmes unitaires de degré n réels scindés dans R est fermé dans R, [X].

Conséquence de lemme Pour une suite (A4,),en de T, (R) qui converge vers B € .#,,(K), alors
par continuité de A — x4, x4, — XB- Donc xp est scindé d’apres le lemme, et B est trigonalisable,

donc T;F (R) est fermé.

Démonstration (du lemme) :
Astuce : Un polynéme P unitaire de R, [X] est scindé si et seulement si Vz € C, |P(2)| = | Im(2)|”
En effet, soit P =[], (X — a;) € R, [X]

Pour z€ C,on a |P(2)| =[], |z — ai|, et |z — a;| = |Im(2)|, d’ou |P(z)| = | Im(2)|" :

Im(z) | |
zZ— Qg

|

SiVzeC,|P(z)| = |Im(z)|", alors V2e C,P(2) =0 = Im(2) =0 = z€eR
Donc P est scindé dans R[X]
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Soit maintenant une suite (Pg)gen de polynomes scindés unitaires de R,,[X] qui converge vers Q.
Alors Vz € C, Pi(2) — Q(z)

Donc Vz € C,|Q(z2)| = | Im(z)|" et Q est scindé.
Remarque :

e Les méthodes topologiques permettent de prouver des identités matricielles valables sur tout an-

neau.
Exemple (Autre démonstration du théoréme de Cayley Hamilton) :

1. Pour tout corps K et toute matrice A € .#,(K) diagonalisable, x4(4) =0

A1
En effet, A= PDP~! avec D = ,alors ya =[], (A — X).
An
R(\) (0)
Or, YR e K[X], R(A) = PR(D)P~* = P p1
(0) R(An)

Donc avec R = x4, on obtient R(A) =0
2. Avec K = C : 'ensemble des matrices A € .#,(C) diagonalisables est dense dans ., (C).
On peut montrer sans le théoréeme de Cayley—Hamilton que si xa est scindé, alors A est
trigonalisable.
Puis montrer que si A (réelle ou complexe) est trigonalisable, A est limite d’une suite (A4,) de
matrices diagonalisables a valeurs propres deux a deux distinctes.
3. On doit montrer que le théoréme de Cayley—Hamilton est vrai dans ., (C),
C’est-a-dire que VA € 4, (C), xa(A) =0
Or, la matrice x4 (A) est une matrice complexe dont les coefficients sont des fonctions continues
(car polynomiales) des coefficients de A.
Soit alors A, une suite de matrices diagonalisables qui converge vers A.
Alors, par continuité, x4 (A) = limy, 1o Xa,(Ap) = limy 1, 0=10
4. Prolongement des identités algébriques :
Si PeZ[Xy,...X,] est tel que V(z1,...2,) € C", P(21,...2,) =0, alors P =0
(On peut mettre un corps K quelconque infini & la place de C)

En effet, montrons par récurrence que
VneN* VP e Z|Xy,... X,], (V(21,...2n) € K", P(21,...2,) =0) = P=0 (7.83)

Pour n =1: ok; P € Z[X]

Soit n > 2, supposons la propriété vraie pour n — 1.

Soit P € Z[X1,...X,], supposons que V(z1,...2,) € K*, P(21,...2,) =0
P séerit P =30 Qu(Xy,... X 1) XE

_ , d
Pour zi,...2z,_1 € K* ! fixés, on a alors Vz,, € K, Do Qr(z1,. .. Zn_1)Tk =0

Donc le polyndéme ZZ:O Qr(z1,...2n_1)X* € K[X] a une infinité de racines, donc
VZl, ...2p—1€ Kn717 Vk e [[0, dﬂ, Qk(zl, . Zn—l) =0 (784)

Donc par hypotheése de récurrence, Yk € [0,d],Qr = 0, et donc P = 0 ce qui achéve la

récurrence.
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5. Preuve du théoréme de Cayley—Hamilton pour A € .#,(K) :

Soit A = (X ;)ie[1,n] € Hn(Z[Xi j]ie[1,n])
Je[i,n] Je[ln]
Soient k,1 € [1,n].

On a (Ya(A))ks = P((Xij)ieq,n]) € Z[Xijlieqi,n)
jelin] je[tn]
On sait que pour toute matrice A € #,(C), xa(A) =0

Donc Y(ai ;) icfi,n] € (C"Z,P((am)ie[[l’n]]) =0.Donc P=0

jelt,n] jelin]
Ceci étant vrai pour tous k,l € [1,n], on a xy4(A4) =0.
Conséquence :

Soit K un anneau commutatif, A € .7, (K), A = (z;;)ie[1,n]
Jje[t,n]
XA(A) est obtenu en remplagant les X; ; par x; ;. Donc x4(A4) =0

e (Cas d’une matrice nilpotente :

Théoréme :

Soit A € #,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A est nilpotente
(2) A" =0

(3) A est semblable & une matrice de la forme
(0) 0
(4) xa = (=X)"

(5) (Uniquement si K est de caractéristique nulle — xg = 0) Vk € [1,n], Tr(A¥) =0

Démonstration :
- Soit p I'indice de nilpotence de A.
Soit X € ., 1(K) tel que AP71X 0
Alors (X, AX,... AP71X) est libre.
En effet : Soient Ao, ...\,—1 € K, supposons que \gX + M AX + -+ X, 1 AP X =0
Alors en multipliant par AP~!, on obtient A\gA?~'X = 0 et donc Ay = 0 etc.
Doncp<n,et A" =0
(2] = [3] X™ est annulateur, scindé donc A est trigonalisable avec des valeurs propres qui sont racines
0 X

de X™. Donc A est semblable & une matrice de la forme

3] = [4] clair.
(4] = c’est le théoreme de Cayley—Hamilton.
On suppose maintenant xg = 0.
[T] = [B] Soit A une matrice nilpotente.
0 X
Alors A= P P~ ou Pegl,(K).
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k

Donc Yk e N, Ak = P P~let Tr(A%) =0
0

(On n’a pas utilisé le fait que xyg = 0)

[5] = [1)] Montrons le résultat par récurrence sur n :
Pour n =1 : clair (la seule matrice de trace nulle est (0))
Soit n = 2, supposons le résultat vrai pour n — 1.
Montrons déja que 0 est valeur propre de A :
Onaxa=(-1)"(X"~+a,1 X" '+ +aop)
D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton, A + a,, A" "' +--- +agl, =0
Donc Tr(A™) 4+ a,—1 Tr(A" 1Y) + -+ +ao Tr(I,) =0
Donc nag = 0, soit ag = 0 (on est en caractéristique nulle)
Donc x4(0) = 0, et 0 est valeur propre de A.

Soit U7 un vecteur propre associé a 0, qu’on compléte en une base (¥7,...9,) de E.

Alors A est semblable & une matrice de la forme

Donc Yk > 1, Tr(A*) = Tr(B*) = 0.
Donc par hypothese de récurrence, B est nilpotente et yp = (—X )1

Or, xa = (=X)(=X)"! donc xa = (—X)" et A est nilpotente.

IV Sous-espaces stables et formes réduites

On considére un corps K, E un K-ev quelconque (de dimension finie a partir du @)

Sous-espaces stables, endomorphismes restreints

Définition :
o On dit qu’un sous-espace F' de E est stable par ue Z(F) si u(F) c F.

Dans ce cas, u|p induit un endomorphisme de F'.

Remarque :
Pour tout sous-espace vectoriel F' de F, u|r induit un endomorphisme de F si et seulement si

u(F)c F.

Propriétés :

e (1) Une intersection, une somme de sous-espaces stables est stable.
(2) Tout sous-espace d’un espace propre d’un endomorphisme est stable (réciproque fausse)

(3) Une droite est stable si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre.

Démonstration :

,ok
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Si D = K est stable pour un certain @ # 0, alors u(%) € D, donc u(7) = A7, et ¥ est vecteur
propre.
Réciproquement, si u(¥) = AV, alors YZ = pv' € D, u(Z) = u(ut) = A(uv) = AT

e Eléments propres de la restriction d’'un endomorphisme a un sous-espace stable

Théoréme :

Soit u € Zk(F), F stable par u. Alors :
1. VA e K ker(up — Aldp) = ker(u — Ald) n F'

2. A € Kest valeur propre de u|p si et seulement si A est valeur propre de u et ker(u—AId)nF #
{0}

3. Pour X valeur propre de u|p, Ex(ujp) = Ex(u) n F

Démonstration :

e Polynomes en up :

Théoréme :

Soit u € Zk(F), F stable par u. Alors pour tout P € K[X], F est stable par p(u) et P(u)|p =
p (U|F)

Corollaire :

Tout polynéme annulateur de u est annulateur de u|p.

Si v admet un polyndéme minimal min,,, alors u|r en admet un, qui divise min,,.

Démonstration (du théoréme) :

Pour tout k € N, on compare (ujz)" et (u*)p
On montre par récurrence que (u‘F)k = (uk)|p car F est stable par u.

Puis par linéarité, le résultat est valable pour tout polynéme.
Démonstration (du corollaire) :

P(u) = 0, alors 15(u|F) = P(U)lp =0
En particulier, si P = min,, on a P(U‘F) =0

Donc min, . |P = min,

Exemples de sous-espaces stables

e Existence de sous-espaces stables non triviaux en dimension finie :

Théoréme :
1. Si K = C (ou algébriquement clos), tout endomorphisme en dimension n > 1 admet au

moins une droite stable.

2. Si K = R, tout endomorphisme en dimension n > 1 admet au moins un sous-espace stable

de dimension 1 ou 2.

Intérét du théoreme : permet de démarrer les récurrences.
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Démonstration :

Soit u € Zx(F), E étant de dimension finie n > 1.

Alors u admet un polynéme minimal g et degpu > 1.

¢ Si p admet au moins une racine A, alors A est valeur propre de u.

Si on note ¢ un vecteur propre associé a A, la droite K est stable par u.

o Si K = R et si u n’a pas de racine réelle, soit X2 + aX + b un facteur irréductible de u (
A = a? — 4b < 0). Alors u? + au + b n’est pas injectif.

(En effet, si p = R x (X2 +aX +b), alors 0 = (u® + au+bId) o R(u) ).
0
£

car p est
minimal

Soit alors @ # 0 tel que (u? + au + bId)(7) =0
On pose F' = Vect (¥, u(¥))

Alors F est un plan car (7, u(?)) est libre (sinon ¢ serait valeur propre et p aurait une racine

réelle)

Et F est stable par u car u(v) € F et u(u(v)) = —b0 — au(?) € F.

e Hyperplans stables en dimension finie :

Lemme :

Soit u € Zk(F), E étant de dimension n finie. Soit H un hyperplan de E.
On introduit ¢ € E*\{0} tel que H = ker ¢.
Alors :

1. H est stable par u si et seulement si il existe A tel que ¢ ou = Ap.

2. Autrement dit, si A = matg(u) € M, (K) et L = matg(p) € 41 ,(K), H est stable par u si

et seulement si il existe A € K tel que ‘A x 'L = \L.

Démonstration :
1. Si pou = Ap pour A € K, alors Vz € ker ¢, ¢ o u(x) = Ap(x) = 0.
Donc u(z) € H = ker ¢
Inversement, supposons que H = ker ¢ est stable par u.

Considérons G = ker(p o u).
o Sipou=0gs, c’est-a-dire si G = E, alors p ou = Ap avec A =0
o Sipou =1 # 0, alors G = kervy donc G est un hyperplan de E.

De plus, G contient H. En effet, pour tout « € H, on a u(z) € H car H est stable par u, et
donc ¢(u(x)) =0, c’est-a~dire (z) =0, d’ou = € G.
Comme on est en dimension finie, on a ainsi G = H.
Donc ¢ o u et ¢ sont proportionnelles, ce qui établit le résultat.
2. Avec les notations de 1’énoncé,
pou =\ équivaut & L x A = AL, c’est-a-dire aussi & A x 'L = \'L.
Intérét : permet de déterminer les hyperplans stables.

e Stabilité et commutation :
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Théoréme :

Soient u et v deux éléments de Zx(F) tels que uov =vou
Alors ker u et Imu sont stables par v.

Plus généralement, pour tout P € K[X], ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par u.

En particulier, les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Démonstration :

Pour z € ker u, alors u(v(z)) = v(u(x)) = 0 donc v(x) € ker u

Pour z € Imu, il existe y € E tel que z = u(y)

Alors v(z) = v(u(y)) = u(v(y)) € Imu

Pour tout P € K[X], on a Pu)ov = vo Is(u) En effet, c’est vrai pour P = X* k € N par
récurrence, puis par linéarité pour P € K[X].

On peut ensuite appliquer le résultat précédent a P(u) et v.

On a E)(u) = ker(u — A1d), stable par v : il suffit de prendre P = X — A
e Autres exemples :
o D: PeR[X]— P e RX]
R[X] et R,,[X] sont stables, et ce sont les seuls :

Si P de degré d est élément de F, et si F est stable par D, alors P,P’,... P¥ e F. Mais
(P,P',...P(D) est une base de Ry[X]. Donc Ry[X] c F.

Donc F est de la forme Ry[X].

Parmi ces espaces stables, seul Ro[X] est propre.

o Rotation de R? d’angle 6. {0} et R?; si 6 ¢ 7Z, c’est tout.

Cas de la dimension finie

Base adaptée a un sous-espace stable

Théoréme :

1. Soit u e Z(FE), E étant de dimension finie n.
Soit F' un sous-espace stable par u, de dimension p.

Soit (eq,...ep) une base de F, qu'on complete en une base (eq,...e,) de E.

A B\ »p
Alors mat(e, e,...e,)(u) = 0 C ) a, BVEC A =mat(,, ., (ur)

p n—p

En particulier, x, = xa x xc, donc (xu)|r = xa divise x4

A B\ »p
2. Inversement, si mat e, e, .e.)(u) = <0 C > nep alors F' = Vect(eq,...ep) est stable par w.

p n—p
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Démonstration :
Soit A = (ai,j)
On a, pour j < p, u(e;) = (ujp)(ej) = X5, a;je;. Donc la j-ieme colonne de mat(e, ¢, ... c,)(u) est

a,j

ap; |- Inversement, pour j < p, on a u(e;) = X7, a; je; € Vect(ey,...e,) = F, donc F est stable par

0

Diagonalisation par blocs

Théoréme :
On suppose que £ = F1 @ ...® F, ou les F; sont stables par u.
Soit, pour i € [1,p], %; une base de F;, on note B = (%1,...Bp)
Ay 0
Alors matg(u) = , ot Aj = matg, (u|p,).
0 A,
De plus, x. = [[7_, Xuyp, » €6 minu = PPCM ((min(u|g,),i = 1..p).

Démonstration :

Le premier point est clair

P(Ay) 0
Pour tout P € K[X], on a matz(P(u)) = P(matg(u)) =
0 P(4y)
Donc l'idéal annulateur de u est :
P p
{P & K[X], Vj, P(uj,) = o} -N {P e K[X], P(ujp,) = 0} = () min(ur,) - K[X] (7.85)
i=1 i=1

C’est I'idéal engendré par le ppem des min(up, ).

Restriction d’un endomorphisme diagonalisable

Lemme :

Si u est diagonalisable, et si F' est stable par u, alors ur est diagonalisable.

Démonstration :
Soit P annulateur de u scindé a racines simples (il en existe car u est diagonalisable)
On a alors P(Ulp) = ]3(u)|p =0, donc P est annulateur de u)x et scindé a racines simples, donc u)p

est diagonalisable.

Sous-espaces stables par un endomorphisme diagonalisable
Remarque :
Soit u diagonalisable, de valeurs propres Ay, ...\, deux a deux distinctes, et pour j = 1..p, F; = Ej, (u),

sous-espace propre de u associé a A;.
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Alors tout sous-espace G; d’un sous-espace propre [} est stable par u car ug, = A;ldg;

Si, pour tout j € [1,p], G; est un sous-espace de Fj, alors F' = G1 @ --- ® G, est stable par u.
Réciproquement, tout sous-espace stable par u est du type ci-dessus :

Soit F' un espace stable par u.

On pose v = up. Ainsi, v € Z(F)

De plus, v est diagonalisable (vu au point précédent)

AiHSi, F= @)\Esp(v) E)\(U) = (@)\Esp(u) EA(“)) NF= C—B)\Esp(v) (EA(U’) N F)

sous-espace de F'\

Cas particulier :
On suppose u diagonalisable en dimension n avec n valeurs propres distinctes.
Soient D1, Do, ... D, les droites propres.
Les sous-espaces de D; sont exactement {0} et D,;, donc u admet un nombre fini de sous-espaces

stables, a savoir 2"
Remarque :
Pour n = 2, et Dy, Dy deux droites distinctes de R?
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-espace F' de R? vérifie

F =Fn Dy ®F n Dy est que F soit {0}, Dy, Dy ou R?.
=Fn(D1®D3)

Diagonalisation simultanée (Hors programme)

e Probleme :
Etant donnée (uq)aes une famille de % (F) (E étant de dimension finie), existe-t-il une base %
de E dans laquelle pour tout a € I, matg(u,) est diagonale ?
e Déja, une condition nécessaire est que les u,, soient diagonalisables individuellement.
e Il faut aussi que Vo, 8 € I, uq 0 ug = ug o uy. En effet, si matg(u,) = Dy et matg(ug) = Dg sont
diagonales, alors Do Dg = DgD,, donc u, © ug = ug o Uq.
e La réciproque est vraie.
En effet : On suppose que (uq)aer vérifie :
Pour tout a € I, u, est diagonalisable, et Va, 8 € I,uq 0 ug = ug 0 uq
o Soient u,v € Z(F) diagonalisables, supposons que uov =vowu
Pour F)(u) sous-espace propre de u, E)(u) est stable par v.
On considere vy = v|g, (4), restriction de v diagonalisable donc diagonalisable.
Soit %) une base de E)(v) constituée de vecteurs propres de vy
Chaque vecteur de %) est propre pour vy donc pour v, mais aussi pour u puisque £y < E)(u).
Soit alors Z = Uyeqp(u) #r- Comme E = D)cq,,) Er(v) et comme 2 est une base de
@ Aesp(v) E\(v), A est une base de E, et donc Z est une base de diagonalisation simultanée
de u et v.
© Maintenant :
On suppose I de cardinal fini p; soit (uq)aer une famille de Zx (E) vérifiant les propriétés.
On peut supposer que I = [1, p].

On va montrer alors le résultat par récurrence sur p.
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Pour p = 2, le résultat vient d’étre montré.

Soit A une valeur propre de u.

Alors Ey = E)(up) est stable par les u;,i =1..p — 1

De plus, les (u;)|g, commutent deux a deux et sont diagonalisables.

Donc par hypothese de récurrence, il existe une base %y de Ey dans laquelle les (u;)|g,,i =

L..p — 1 sont diagonaux (et (uy)|g, est diagonale)
Ainsi, | Aesp(uy) 2, est une base de vecteurs propres communs a tous les (u;);er ce qui achéve
la récurrence.
¢ Si maintenant I est quelconque :
Comme on est en dimension finie, on peut prendre (uq1, ... Uq, ) une base de Vect(ug)aer

On applique alors ce qui précede a cette base, et on conclut par combinaison linéaire.

Unicité de la décomposition de Jordan—Dumford On reprend les hypotheses de @

Supposons que u = d+n = d' +n’, avec d = P(u), n = Q(u). d commute avec n’, donc avec u, donc
avec d = P(u). Donc d — d’ est diagonalisable (avec diagonalisation simultanée).

De méme, non’ =n’ on, donc n — n’ est nilpotente.

Ainsi, d — d’ = n’ — n est diagonalisable et nilpotente, donc nulle.

Application a la trigonalisation

e Drapeaux de sous-espaces de E, ou F est de dimension n finie :

C’est une suite Fy = {0} ¢ F; & --- & F,, = E de sous-espaces de E avec Vi € [1,n],dim F; =1
e Base adaptée a un drapeau Fop < Fi < --- ¢ F,, = E :

C’est une base (eq,...e,) de E telle que pour tout k € [1,n], (e1,...ex) est une base de Fj,

On peut obtenir une telle base de la fagon suivante :

On pose e € F1\F0, puis €9 € FQ\Fl...

e Remarque sur les espaces euclidiens :

Proposition :

Soit E un R-ev euclidien de dimension n, Fy = {0} < F1 < --- & F,, = E un drapeau de E. Alors

il existe une base orthonormée adaptée au drapeau.

En effet : Voir le procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt :

On prend e; € F1\Fp unitaire, puis es € F5\F; orthogonal & F; et unitaire...

e Drapeaux et trigonalisation :

Théoreme :
Un endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si il existe un drapeau constitué de sous-

espaces stables par u.

De plus, la matrice de v dans une base adaptée a un tel drapeau est trigonale supérieure.
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Démonstration :

Si u est trigonalisable, il existe une base & = (ey,...e,) de E telle que :

mat(e, ..U = (7.86)

Posons alors pour j € [1,n], F; = Vect(eq, ... ¢e;)
Alors cette suite est un drapeau, et pour tout j € [1,n], u(e;) = Zgzl tije; € Fj.
Donc F} est stable par u.
Réciproquement, si Fy = {0} & F1 & ... & F, = E est un drapeau de sous-espaces stables et
(e1,...e,) une base adaptée & ce drapeau, alors :
e1 € Iy, donc u(er) € F1 = Key
Donc ey est vecteur propre de u, u(e1) = t1,1€1.
es € Fy, et Fy est stable par u, donc u(ez) = t1 2e1 + t2,262..
111 (tis)
D’ou ensuite mat(e, . .e,) U=

0 tn,n

Réduction de Jordan d’un endomorphisme trigonalisable et autres remarques

(hors programme)

Probleme Comment écrire qu’'un endomorphisme trigonalisable n’est pas diagonalisable 7

Soit w un endomorphisme trigonalisable.

Ainsi, x, est scindé, disons x, = [[}_; (A — X)™ ot les \; sont deux & deux distincts.

Et donc E = @!_, C; ou C; = ker((u — \; Id)™).

Les C; sont stables par u (car (u — A; Id)™ ou = wo (u — A\;Id)™)

Ainsi, u est diagonalisable si et seulement si Vi € [1, p], u|c, est diagonalisable.

Donc u n’est pas diagonalisable si et seulement si il existe i € [1,p] tel que u|c, n’est pas diagonali-
sable.

Or, ujc, — Ai Idg, est nilpotent, puisque (u — A; Id)ra =0

Donc v; = (u — A; Id) ¢, est nilpotent, non nul car ujc, # A Ide, (u n’est pas diagonalisable)

On a donc {0} < kerv; < ker(v?)

Soit alors z € ker v?\ ker v;

Ainsi, z vérifie (u — \; Id)?(z) = 0, c’est-a-dire u?(z) — 2\u(z) + A2z = 0, et u(z) # \;x.

Intérét : en posant y = u(z) — M\;x, on a y € ker(u — A; Id)

Donc u(y) = Ny

Et par récurrence : Vn > 1,u"(x) = n)\?_ly + Az

Application Soit G un sous-groupe compact de GL,(C). Alors tout élément de G est diagonalisable.
On consideére la norme triple || || sur .#,(C). Comme G est borné, il existe M € R tel que Vh €
G, |Ipll < M
Ainsi, pour tout g € G et tout n € Z, ||g"|| < M

MP Mathématiques 50
Algebre linéaire et géométrie affine



CHAPITRE 7. ETUDE ET REDUCTIONIDES GNHOSFARERISVMHN. ES ET FORMES REDUITES

Soit A € C, valeur propre de g € G (il en existe car x4 est scindé : on est dans C)

Et V de norme 1 associé a .

Alors [|g" || = supx <1 9" X[ = |g" V]| = [A["

Ainsi, Vn € Z,|A\|* < M, donc |A] =1

Alors g est diagonalisable. En effet, sinon, comme x4 est scindé, il existe une valeur propre A et un
vecteur v tels que (g — A1d)?(v) =0 et (g — A1d)(v) # 0.

Ainsi, en posant w = (g — A\1d)(v) :

VneN,g"(v) = n\""tw + A\ (7.87)

Donc ||g"(v)| = [nw + Av| ~4 nfjw||, ce qui est impossible car ||¢g" || est bornée par M.

Réduction de Jordan

Proposition :

Siu e %k (E) est nilpotent, alors il existe une base & de F telle que : matg(u) =
En—1

ou g; € {0;1}

Démonstration :
e On va montrer par récurrence sur p indice de nilpotence de u la propriété suivante :
Il existe des sous-espaces (F;)ie1,;) non nuls et stables par u tels que £ = (—szl E;, et tel
que pour tout i € [1,k], il existe un vecteur z; d’indice de nilpotence p; pour lequel la famille

(wi,u(z;), ... uPi~t(z;)) est une base de (E;).
o Sip=1,alors u = 0 et il suffit de prendre une base & = (ey,...e,) de E et E; = Vect(e;).

o Soit p € N, supposons la propriété vraie pour p. Soit v un endomorphisme nilpotent d’indice
p+ 1. On considére v = |y - v est nilpotent d’indice p. 11 existe donc une famille (F;);e[1,x]
telle que Imu = (—szl F; et pour tout i € [1,k], il existe un vecteur y; = u(z;) d’indice de
nilpotence ¢; tel que (y;, u(y:), .- u% 1 (y;)) = (u(x;), u?(z;), ... u%(z;)) est une base de Fj.
Alors la famille # = (u? (%)) jeq1,5] est libre dans E. En effet, supposons que

j€[0,q:]

Z )\i,juj (ml) =0 (788)
1€[[1,k]
J€l0,4:]

En appliquant u, et en enlevant les termes nuls u%+1(x;), il reste :

Z )\Z-,juj""l(aci) =0 (789)
i€1,k]
jel0,q:—1]

Comme les (u/(z;)) ieq1,k] forment une base de Imwu, tous les termes A; ; sont donc nuls pour
) Je[l,q:]
J < qi-

Il reste done 3 J,cpy gy Aivg, u” (i) = 0, et donc les termes A; 4, restant sont nuls également (car

les (u(z;))ie1,x) forment une famille libre). Donc .7 est libre.
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Enfin, E = Vect(%#) + ker u (ce n’est pas une somme directe!).

En effet, u(%#) engendre Im E (par construction), donc pour tout x € E, u(x) est combi-

naison linéaire d’éléments de u(.%#), disons u(r) = Zle Au(f;) (ou f; € ). Donc x =
k k

DiNifiH (=D NS,

i=1 i=1

———

eVect(F) gkeru

On peut donc compléter .% en une base de F en prenant des éléments de ker u, nilpotents

d’indice 1, ce qui achéve la récurrence.

e Dans une telle base, la matrice de v a donc bien la forme voulue.

Théoréme :

Si, pour une matrice A, x4 est scindé, alors A est semblable & une matrice de la forme A’ =

i €
My 0

ou Mj = .
0 M o Eim—1

Démonstration :
On part de la décomposition en sous-espaces caractéristiques :
K" = @?:1 Cj ou Cj = ker(A - )\j[n)mj

On applique ensuite le cas nilpotent a u; = ujc; — Ajlc;, qui est un endomorphisme nilpotent de Cj.

Réduction sur R ou réduction sur C?

En pratique Si A€ .#,(R) et si x4 n’est pas scindé (dans R), on se place dans C et on réduit dans
C.

Exemple important On suppose A diagonalisable dans C et x4 non scindé dans R.
Comme y 4 est réel, on a Y\ € spe(A), X € sp(A), et mx = m.

On va diagonaliser A dans C méthodiquement :
1. Pour chaque valeur propre réelle «, on prend %, une base de vecteurs propres réels.

2. Pour chaque valeur propre non réelle A, on prend #Z\ = (vo(}),...v,(A)) une base de vecteurs

propres (complexe), et alors By = (Tg()), ... 0m(N)) est une base de ker(A — \I,).

On prend alors comme base de vecteurs complexes :

#= ) Zv | @URB) (7.90)
aespy (A) )\GSPC(’AI)

Proposition :
Si deux matrices réelles A et B sont semblables dans C, alors elles sont semblables dans R. (la réciproque

est évidente)
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Démonstration :
Déja, il existe P € GL,,(C) tel que A = P~'BP
On peut écrire P = Py + P, ou P1, P> € #,(R).
On a alors PA = BP, c’est-a-dire (P + iP;)A = B(Py + iP,)

P/A=BP;
Donc

P,A=BP,
On a ainsi Vt € R, (P; +tP2)A = B(Py + tP,). On note, pour t € R, S(t) = P, + tPs.
Alors il existe t € R tel que S(¢t) € GL,(R).
En effet, det(S(X)) est un polyndme & coefficients réels en X.
Et comme det(S(£)) # 0, ce polyndme n’est pas le polynome nul.
Il existe donc un réel ¢ tel que det(S(t)) # 0, c’est-a-dire tel que S(t) € GL,(R).
Et ainsi, S(t)A = BS(t), et donc A et B sont semblables dans R.

V Application de la réduction

Suites récurrentes linéaires
Probléme On cherche les suites u telles que :
VneN, Upt+p = A0UR + A1Up+1 + -+ Gp—_1Untp—1 (791)

Ou éventuellement uy, . .. u, sont donnés.

On sait trouver u par les équations caractéristiques.

Up
Autre méthode On pose X,, = € Mp,1(K)
Un+p—1
0 1 0
On a alors Yne N, X,,11 = AX,, ou A =
0 1
Qg ap—1
On reconnait la matrice compagnon associée au polyndéme X? —a; — a1 X — -+ —a,—1 XP~1, qui est

aussi le polynéme caractéristique de ()
Et on a alors Vn e N, X,, = A" X,

Pour trouver les u,, il suffit donc de calculer les A™,n € N.

Calcul de A™ pour une matrice A réelle

Méthode générale On réduit A = PRP~! avec si possible R trigonale voire diagonale, et on a alors

VneN, A" = PR"P~!

Si A est diagonalisable On prend (¢4,...%7,) une base de vecteurs propres, on note A; € R tel que

Av; = N\
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Remarque :

. : L n _ " N
Avec les projecteurs spectraux 7y, . . . Tp, on a Vn € N, A" = ijl /\j T

Dol VP e R[X], P(A) = Y)|_; P(\j)m;

X—Aio
3#i0 X —ig

Calcul des 7; Sion note P, =[] , on a alors Py, (A) = m;,

Utilisation des polynémes annulateurs

Cas particulier Si x4 = (Ao — X)", alors d’apres le théoréme de Cayley—Hamilton, A — A\oI,, est
nilpotent.

Soit p tel que (A — Aol,)? =0

Pour tout k € N,

k p—1
AR = (A= NI+ Mln)f = Y CIANTHA = XoL)! = Y CINTH (A = AT (7.92)
t=0 t=0

(Cf=0sit>k)

En général Soit M un polyndéme annulateur de A.
La division euclidienne de X* par M donne X* = Q.M + R,
Et on a alors A* = Ry(A).
Comment obtenir Ry ?
Si M =T]"_, (\i — X) ot les \; sont deux & deux distincts (si A est diagonaliable),
on cherche Ry, sous la forme R, = Zf:_ol a;(k)X?
La relation X* = QM + Ry donne Vi, \F = Ri(\;) = 30~ a;(k) X!
On a ainsi un systéme de Vandermonde, qu’on résoud et on obtient les a;(k) puis Ry.
Dans le cas général, quittte a changer de corps, on peut supposer M scindé.
On écrit M sous la forme M = [];_, (X — X;)7 ot les \; sont deux a deux distincts.
On note alors degM =d = >_, V.
Ainsi,
d—1
XP=MQx + )] ai(k) X' (7.93)
i=0
On a donc un systeme de r équations en les d inconnues ag(k), . ..aq(k) :

d—1
Vie [1,r], Y aj(k)A = A¥ (7.94)
=0

Pour chaque i € [1,7], comme \; est racine de M de multiplicité v;, on a M(\;) = --- = MOi=D()\;) =0
On dérive () ~; — 1 fois et on remplace X par \; :
Pour tout ¢ & [0,7 — 1], ona k x (k— 1)+ x (k—t+ DA =30 (G —1) ... (j —t + 1)AF
Pour chaque racine \;, on a donc ~; équations en les inconnues a; (k)
On a donc un systéme a d équations, d inconnues, dont on admet qu’il est de Cramer.

On obtient ainsi les a;j(k) et donc Ry, puis A* = Ri(A).
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Equations et systémes différentiels linéaires a coefficients constants

e Equation scalaire

d—1
y D) = ajy?(t) + f(t) (7.95)

§=0
OuVje[l,d],a;eRet f: I cR— CeC"I,C).
Si D est I'opérateur de dérivation,
([98) — P(D)=7on P=X* - 550X
o Méthode 1 : équation caractéristique
Les solutions ¢ — e de I'équation sans second membre sont caractérisées par P(r) = 0.

o Méthode 2 : méthode matricielle

Y
y/
On pose Z = i . Ainsi, () «— 7' =AZ + B(t)
y(d_l)
0 1 (0)
. . 0
O A= - et B(t) =
. )
f(t)
aO DY DRI ad—l

Il faut ensuite résoudre le systéeme, qu’'on va résoudre dans un cas plus général.
e Pour un systeme
X'(t) = AX(t) + B(t) (7.96)
ouw Ae #4,(R/C), et B:telw— B(t) € #,(R/C) continue.
On réduit d’abord A = PRP~! avec R diagonale ou trigonale supérieure réelle ou complexe.
Ainsi, (7.96) < X'(t) = PRP~'X(t) + B(t)
On fait un changement d’inconnues Y (t) = P71 X(t)

Comme la matrice P est indépendante de t, X est de classe C! si et seulement si Y l'est, et dans

ce cas Y'(t) = P71X'(t)
1. Si R est trigonale supérieure,
vi(t) = 5y Rujus(t) + Ca(0)
yi(t) = Y0, Riju; (1) + Ci(t) (7.97)
Yn(t) = Ry nyn(t) + Cn(?)

Ce sont des équations du premier ordre & coefficients constants et 2°¢ membre.
On résoud y, = Ry nyn + Cp, puis on reporte dans 1'équation précédente...

Si R est diagonale, on a un systéme découplé de n équations indépendantes :
yi(t) = Riiyi(t) + Ci(t) (7.98)

2. Cas diagonalisable :
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Théoréme :

Soit (1, ...7,) une base de vecteurs propres de A ou ATU; = \;¥;.

La solution du probléme de Cauchy (c’est-a-dire 1’équation sans 2°¢ membre) :

X'(t) = A x X(¢)

X(to) = Xo = Xy akTh

(7.99)

Est X(t) = Y, apet—to)g,

Remarque :
Pour une équation avec le second membre B(t) = >'_, Bi(t)U), on résoud I'équation sans
second membre et on utilise la méthode de variation des constantes, en cherchant les solutions
X(t) de X' = AX + B sous la forme X (t) = 3.7, z;(t)e* "7 ot z;: [ — K est de classe C'.
Alors X'(t) = 377 (25(t) + Njz;(t))e '
Donc X'(t) — AX (t) = Y7, 2(t)e**7; (A est diagonale)
Ainsi, X est solution de X’ = AX + B si et seulement si Vj, 2} (t) = e~ 7! 3;(t).
Démonstration (du théoréme) :
On sait que le probléme de Cauchy a une unique solution (cours sur les équations différentielles)
n

1l suffit de vérifier que ¢: t — Z ajekj(t_t(’)@'j convient, ce qui est le cas.

j=1
En effet, ¢ est de classe C! et ¢'(t) = pI ajreN g = Ap(t)

De plus, ¢(tg) = Z?:1 a;vj = Xo

3. Utilisation des exponentielles de matrice : voir section suivante.

VI Suites et séries d’une algebre normée

On travaille ici avec K = R ou C.

Convergence

e Définitions (rappels) :
Espace normé, de Banach, algebre de Banach...
Norme d’algebre unitaire sur A :
C’est une norme pour I'espace vectoriel A avec en plus Vz,y € A, |zy| < |z||y] et [1a] =1

En dimension finie, les normes sont équivalentes, donc on pourra changer de norme...

e (Cas des séries :
La série de terme général (u,)n>o est dite convergente lorsque la suite des sommes partielles
Su =3 up converge.
Elle est dite absolument convergente si la série de terme général (|u,|)n=0 converge.
e Théoreme (déja vu) :
Si E est un espace de Banach, toute série absolument convergente est convergente.

(La réciproque est vraie...)
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Rayon spectral d’une matrice ou d’'un endomorphisme en dimension
finie

Définition :

Pour A € #,(K) ou 4 (F) avec dim E = n, on définit :

p(A) = sup {|A, A € spc(A)} : rayon spectral de A.

Proposition :

Pour toute valeur propre A de A, et toute norme d’algebre N, on a N(A) = ||, et donc N(A4) = p(A4).

Démonstration :
1. Cas particulier o N est une norme triple, c’est-a-dire s'il existe une norme | | sur ., 1(C) telle

que N(A) = sup |AX]|.
|X|<1

Si on prend X vecteur unitaire pour | | et propre associé & une valeur propre \,
|[AX| = |MX| =|A] < N(A) (7.100)

2. Cas général ou N est une norme d’algebre quelconque :
Soit A € spc(A), et B € 4,(C)\ {0} tel que (A —A,)B=0
(Il en existe, prendre par exemple la matrice dont toutes les colonnes sont des vecteurs propres de
A associés a \).
On a alors AB = AB, donc ||| B|| = |AB| < |A||B]|

Comme |B]| > 0, on a donc |A] < ||4].

Théoréme (hors programme) :

Pour A € #,(C), on a lim,_, 1o AP = 0 si et seulement si p(A4) < 1

Corollaire :

Pour toute norme sur .#,(C), on a p(A) = lim, ;. |AP|'/.

Démonstration :
Pour le théoréme e Supposons que lim,_, 4 AP = 0.
Soit A € C une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé.

On a alors lim,_, 1o, AP = 0, donc lim,, , ., APX =0, soit [N\ <1
APX
Ainsi, p(A) < 1 (on est en dimension finie, donc il y a un nombre fini de valeur propres)

e Supposons maintenant que p(4) < 1.
Décomposition en sous-espaces caractéristiques :
Cr = @f:l C;ouC; = kCI‘(A — /\iln)mi, avec x4 = Hle ()‘z — X)mi.
On a Vi, |A\;| < 1. Comme les C; sont stables et engendrent C", il suffit de montrer que

Afci —0
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On a Afci = (Aj¢,)?. Or, Ajc, — A Idg, = v; est nilpotent par définition de Cj
Donc v;"* = 0.
Ainsi, (A)¢,)? = (N Ide, +v,)? = S0 CINE ot
C’est une matrice dont les coefficients sont de la forme AP it fois un polynéme de degré
< m; — 1 en p, et tendent donc vers 0 par croissance comparée (|A;| < 1)
Corollaire Si | || est une norme triple sur .#,(C) associée & une norme | |.
Comme sp(AP) = {\?, A € spc(A)} (car A est trigonalisable dans C), on a p(AP) = (p(A))?
Donc Vp > 1, p(A)P < ||AP|, et p(A) < | AP|/P.
Soit 7 > p(A). Alors B = L A vérifie p(B) < 1.
D’apres le théoréme, on a lim,_, o B =0
Il existe donc M tel que Yp = M, |B?| < 1, c’est-a-dire Vp = M, |AP| < rP
Pour tout p > M, on a donc p(A) < | AP|'/P < r.
Ainsi : Vr > p(A),IM > 0,¥p = M, p(A) < |AP|V/P < r
Done limy. o0 [4°]1/7 = p(A)
Pour une norme | |2 quelconque, on peut considérer une norme triple et cy,co tels que ¢1| || <
[ 2 < e |
Alors Ype N*, e/ |A7|'P < |A7/" < " |47
—— —— — ——

—1 —p(A) =1 —p(4)

Exercice Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A € ., (C) pour que (AP)pen converge
vers une matrice B.
e Condition nécessaire : pour A vp de A, APV =MWV — BV. Donc [A| <1lou =1

Il faut de plus que ker(A — I) = ker(A — I)? (La valeur propre 1 doit étre telle que 1’espace propre

soit l’espace caractéristique)

En effet : On a déja ker(A — I) < ker(A — I)2.

Supposons l'inclusion stricte. Soit alors V € ker(A — I)?\ ker(A — I).
Pososon W = (A — 1)V #0. Alors AV =W +V et AW =W.
Ainsi APV = AP~V + W = pW + V, qui ne converge pas.

Donc ker(A — I) = ker(A — I)? = ker(A — I)™A.

e La condition est suffisante...

Séries géométriques

e Algebre de Banach :

Théoréme :

Soit (A, | |) une algebre de Banach, et a € A tel que |a]| < 1. Alors :
o 14 — a est inversible

o La série de terme général a™ converge absolument et Z:fo a”=(1—a)!
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Corollaire :

L’ensemble des éléments inversibles d’une algebre de Banach est ouvert.

Démonstration :

o Déja, on a convergence absolue car Vn € N, [a”|| < [a|™ = r™ qui est une série convergente car
géométrique (réelle) de raison r €] — 1, 1]

o On a, pour tout n € N, (¥;_ja*) x (1 —a)=1—a""
Or, lim,,, 40 a1 = 0.
Par continuité du produit dans A, on a (ZZS) ak) x(1—a)=1
De méme, (1 —a) x ( ;:ioo ak) =1
D’out le résultat.

o Pour le corollaire :
Soit ag € A*. On cherche une condition nécessaire sur A pour que ag + h € A*
On a ag+h = ag(l +ay'h)
Donc si | —ag'h| < 1, alors ag + h € A*.

Mais || — ag b < [ag™ [k

1
=1
lag "I

Donc il suffit que ||h| <
Donc By (ao, H—EIH) c A*
g

e Cas particulier de la dimension finie :

Théoréme (Hors programme) :

Soit A € 4, (C). Alors la série de terme général A™ converge si et seulement si p(A4) < 1

Démonstration :

Si la série de terme général converge, alors A™ — 0, donc p(A) < 1
Réciproquement :

Sip(A) <1, alors I — Ae GL,(C) (car 1 ¢ spp(A)).

Pour tout pe N* ona (I + A+ -+ AP)(I — A) = I — APH!
Donc I + A+ -+ AP = (I — APTH)(T — A)~! (I—-A)~1!
car AP+ — ( (puisque p(A4) < 1)

p——+00

Exponentielle dans une algébre de Banach (Hors programme en dimension

infinie)

Théoréme :

Soit (A, 4, x,-, | ||) une algébre de Banach. Alors :

. 7’ 7’ n
e Pour tout u € A, la série de terme général *+ est absolument convergente.

(% =14). On note exp(u) la somme de cette série.

e Siu,ve A commutent, on a e¥T? =¥ x eV = eV x ¥,

En particulier, pour tout u € A, e* est inversible et (%)~ = e~ %
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e Pour tout u € A, Papplication ¢,: R —> A est de classe C* et on a :

t N etu

VteR, ¢l (t) =uxe™ =e™ xu (7.101)

Démonstration :

1. Pour tout pe N, on a

“—,H p, , terme général d’une série (réelle) convergente. Donc la série de

terme général % est absolument convergente donc convergente car A est complet.
2. Soient u,v € A qui commutent.
Considérons A, (u,v) = >7_, (”z!")k - (Z?:o %) X (Z?:o Z—i)
On va montrer que A,, — 0. Pour tout n € N, on a :
4 (u + v) LA . ut v
kZO Z k! ZCZ o kZOzZO it ( _i 1= (”)ZeTZ'j' (7102
ou T, = {(i, j)eN2 i+j< }
Par ailleurs, Y1 ) % ZJ o J, Z(z,])ecn o J, , ou C, = [0,n]%
Comme T, = Cp, on a Ap(u,v) = =3, ver o, ‘:, ‘]’J,

lull® [o)’

Done |An(u, )| < i jrerno, 05 < —Aalul[o])

Or, le théoréme sur les séries réelles produits au sens de Cauchy montre que Yo, 8 € R, e85 = e

Donc lim,, oo —Ay(|Jul, [v]) = el“IFIPl —elulelvl = 0, d’ou le résultat voulu.

Inversibilité : comme u et —u commutent, ete % = e %e% = el =14
Lemme :
3. Soit uw e A. Alors il existe M > 0 tel que Vt € [—1,1], |pu(t) — 14 — tuH < Mt?

4o [ ul Jlul* II’“
<2y <t? 2 <2M

‘—/—/
M

k, k
En effet : Jipu(t) — La — tul = |55 5

Soit maintenant tg € R.

Alors pour h > 0, @, (to + h) — pu(ty) = eltothv — glouw — glo-u(ghu _ 1),

eu(toth)—pu(to) e —1—hu
h

Donc — u x elow = glov "

—u x etou] < Mhfetor|

Ainsi, si |h| < 1,
Pu(toth)—pu(to)
h

Pul(toth)—pu(to)
h

tou

Donc limy,_,g =y x elo% = et x g car u et €% commutent.

Exponentielle et équations différentielles linéaires

e Ecriture rationnelle d’un systéme linéaire a coefficients constants a p inconnues :

Vi e [1,p], zi(t Z a; ;i (t) + bi(t) (7.103)

Ou matriciellement : X'(t) = A x X (t) + B(¢)

T b1
OﬁA:(ai,j),X: ,B:
T by,
=AX+B
Probléme de Cauchy : il faut résoudre
X(to) = Xo
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e Utilisation de I’exponentielle :

Théoréme :

Soit E un espace de Banach.

Ainsi, (Zc(E), || |I) est une algebre de Banach. Alors :

1. Pour tout ag € %¢(FE), le probleme de Cauchy a une unique solution
z:R — Z(E) (t décrivant un intervalle I)

t —_— etao

z'(t) = ao(z(t))

2. Pour tout ¥ € F, le probleme de Cauchy a pour unique solution
z(0)=TeFE
z:R — F

t —> eta()

Démonstration :
1. On sait que p: t — e vérifie p(0) = Idg et Vt, ¢ (t) = ap x €% = ag x ¢(t).
Donc ¢ est solution.
Soit « solution du probleme de Cauchy.
Considérons y(t) = e t®x(t), c’est-a-dire z(t) = e’ x y(t).

Comme t — 2(t) et t — e~ sont de classe C' et Zc(F)> — Z(F) est continue,
(a,b) — axb

y est de classe C! et Vt € R,y/(t) = (—ape™ ') x z(t) + e~ x  2/(t)
——
=agxxz(t)

Comme ag et €' commutent pour tout ¢, on a V¢,y'(t) = 0 donc y = cte = y(0) = ldg
Donc z(t) = e'*y(0) = el

2. On fait la méme chose : t — ¢(t) = €' (%) est de classe C* et de dérivée ¢’ (t) = apet® (¥) =
app(t), et p(0) = 0.

Réciproquement, si z est une solution, on pose a nouveau y(t) = et (x(t))...

Calcul en dimension finie

e La réduction :
Si A= PRP~', alors pour tout t € R, e!4 = Petfip—1

4 on diagonalise A si possible, sinon on trigonalise.

Ainsi, pour calculer e
e Si A est diagonalisable (sur R ou C) :

Avec les projecteurs spectraux, A = Y _; A\;m; olt les A; sont les valeurs propres de A deux a deux

distinctes et m; les projecteurs sur E),(A) parallelement a é’_) Ey, (A).

i

On a alors Vt e R, et4 =377 ethim;
e Si A a une seule valeur propre Ag € R/C (on a alors x4 = (Ao — X)™)

Alors A = M\oI,, + N ou N est nilpotent (théoréme de Cayley—Hamilton)

Pour tout t € R, on a alors : !4 = etrolnttN — gtholnotN — (ptho] (Zz;é %N’“)

Donc et = etot Y171 tk—k,(A — Xoln)*
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e Cas général (Hors programme) :
Décomposition de Jordan—Dumford :
A =D+ N ou D est diagonalisable, N nilpotente et DN = ND
Ainsi, Vt € R, et = etPetN
e Méthode artisanale utilisant le calcul de A™ et la sommation des séries : voir méthodes de calcul

de A™ (par exemple avec le polynéme annulateur...)

VII Compléments hors programme

Endomorphisme cyclique

Définition :
Un endomorphisme u de F en dimension finie est dit cyclique lorsqu’il existe v € E tel que & =

(T, u(7),...u""1(7)) est une base de E.

0 0) an
1
Dans ce cas, matg(u) =
0
(0) 1 ay

Proposition :

Si un endomorphisme u est cyclique, alors
com(u) = K[u] = {apIdg+ - + ap_1u" ", (ag, ... ap_1) € K"} (7.104)

Ou com(u) est 'ensemble des endomorphismes qui commutent avec u.

Démonstration :
Déja, les inclusions o sont évidentes.
Soit v € com(u), montrons que v € {ao Idg+- 4+ ap_1u™ 1 (ag,...an_1) € K”}
Prenons 4 tel que (T, u(7), ... u" (7)) est une base de E.
n—1

On peut alors écrire v(v)) = 3]/_ — a;jul (vg). Alors v = Yo .

En effet, pour tout k =0..n — 1, on a :
v(uf () = Z o uF I () (Z ozjuj> (%)) (7.105)

Donc v et Z 0 ajuJ coincident sur une base donc sont égaux.

Application :

Soit u un endomorphisme de E avec dim¢(E) = n € N ayant n valeurs propres simples. Alors u est
cyclique.

En effet : soit (eq,...e,) une base E, avec Vi € [1,n],u(e;) = Aie;
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Onprend v=¢e; +---+e,.
Alors pour tout k € N,u*(7) = 31| A¥e;
1 A - A7

Donc mat(e, .. ¢,) (¥, ... uY@) = " | €GL,, car les \; sont deux & deux distincts.

1 Ay o0 AR
Donc (¥, ...u" (7)) est une base de E.

Proposition :

Si, pour A € R, u — Al est nilpotent d’indice n, alors u est cyclique.

En effet : soit v = u — X, et Ty tel que (u — AI)" () # 0.
Alors (@, ...v" 1(¥)) est libre dans E donc c’est une base de E, puis (7, ...u" " 1())) aussi avec

des transformations élémentaires.

Propriétés :

Si un endomorphisme u est cyclique, alors minu = x,(—1)"

En effet : Si (¥, ...u""!(¥h)) est une base de E, alors (Id,u,...u"!) est libre dans % (E)

En effet, pour tout (A1,... ;) € K*, on a les implications :
Ddu =0 = Y Nu(ih) =0 = Vje[ln],\ =0 (7.106)
i=1 i=1

Donc si P € K,,_1[X] et P(u) = 0, alors P = 0 donc deg(minu) > n. Comme min u|y,, on a minu =

Xu(=1)".

Produit tensoriel

Définition :
Soient A € 4, (K), B € #,(K)
On note A® B = (a;,;B) € Mpnp(K).

Propriétés

(A® B) x (A'®@ B') = AA'® BB’ (7.107)

Si A, B e gL, (K),GL,(K), alors AQ B€ GL,,(K) et (A®B)"!=A"1@ B!
Application Si A et B sont deux matrices diagonalisables, alors A ® B est diagonalisable.

Eneffet : Si A = PDP~!, B = QEQ™}, avec P € GL,(K), Q € GL,(K), D et E diagonales, alors
A®B=(PDP)®(QEQ™")=(PR®Q)x (DR®E) x (PT'®Q™")
Soit AQ B=(P®RQ)x (DR®E) x (PR®Q)"! et DX FE est diagonale.
Applications a I’algebre

e Nombre algébrique (R[X]), entier algébrique (Z[X] unitaire)
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Lemme :
o € C est un entier algébrique si et seulement si il existe p > 1 et 21, 22, . .. 2, complexes non tous
nuls tel quel H = 2Z + - - - 2,7 soit stable par y — ay.
Démonstration :
= Si « est algébrique, soit P = X%+ a4 1 X' + .-+ ap € Z[X] tel que P(a) = 0.
On prend alors z; = a*~! pour i € [1,d]. Alors H = 21Z + - - - 2,7 est stable.
<= Il existe une famille (7 ;)ie[1,,) d’éléments de Z telle que Vi € [1,p], az; = Z§=1 UORETE
Jel1,p]
21 21

Alors M | ¢ | =a| @ | o0 M = (mj)ic[1.p] € p(Z).
Jel1,p]
“p “p
Ainsi, « est vp de M donc racine de (—1)Px .

Théoréme :

L’ensemble & des entiers algébriques est un sous-anneau de C et 0 n Q = Z.

Démonstration :

o Montrons que 6 " Q =7 :
— Soit a € Z. Alors (X — a)(a) =0 donc a € 0.

— Siae 0nQ,alors il existe P tel que P(a) =0, disons P = X% +ag 1 X9+ +ao.

On peut écrire o = %, avec pAq=1,peZ, qge N*

d d—1
Alors (%) +ag_1 %) + .- 4+ag=0.

Donc p® + ag_1p? tqg+ - + apg? = 0.

ql-
Donc ¢|p?. Donc q = 1.

© Montrons que € est un sous-anneau de C :
— le0.

— Soient z,y € . Montrons que z +y € 0.
Soient P et @ annulant respectivement x et y. On note d et e leurs degrés.

Soient 21, . .. z, définits par (xiyj)ie[[l,d,lﬂ (avec p = dxe). Alors H = Y7 | 2,7 est stable
jell,e—1]

par produit par x et y. Donc H est stable par produit par zy et x — y.

Donczye Oetx—ye 0.

Exercice :

Trouver tous les rationnels r tels que cosrm est rationnel.

On a:

1, ir

3 (e"™ +e7 ") (7.108)
S

algébriques

cos(rm) =

Donc 2cosrm € O. De plus, 2cosrm € Q.
Donc 2cosrm € Z.
Donc 2cosrm € {—2,—1,0,1,2}.

e Déterminant d’une matrice cyclique
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On cherche a calculer le déterminant d’une matrice de la forme

ap ay e Ap—1
Ap—1 - -
A= e M, (C) (7.109)
. : . ° . al
ay an—1 ao

On note M de sorte que A = M (ag, a1, ...an—1), et onpose K = M(0,1,0,...) =

Alors A= P(K) ot P = Y3} a X*.

On a K™ =1, donc X™ — 1, scindé a racines simples, est annulateur.

Donc sp(K) c {z € C,z" = 1}.

De plus, si degP < n—1et P(K) =0, alors P = 0 (M(ag,a1,...anp—1) =0 < P(K) =

1o aprK* =0).

2im

Donc il existe R € G£,,(C) tel que K = R . R avece=en .

Alors A= R ' R

P(En_1>
Donc det A = Hz;é(ao +efay + - e DEg, 1)
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