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Chapitre 6 : Algèbre linéaire

I Catégorie des K-ev

On considère un corps commutatif K quelconque

Voir cours de sup pour les différentes définitions…

A) Combinaisons linéaires quelconques

Soit E un K-ev, (vi)iPI une famille de vecteurs de E, (λi)iPI une famille de scalaires (de K) à support
fini.

On pose
ř

iPI λivi =
ř

iPsupp(αi)
λivi : combinaison linéaire des vi.

Cas particulier :
Combinaison linéaire triviale : @i P I, λi = 0

Combinaison linéaire nulle :
ř

iPI λivi = 0.

Remarque :
Si une combinaison linéaire est triviale, alors elle est nulle.

B) Espace vectoriel engendré par une partie ou une famille

Théorème, définition :
Soit E un K-ev et A une partie de E.

1. L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A est un espace vectoriel, appelé
espace vectoriel engendré par A, noté VectK(A).

2. VectK(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A (au sens de l’inclusion)

3. VectK(A) est l’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de A.

Définition :
On dit que A est génératrice lorsque VectK(A) = E.
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I. CATÉGORIE DES K-EV CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

C) Famille ou partie libre

Définition :
La famille (vi)iPI est dite libre lorsque la combinaison linéaire triviale est la seule combinaison linéaire
nulle, c’est-à-dire :
Pour tout (λi)iPI P KI à support fini,

ř

iPI λivi = 0 ùñ @i P I, λi = 0.
Elle est dite liée sinon, c’est-à-dire lorsqu’il existe (λi)iPI P KI famille de scalaires non tous nuls telle
que

ř

iPI λivi = 0.

Théorème :
1. Toute sous famille d’une famille libre est libre

2. Une famille est libre si et seulement si toute sous-famille finie est libre.

Démonstration :
1. Soit (vi)iPI une famille libre de E, et soit J une partie de I.

Soit (µi)iPJ P KJ à support fini, supposons que
ř

iPJ µivi = 0.

On pose, pour i P I, λi =

$

’

&

’

%

µi si i P J

0 sinon
.

Alors (λi)iPI est à support fini, et
ř

iPI λivi =
ř

iPJ µivi = 0.

Donc @i P I, λi = 0. Donc @i P J, µi = 0.

Donc (vi)iPJ est libre.

2. Un premier sens découle déjà du point précédent.

Pour l’autre, montrons la contraposée :

Supposons (vi)iPI liée. Alors il existe (λi)iPI P KI à support fini non tous nuls tel que
ř

iPI λivi = 0.
Si on prend J = supp(λ), alors J est fini, et

ř

iPJ λivi = 0.

D) Base

C’est une famille F libre et génératrice, ou une famille de E telle que tout élément x de E s’écrive
de manière unique comme combinaison linéaire des éléments de F .

Exemples

‚ (Xn)nPN est une base de K[X] car tout polynôme s’écrit de manière unique
ř

kPN akX
k où supp(a)

est fini.

‚ Famille orthogonale pour un produit scalaire :

Soit E = tf P C(R,C),@x P R, f(x+ 2π) = f(x)u.

Pour k P Z, on pose ek : R ÝÑ C
t ÞÝÑ eikt

.

Proposition :
(ek)kPZ est libre dans E.
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE I. CATÉGORIE DES K-EV

Démonstration :
Déjà, @(k, l) P Z2, 1

2π

ş2π

0
ek(t)el(t) dt = Sk,l est un produit scalaire, et (ek)kPZ est orthonormale

pour ce produit scalaire.

Soit (λk)kPZ une famille de complexes à support fini, supposons que
ř

kPZ λkek = 0.

Alors @l P Z, 1
2π

ş2π

0
(
ř

kPZ λkek(t)) ēl(t) dt = 0

Donc @l P Z, 1
2π

ř

kPsuppλ λk
ş2π

0
ek(t)ēl(t) dt = λl = 0

Donc (ek)kPZ est libre.

‚ Application aux équations différentielles linéaires
Rappel :
Résolution de (D) : y2 + ay1 + by = 0, a, b P C

Équation caractéristique :
r2 + ar + b = 0 (6.1)

(Condition nécessaire et suffisante pour que t ÞÑ ert soit solution)

˛ 1er cas : Si ∆ = a2 ´4b ‰ 0, alors l’ensemble des solutions de D est VectC
␣

t ÞÑ er1t, t ÞÑ er2t
(

où r1 et r2 sont les racines de (6.1).

˛ 2ème cas : si ∆ = 0, l’ensemble des solutions de D est VectC
␣

t ÞÑ ert, t ÞÑ tert
(

où r est racine
de (6.1).

Avec second membre exponentiel et polynôme :

y2 + ay1 + by = f(t) =
n
ÿ

j=1

eαjtPj(t) où αj P C, Pj P C[X] (6.2)

On cherche une solution particulière en superposant (= en ajoutant) des solutions particulières des
équations (Dj) : y

2 + ay1 + by = eαjtPj(t) :

Si αj est racine de multiplicité m (m = 0, 1, 2) de (6.1), alors Dj a une solution de la forme
t ÞÑ tmQi(t)e

αit où Qi est de même degré que Pi.

Théorème :
La famille des applications t ÞÑ tmeαt, n P N, α P C est libre dans F (R,C).

L’espace engendré par cette famille s’appelle l’espace des exponentielles polynômes.

Démonstration :
˛ Cas particulier :

Déjà, la famille fα : t ÞÑ eαt est libre.

En effet, vérifions que toute sous-famille finie G de (fα)αPC est libre.

Par récurrence sur card(G) = p.

— Pour p = 0 ok.

— Pour p = 1 ok car @α P C, fα ‰ 0

— Soit p P N, supposons que toute sous-famille G de cardinal p est libre.

Soient α1, α2, . . . αp+1 P C distincts.

Supposons que
řp+1
j=1 λjfαj

= 0 pour (λ1, λ2, . . . λp+1) P Cp+1

Alors @t P R,
řp+1
j=1 λje

αjt = 0

Donc @t P R,
řp+1
j=1 λje

(αj´αp+1)t = 0
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I. CATÉGORIE DES K-EV CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

Donc en dérivant @t P R,
řp
j=1 λj(αj ´ αp+1)e

(αj´αp+1)t = 0

Donc, par hypothèse de récurrence appliquée à (λj(αj ´ αp+1))jPJ1,pK, on a :
@j P J1, pK, λj(αj ´ αp+1) = 0. Donc @j P J1, pK, λj = 0, puis λp+1 = 0

˛ Cas général :
On pose fα,n : t ÞÑ tneαt.
Une combinaison linéaire non triviale des fα,n s’écrit φ(t) =

řr
j=1 Pj(t)e

αjt.
Montrons par récurrence sur p =

řr
j=1 degPj qu’une telle somme n’est pas nulle.

— Si
řr
j=1 degPj = 0, on est ramené au cas précédent.

— Soit p P N, supposons que si
řr
j=1 degPj ď p, alors

řr
j=1 Pj(t)e

αjt ‰ 0.

Si maintenant
řr
j=1 degPj = p+ 1 :

Supposons que
řr
j=1 Pj(t)e

αjt = 0.
On peut supposer par exemple que degPr ě 1.
Alors @t P R, 0 = φ(t)e´αrt =

řr
j=1 Pj(t)e

(αj´αr)t =
řr
j=1 Pj(t)e

βjt.
En dérivant, @t P R,

řr
j=1 (P

1
j(t) + βjPj(t))e

βjt = 0.
Ainsi, comme βr = 0, si on pose Qj = P 1

j + βjPj , on obtient :

degQj ď

$

’

&

’

%

degPj si j ă r

degPj ´ 1 si j = r
(6.3)

Donc par hypothèse de récurrence (on a ainsi
řr
j=1 degQj ď p), on a :

@j P J1, rK, Qj = 0 (6.4)

Donc en particulier Pr = cte, ce qui est impossible car degPr ě 1.

E) Familles de polynômes

Proposition (Utilisation du degré – hors programme) :
Soit A Ă K[X]z t0u.

1. Si deg|A : A Ñ N est injective, alors A est libre.

2. Si deg|A : A Ñ N est surjective, alors A est génératrice.

Proposition :
Soient P0, P1, . . . Pn P K[X] tels que @i, val(Pi) = i (c’est-à-dire Xi|Pi et Xi+1 ffl Pi, ou encore 0 est
racine de multiplicité i de Pi). Alors (P0, P1, . . . Pn) est libre.

Cas particulier :
Pour n ě 1 fixé, on pose Bp = Xp(1 ´X)p (polynôme de Bernstein)

Alors (B0, . . . Bn) est une base de Kn[X].
Démonstration :
La famille est libre :

Si
řn
j=0 λjPj = 0, alors en remplaçant X par 0 on obtient λ0 = 0.

Comme 0 est racine d’ordre i de Pi, on a 0 =
řn
j=1 λjP

1
j(0) = λ1, donc λ1 = 0…
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE I. CATÉGORIE DES K-EV

F) Application linéaire

Comment définir une application linéaire de E dans F ?
À l’aide d’une base de E :

Théorème :
Soit (ei)iPI une base de E (éventuellement infinie)

Soit (vi)iPI P F I . Alors il existe une unique application linéaire de E dans F telle que @i P I, f(ei) =

vi.

Remarques

‚ Si (ei)iPI est supposée seulement génératrice, il y a au plus une application linéaire :

Si f et g conviennent, alors :

@i P I, ei P ker(f ´ g), donc Vect((ei)iPI) Ă ker(f ´ g).

Donc f = g (car Vect((ei)iPI) = E).

Pour l’existence d’une application linéaire, il faut que si il y a une relation de liaison entre les ei,
il y ait la même entre les vi.

‚ Si (ei)iPI est supposée libre, il existe au moins une application linéaire :

Si on note E1 = Vect((ei)iPI), il existe alors une unique application linéaire f 1 de E1 dans F telle
que @i P I, f 1(ei) = vi.

On peut de plus prolonger f 1 à E de manière linéaire si et seulement si E1 admet un supplémentaire
dans E, ce qui est toujours vrai si on admet l’axiome du choix.

Compléments

Base télescopique
Soit K un corps, L une extension de K (c’est-à-dire que K est un sous-corps de L)
Soit (E,+, ¨) un L-ev (en particulier, ¨ : L ˆ E Ñ E)

Proposition :
La restriction du produit externe à KˆE munit E d’une structure de K-ev. On note EL le L-ev initial,
EK l’espace vectoriel (E,+, ¨|KˆE) en tant que K-ev.

Exemple :
C est un R-ev, ou un Q-ev.

Théorème :
Soit (v⃗i)iPI une L-base de EL

Soit (ej)jPJ une K-base du K-ev L.
Alors (ej ¨ v⃗i) est une K-base de EK, appelée base télescopique.
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I. CATÉGORIE DES K-EV CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

Conséquence :
Si E est de L-dimension finie, et L de K-dimension finie,

alors E est de K-dimension finie, et dimKE = dimK L ˆ dimLE.

Cas particulier :
Si K = R, L = C, alors dimRE = 2 dimCE, et si (v1, . . . vn) est une C-base de E, alors (v1, . . . vn, iv1, . . . ivn)
est une R-base de E.

Démonstration (du théorème) :
Montrons que (ej ¨ v⃗i) est libre :

Soit (ejk ¨ v⃗ik)kPJ1,pK une sous famille finie de (ej ¨ v⃗i).
Soient λ1, . . . λp P K, supposons que

řp
k=1 λkejk ¨ v⃗ik = 0.

Quitte à agrandir la famille des ejk ¨ v⃗ik , on peut supposer qu’elle est de la forme (ej ¨ v⃗i) (où on a
alors I0 = ti P I, Dk P J1, pK, i = iku, idem pour J0 et p = #J0 ˆ #I0)

On a ainsi
řp
k=1 λkejk ¨ v⃗ik =

ř

jPJ0
iPI0

λi,jej ¨ v⃗i (où λi,j = λk, k étant tel que i = ik, j = jk)

Donc
ř

iPI0
(
ÿ

jPJ0

λi,jej)

looooomooooon

PL

¨v⃗i = 0

Donc comme (v⃗ik)kPJ1,pK est libre, on a :

@i P I0,
ÿ

jPJ0

λi,jej = 0 (6.5)

D’où, comme (ejk)kPJ1,pK est libre : @i P I0,@j P J0, λi,j = 0

Donc (ej ¨ v⃗i) est bien libre.
Soit maintenant v⃗ P E.
Il existe une famille (µi)iPI de L à support fini telle que v⃗ =

ř

iPI µiv⃗i.
Comme @i P I, µi P L, il existe alors pour tout i P I une famille (λi,j)jPJ de K à support fini telle

que µi =
ř

jPJ λi,jej .
Alors le support de (λi,j) est fini :
En effet, si λi,j ‰ 0, alors µi ‰ 0 (car (ej)jPJ est K-libre).
Il y a donc un nombre fini de valeurs de i possibles.
Pour chacun de ces i, il y a un nombre fini de valeurs de j possibles, donc (λi,j) est à support fini.
Et on a enfin :

v⃗ =
ÿ

iPI

µiv⃗i =
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

(λi,jej) ¨ v⃗i =
ÿ

iPI
jPJ

λi,jej ¨ v⃗i (6.6)

Donc la famille est génératrice.
C’est donc bien une base.

Exemples On considère trois corps K Ă L Ă M. On suppose que toutes les dimensions sont finies.
Alors dimK M = dimL M ˆ dimK L.

1. Soit P = X3 ´ 2 P Q[X]. Alors P est irréductible dans Q[X] :

En effet, sinon il aurait un facteur de degré 1, disons X ´ α P Q[X].

On aurait alors P (α) = 0, soit α3 = 2, ce qui est impossible (pour α P Q)
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE II. DIMENSION

2. Soit L =
␣

a+ b 3
?
2 + c 3

?
4, a, b, c P Q

(

Alors L est une sous-Q-algèbre de C de dimension 3 :

(1, 3
?
2, 3

?
4) est libre (d’après le résultat du point précédent), et génératrice par définition.

3. Ainsi, L est un sous–corps de C.

4. On cherche tous les sous–corps de L :

Il y a Q et L, et c’est tout :

Soit K un sous–corps de L. Alors K contient Q.

On a de plus dimQ L
loomoon

=3

= dimK L ˆ dimQ K

Donc soit dimK L = 1 et K = L, soit dimQ L = 1 et K = Q.

II Dimension

A) Théorèmes fondamentaux

Théorème (Théorème de la dimension) :
Si un espace vectoriel E admet une famille génératrice finie, alors il admet une base finie, et toutes ses
bases ont même cardinal appelé dimension de E.

Théorème (Théorème de la base incomplète) :
Soit V un système libre de E, G une famille génératrice de E.

Alors il existe H Ă G tel que V YH soit une base de E.

B) Théorème(s) du rang

‚ Version géométrique :

Théorème :
Soient E et F deux espaces vectoriels, f : E Ñ F P L (E,F ).

Soit S un supplémentaire de ker f dans E. Alors f|S : S Ñ Im f est un isomorphisme.

‚ Version numérique :

Théorème :
On suppose E de dimension finie.

Alors Im f est de dimension finie, et dimE = dim Im f + dim ker f

‚ Version matricielle :

Théorème :
On suppose E, F de dimensions finies p et n.
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II. DIMENSION CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

Alors il existe une base BE de E et une base BF de F tels que :

mat(BE ,BF ) f =

 Ir 0Mr,p´r

0Mn´r,r
0Mn´r,p´r

, où r est le rang de f .

Démonstration (dernière version) :
Soit S un supplémentaire de ker f et (e1, . . . er) une base de S complétée en une base BE = (e1, . . . ep)

de E où (er+1, . . . ep) est une base de ker f .
Alors (f1, . . . fr) = (f(e1), . . . f(er)) est libre, c’est une base de Im f .
On complète (f1, . . . fr) en une base BF de F .

Par construction, on a bien mat(BE ,BF ) f =

Ir 0

0 0

.

C) Méthodes de calcul

1. détermination d’une base

2. Paramétrage isomorphique

3. Paramétrage épimorphique (morphisme surjectif) :

Si u : E Ñ F est un morphisme surjectif, alors dimF = dimE + dim keru.

D) Exemples

On suppose ici les espaces de dimension finie :

1. Espaces munis d’une base canonique (c’est-à-dire une base qui définit l’espace)
Exemple :

Kn, Kn[X], K[X], Mn,p(K) (6.7)

2. dim(E ˆ F ) = dimE + dimF , une base étant ((vi, 0), (0, wj))1ďiďn
1ďjďp

3. dim LK(E,F ) = dimE ˆ dimF .

4. On veut dimRH où

H =
␣

(x, y, z, t) P R4, x+ y + z + t = 0 et 2x´ y ´ t = 0 et x+ 4y + 3z + 4t = 0
(

(6.8)

Méthode du pivot rg


1 1 1 1

2 ´1 0 ´1

1 4 3 4


looooooooooomooooooooooon

A

= 2 ; donc dimRH = dim kerA = 2

(Le noyau d’une matrice A, c’est le noyau de l’application Mn,1(K) ÝÑ Mn,1(K)
X ÞÝÑ AX

)

Autre méthode
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x+ y + z + t = 0

2x´ y ´ t = 0

x+ 4y + 3z + 4t = 0

ðñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x+ y + z + t = 0

3y ´ 2z ´ 3t = 0

3y + 2z + 3t = 0

ðñ

$

’

&

’

%

x = ´1
3 z

y = ´t´ 2
3z

(6.9)

Donc H =
␣

(´1
3 z,´t´ 2

3z, z, t), (z, t) P R2
(

.
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIREIII. SOMMES, SOMMES DIRECTES DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

III Sommes, sommes directes de sous-espaces vectoriels

A) Somme d’une famille de sous-espaces vectoriels

‚

Définition :
Soit E un espace vectoriel, (Fi)iPI une famille de sous-espaces vectoriels de E.
ř

iPI Fi est le sous-espace vectoriel engendré par
Ť

iPI Fi.

Théorème :
Soit H un sous-espace vectoriel de E.

Alors H =
ř

iPI Fi si et seulement si ces deux conditions sont réalisées :

1. @i P I, Fi Ă H

2. @h P H, D(vi)iPI à support fini, @i P I, vi P Fi et h =
ř

iPI vi. C’est-à-dire que tout élément
de H est somme d’un nombre fini d’éléments des Fi.

‚ Cas d’une famille finie de sous-espaces vectoriels, application linéaire associée

Soient F1, . . . Fp p sous-espaces vectoriels de E.

On note ψ : F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fp ÝÑ E

(v1, . . . vp) ÞÝÑ

p
ÿ

i=1

vi

.

Proposition :
ψ est une application linéaire d’image

řp
i=1 Fi.

NB : ψ reflète les propriétés du système des Fi.

‚ Somme directe d’une famille finie :
Définition :
La somme

řp
i=1 Fi est dite directe lorsque ψ est injective. On note alors

Àp
i=1 Fi.

Théorème :
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1.
řp
i=1 Fi est directe

2. ψ est injective

3. Tout élément v⃗ de
řp
i=1 Fi s’écrit de manière unique sous la forme v⃗ =

řp
i=1 f⃗i où @i PJ1, pK, f⃗i P Fi.

‚ Cas de la dimension finie :

Théorème (Formule de Grassmann) :
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, E étant de dimension finie.

Alors dim(F +G) = dimF + dimG´ dim(F XG).

Démonstration :
Soit ψ : F ˆG ÝÑ E

(f, g) ÞÝÑ f + g
.

Alors ψ est linéaire, Imψ = F +G, kerψ = t(f,´f), f P F XGu.
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III. SOMMES, SOMMES DIRECTES DE SOUS-ESPACES VECTORIELSCHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

Pour kerψ : Si f, g P kerψ, alors f + g = 0, donc f
loomoon

PF

= ´g
loomoon

PG

.

Donc f P F XG et (f, g) = (f,´f).

Réciproquement, si f P F XG, (f,´f) P kerψ.

Enfin, d’après le théorème du rang :

dimF ˆG
looooomooooon

=dimF+dimG

= dim(F +G) + dim(F XG) (6.10)

Théorème (caractérisation d’une somme directe en dimension finie) :
řp
i=1 Fi est directe si et seulement si

řp
i=1 dimFi = dim

řp
i=1 Fi.

Démonstration :
ùñ ψ est un isomorphisme entre F1 ˆ . . . ˆ Fp et

řp
i=1 Fi, donc les deux espaces ont la même

dimension.

ðù supposons que
řp
i=1 dimFi = dim

řp
i=1 Fi. Alors ψ : F1 ˆ . . . ˆ Fp Ñ

p
ÿ

i=1

Fi est linéaire,

surjective entre deux espaces de même dimension, donc ψ est bijective, et
řp
i=1 Fi est directe.

Proposition :
Si

řp
i=1 Fi est directe, et si pour tout i P J1, pK, Bi est une base de Fi, alors

Ť

iPJ1,pK Bi est une
base de

řp
i=1 Fi.

Démonstration :
Soient B1, . . .Bp des bases de F1, . . . Fp.

Alors B1 ˆ t(0, .., 0)u Y t0u ˆ B2 ˆ t(0, . . . 0)u Y . . .Y t(0, . . . 0)u ˆ Bp est une base de
śp
i=1 Fi.

Son image par ψ est
Ťp
i=1 Bi. Comme ψ,

Ťp
i=1 Bi est une base de Imψ =

řp
i=1 Fi.

B) Cas particulier de deux sous-espaces vectoriels

Proposition :
La somme de deux sous-espaces vectoriels F et G est directe si et seulement si F XG = t0u.

Démonstration :
Soit ψ : F ˆG ÝÑ F +G

(f, g) ÞÝÑ f + g
.

Alors kerψ = t(f,´f), f P F XGu.
Donc F +G est directe si et seulement si ψ est injective c’est-à-dire si et seulement si F XG = t0u.

Attention : Pour p sous-espaces vectoriels (p ě 3), l’énoncé est faux. Par exemple, dans R2 :

F1

F2

F3
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIREIII. SOMMES, SOMMES DIRECTES DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Remarque :
F1 + ¨ ¨ ¨ + Fp si et seulement si F1 X F2 = t0u et F3 X (F1 + F2) = t0u et …et Fp X (

řp´1
i=1 Fi) = t0u.

Théorème :
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, où E est de dimension finie.

Alors deux des conditions suivantes entraînent la troisième :

1. F +G = E

2. F XG = t0u

3. dimF + dimG = dimE.

Dans ce cas, on a E = F ‘G.

Définition :
La dimension de tout supplémentaire de F dans E s’appelle la codimension de F , notée codim(F ).
Ainsi, dimF + codim(F ) = dimE.

C) Sous-espaces supplémentaires et projecteurs

Définition :
Soient F1, . . . Fp des sous-espaces vectoriels de E.
F1, . . . Fp sont supplémentaires lorsque E =

Àp
i=1 Fi, ou ce qui revient au même lorsque tout élément

v⃗ de E s’écrit de manière unique v⃗ =
řp
i=1 fi où @i P J1, pK, fi P Fi.

Théorème :
On suppose que E =

Àp
i=1 Fi. Alors il existe π1, . . . πp endomorphismes de E tels que π1+¨ ¨ ¨+πp = IdE

et @i P J1, pK, Imπi = Fi. De plus, pour tous i et j distincts, on a πi ˝ πj = 0 et π2
i = πi. Enfin, les πi

sont uniques.

Démonstration :
Existence Pour v⃗ =

řp
i=1 fi avec @i P J1, pK, fi P Fi, on pose πi(v⃗) = fi.

Alors :

Pour tout i P J1, pK, πi est une application (la décomposition est unique)

Les πi sont linéaires, d’image incluse dans Fi.

De plus, pour a P Fi, on a πi(a) = a, donc Fi Ă Imπi, d’où Fi = Imπi.

Enfin,
řp
i=1 πi = IdE car @v⃗ P E, v⃗ =

śp
i=1 πi(v⃗).

Unicité On suppose que deux familles (πi)iPJ1,pK et (π1
i)iPJ1,pK vérifient les deux conditions.

Soit v⃗ P E. Alors v⃗ =
řp
i=1 πi(v⃗)

loomoon

PFi

=
řp
i=1 π

1
i(v⃗)

loomoon

PFi

.

Donc par unicité de la décomposition, @i P J1, pK, πi(v⃗) = π1
i(v⃗).

Donc @i P J1, pK, πi = π1
i.

Soit v⃗ P E. Alors pour tout k P J1, pK, πk(v⃗) P E, et donc :

πk(v⃗)
loomoon

PFk

=
p
ÿ

i=1

πi˝πk(v⃗)
looomooon

PFi

(6.11)
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III. SOMMES, SOMMES DIRECTES DE SOUS-ESPACES VECTORIELSCHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

Donc par unicité de la décomposition, πi ˝ πk(v⃗) = 0 si i ‰ k, et π2
k(v⃗) = πk(v⃗).

D’où le résultat voulu pour les applications.

Proposition (Étude réciproque) :
Soient π1, . . . πp des endomorphismes de E tels que :

p
ÿ

i=1

πi = IdE , @i P J1, pK, π2
i = πi, @(i, j) P J1, pK2, i ‰ j ùñ πi ˝ πj = 0 (6.12)

Alors E =
Àp

i=1 Imπi, et les πi sont les projecteurs associés.

Démonstration :
On doit montrer que tout élément de E s’écrit de manière unique

řp
i=1 fi où @i P J1, pK, fi P Imπi.

Existence de l’écriture

@v⃗ P E, v⃗ =
p
ÿ

i=1

πi(v⃗) (car
p
ÿ

i=1

πi = IdE) (6.13)

Unicité Il suffit de la montrer pour 0 (c’est-à-dire montrer l’injectivité de ψ)

Supposons que 0 =
řp
i=1 fi où @i P J1, pK, fi P Imπi.

Pour i P J1, pK, on a alors fi = πi(fi).

En effet : il existe gi P E tel que fi = πi(gi), donc πi(fi) = π2
i (gi) = πi(gi) = fi.

Alors 0 = πi(0) =
řp
k=1 πi ˝ πk(fk) = πi(fi) = fi. Donc @i P J1, pK, fi = 0.

Enfin, (6.13) montre que πi est le projecteur sur Fi dans la décomposition E =
Àp

i=1 Imπi.

D) Sommes directes et applications linéaires

Théorème :
Soient E1, . . . Ep supplémentaires dans un espace vectoriel E, et F un espace vectoriel. Alors l’ap-

plication A : LK(E,F ) ÝÑ

p
ź

i=1

LK(Ei, F )

u ÞÝÑ (u|E1
, . . . , u|Ep

)

est un isomorphisme, c’est-à-dire que se donner u P

LK(E,F ), c’est se donner p applications ui P LK(Ei, F ).

Démonstration :
Déjà, A est linéaire.

Construisons un isomorphisme réciproque :

Soient π1, . . . πp les projecteurs relatifs à E =
Àp

i=1Ei.

Alors l’application B :
p
ź

i=1

LK(Ei, F ) ÝÑ LK(E,F )

(u1, . . . up) ÞÝÑ

p
ÿ

i=1

ui ˝ πi

est linéaire,

et B ˝A = IdLK(E,F ), A ˝B = Idśp
i=1 LK(Ei,F ).

Donc A est bijective, donc un isomorphisme.
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE IV. DUALITÉ

IV Dualité

A) Forme linéaire et espace dual

‚

Définition :
Une forme linéaire sur E, c’est une application linéaire E Ñ K.
On note E˚ = LK(E,K), espace dual de E (dual algébrique)

‚ Cas où E est de dimension finie :

On a dimE˚ dimE (car dim LK(E,K) = dimE ˆ dimK)

Attention : Il n’existe pas en général d’isomorphisme naturel entre E et E˚.

Si E n’est pas de dimension finie, E˚ et E n’ont aucune raison d’être isomorphes.
Exemple :
R[X]˚ n’est pas isomorphe à R[X].

Montrons pour cela que R[X]˚ n’a pas une base dénombrable.

On va chercher une famille libre équipotente à R :

˛ À tout réel a, on associe φa : R[X] ÝÑ R
P ÞÝÑ P (a)

.

˛ Alors φa P R[X]˚.

˛ (φa)aPR est libre : soit (ai)iPJ1,pK une famille de réels distincts.

Supposons que
řp
i=1 λiφai= 0, c’est-à-dire que @P P K[X],

řp
i=1 λiP (ai) = 0.

On prend alors, pour i P J1, pK, Pi = śp
j=1
j‰i

X ´ aj , et on a alors λi = 0.

Donc la famille est libre.

Supposons maintenant que K[X]˚ admet une base dénombrable (ψk)kPN.

Soit N P N. Alors ta P R, φa P Vect(ψ0, . . . ψN )u = IN est fini, de cardinal ď N + 1.

Donc ta P R, DN P N, φa P Vect(ψ0, . . . ψN )u est fini ou dénombrable (c’est
Ť

nPN In)

Or, (ψk)kPN est une base, donc toute forme linéaire φa est combinaison linéaire d’un nombre
fini de ψk. Donc ta P R, DN P N, φa P Vect(ψ0, . . . ψN )u = R, ce qui est impossible car R n’est
pas dénombrable.

B) Hyperplan (en dimension quelconque)

Théorème :
Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe v⃗ ‰ 0 tel que E = H ‘ Kv⃗.

(2) Il existe φ P E˚z t0u tel que H = kerφ.

Un sous-espace vectoriel qui vérifie ces conditions s’appelle un hyperplan de E. Une forme linéaire
vérifiant (2) s’appelle une équation de H.

Propriété :
deux équations de H sont proportionnelles.
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IV. DUALITÉ CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE

Démonstration :
(1) ùñ (2) supposons que E = H ‘ Kv⃗.

Soit π le projecteur sur Kv⃗ parallèlement à H.

Alors @x P E, π(x) = φ(x)v⃗, où φ(x) P K.

Alors l’application φ ainsi définie est linéaire.

On a de plus π(v⃗) = v⃗, donc φ(v⃗) = 1, et donc φ ‰ 0.

Enfin, kerφ = kerπ = H.

(2) ùñ (1) Soit φ P E˚z t0u. On pose H = kerφ.

Soit v⃗ P E tel que φ(v⃗) ‰ 0, montrons qu’alors E = H ‘ Kv⃗.

Soit x P E. Alors x =
φ(x)

φ(v⃗)
v⃗

loomoon

PKv⃗

+

(
x´

φ(x)

φ(v⃗)
v⃗

)
looooooomooooooon

Pkerφ

.

Donc E = H +Kv⃗.

Soit x P H X Kv⃗. Il existe alors λ P K tel que x = λv⃗. Donc, comme φ(x) = 0 et φ(v⃗) ‰ 0, on a
nécessairement λ = 0. Donc E = H ‘ Kv⃗.

‚ Pour la propriété : Soit (φ,ψ) P (E˚z t0u)2 tel que kerφ = kerψ = H.

Soit v⃗ P EzH. Alors E = H ‘ Kv⃗.

On pose λ = φ(v⃗)
ψ(v⃗) . Alors φ et λψ coïncident sur H (elles y sont nulles), et sur Kv⃗ (par définition

de λ). Elles coïncident donc partout par linéarité.

Cas particulier :
Soit E de dimension finie. Alors H sous-espace vectoriel de E est un hyperplan si et seulement si
dimH = dimE ´ 1.

C) Formes bilinéaires de dualité

Théorème, définition :
Soit E un K-ev, E˚ son dual. Alors l’application x¨, ¨y : E˚ ˆ E ÝÑ K

(φ, v⃗) ÞÝÑ φ(v⃗)
est bilinéaire.

Cette application s’appelle forme bilinéaire de dualité.

Dans toute la suite, E est un espace de dimension finie n.

Théorème :
Si E est de dimension finie, x¨, ¨y est une dualité parfaite, c’est-à-dire qu’elle a les propriétés fondamen-
tales du produit scalaire, à savoir :

1. Pour f P E˚, f ‰ 0 si et seulement si il existe v⃗ P E tel que xf, v⃗y ‰ 0.

2. Pour v⃗ P E, v⃗ ‰ 0 si et seulement si il existe φ P E˚ telle que xφ, v⃗y ‰ 0.

Démonstration :
1. C’est la « définition » d’une fonction nulle
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CHAPITRE 6. ALGÈBRE LINÉAIRE IV. DUALITÉ

2. Soit v⃗ P Ez t0u.

Soit H un supplémentaire dans E de Kv⃗.

Alors H est un hyperplan (car de dimension n´ 1)

Il existe donc φ P E˚z t0u telle que H = kerφ. Comme v⃗ R H, on a φ(v⃗) ‰ 0⃗, c’est-à-dire xφ, v⃗y ‰ 0.

D) Formes linéaires coordonnées et bases duales

Soit (e1, e2, . . . en) une base de E.
Alors tout x P E s’écrit de manière unique x =

řn
k=1 xkek.

Théorème :
Avec les notations précédentes, on pose pour x P E, φi(x) = xi (i P J1, nK). Alors :

1. @i P J1, nK, φi P E˚

2. (φ1, . . . φn) est une base de E˚. On a : @i, j P J1, nK, φi(ej) = δi,j

3. @x P E, x =
řn
i=1 xφi, xyei ; @ψ P E˚, ψ =

řn
i=1 xψ, eiyφi.

Définition :
(φ1, . . . φn) s’appelle la base duale de (e1, . . . en).
Elle est usuellement notée (e˚

1 , . . . e
˚
n).

Attention : Cette notation peut laisser penser qu’il existe une application u : E ÝÑ E˚

e ÞÝÑ e˚
telle que si

(e1, . . . en) est une base de E, alors (u(e1), . . . u(en)) est la base duale, ce qui est faux ; en fait, e˚
1 dépend

de toute la base (e1, . . . en) et il en est de même pour les autres.

Exemple :
Dans E = R2, (e1, e2) la base canonique.

La base duale de (e1, e2) est (φ1, φ2), avec φ1 : R2 ÝÑ R
(x, y) ÞÝÑ x

, φ2 : R2 ÝÑ R
(x, y) ÞÝÑ y

.

Nouvelle base : v1 = e1, v2 = e1 + e2.
Base duale de (v1, v2) :
On a (x, y) = xe1 + ye2 = xv1 + y(v2 ´ v1) = (x´ y)v1 + yv2.
La base duale de (v1, v2) est donc (ψ1, ψ2) avec ψ1(x, y) = x´ y, ψ2(x, y) = y.

Démonstration (du théorème) :
1. Clair.

2. Montrons que (φ1, . . . φn) est libre.

Soient λ1, . . . λn P K, supposons que
řn
i=1 λiφi = 0.

Soit j P J1, nK. Pour x = ej , on a @i P J1, nK, φi(ej) = δi,j , donc λj = 0.

3. Formule pour x : c’est la définition des φi.

Soit ψ P E˚. On note θ =
řn
i=1 xψ, eiyφi.

On a alors, pour tout k P J1, nK, θ(ek) = řn
j=1 ψ(ej).φj(ek) = ψ(ek).

Donc θ et ψ coïncident sur une base, donc sont égales.
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Théorème :
Pour toute base B˚ de E˚, il existe une unique base B de E dont B˚ est la base duale.

Démonstration :
Soit (φ1, . . . φn) une base de E˚. On cherche (e1, . . . en) base de E telle que @i, j P J1, nK, φi(ej) = δi,j .
Alors on aura @x =

řn
i=1 xiei P E,φk(x) = xk, c’est-à-dire que (φ1, . . . φn) sera la base duale de

(e1, . . . en).
Soit θ : E ÝÑ Kn

v⃗ ÞÝÑ (φ1(v⃗), . . . φn(v⃗))
. On va montrer que θ est un isomorphisme.

Déjà, dimE = dimKn.
Soit v⃗ P ker θ. Alors @i P J1, nK, φi(v⃗) = 0. Mais comme (φ1, . . . φn) est une base de E˚, on a par

combinaison linéaire @ψ P E˚, ψ(v⃗) = 0, donc v⃗ = 0 (dualité parfaite)
Donc θ est injective, donc bijective.
Ainsi, pour tout k P J1, nK, il existe un unique xk P E tel que θ(ek) = (0, . . . , 1

k
, . . . 0).

Définition :
Si B˚ est la base duale de B, on dit aussi que B est la base antéduale de B˚.

E) Orthogonalité

Définition :
Soit A une partie de E.
On appelle orthogonal de A dans E˚ la partie KA de E˚ définie par :

KA = tφ P E˚,@a P A, xφ, ay = 0u (6.14)

L’orthogonal d’une partie B de E˚ dans E est la partie BK de E définie par :

BK = tx P E,@φ P B, xφ, xy = 0u =
č

φPB

kerφ (6.15)

Propriétés :
1. Soit A Ă A1 Ă E.

Alors KA est un sous-espace vectoriel de E˚, et on a de plus :

KH = E˚ Ą KA Ą KA1 Ą KE = 0 (6.16)

2. Analogue pour E˚.

Théorème :
1. Soit A une partie de E.

(a) On a KA = K Vect(A)

(b) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors dimF + dim KF = dimE, et (KF )K = F

2. De même dans E˚.
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Corollaire :
Soient φ1, . . . φp p formes linéaires sur E, et ψ P E˚. Alors ψ est combinaison linéaire des φi si et
seulement si

Şp
i=1 kerφi Ă kerψ.

Démonstration :
1. (a) Déjà, A Ă Vect(A), donc K Vect(A) Ă KA.

Soit φ P KA. Alors @a P A,φ(a) = 0, donc @a P Vect(A), φ(a) = 0, donc φ P K Vect(A), d’où
l’autre inclusion et l’égalité

(b) Soit (e1, . . . ep) une base de F , qu’on complète en une base (e1, . . . en) de E.

Soit (e˚
1 , . . . e

˚
n) sa base duale. Alors φ =

řn
i=1 λie

˚
i P KF si et seulement si @j P J1, pK, φ(ej) =

0 (car KF = K te1, . . . epu)

Or, @k P J1, nKλk = xφ, eky = φ(ek).

Donc φ =
řn
i=1 λie

˚
i P KF si et seulement si @k P J1, pKλk = 0, c’est-à-dire si et seulement si

φ P Vect(e˚
p+1, . . . e

˚
n).

Donc KF = Vect(e˚
p+1, . . . e

˚
n), d’où dim KF = n´ p.

(L’autre égalité sera montrée en 3)

2. Analogue :

Pour B Ă E˚, BK = (Vect(B))K.

Soit F˚ un sous-espace vectoriel de E˚, (φ1, . . . φn) une base de E˚ telle que (φ1, . . . φp) soit une
base de F˚.

Soit (e1, . . . en) la base de E antéduale de (φ1, . . . φp).

Soit v⃗ P E ; alors v⃗ =
řn
i=1 xiei P FK

˚ si et seulement si @j P J1, pK, φj(v⃗) = 0 (car FK
˚ =

tφ1, . . . φpu
K)

Or, @k P J1, nK, xk = φk(v⃗). Donc v⃗ P FK
˚ si et seulement si :

@i P J1, pK, xi = 0 (6.17)

Donc FK
˚ = Vect(ep+1, . . . en).

3. Déjà, F Ă (KF )K car si on prend f P F et φ P KF , alors xφ, fy = 0.

De plus, dim(KF )K = n´ dim KF = dimF , d’où l’égalité.

Pour le corollaire :

Si ψ P Vect(φ1, . . . φp), ψ s’écrit ψ =
řp
i=1 λiφi, donc

Şp
i=1 kerφi Ă kerψ.

Réciproquement, supposons que
Şp
i=1 kerφi Ă kerψ.

Alors tφ1, . . . φpu
K

Ă tψu
K, soit Vect(φ1, . . . φp)

K Ă Vect(ψ)K.

Et donc K(Vect(φ1, . . . φp)
K) Ą K(Vect(ψ)K), c’est-à-dire Kψ Ă Vect(φ1, . . . φp).

F) Application aux sous-espaces vectoriels

‚ Représentation des familles génératrices :

Si (v1, . . . vp) engendre F , alors F = t
řp
i=1 λivi, λi P Ku, c’est-à-dire que l’application Kp ÝÑ F

(λ1, . . . λp) ÞÝÑ

p
ÿ

i=1

λivi

est un paramétrage surjectif. On a alors dimF = rg(v1, . . . vp).
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‚ Mode de représentation par équations linéaires :
Soient F un sous-espace vectoriel de E, φ1, ..φp P E˚.
On dit que φ1, ..φp est un système d’équations de F lorsque :

@v P E, (v P F ðñ @j P J1, pK, φj(v) = 0) (6.18)

C’est-à-dire lorsque F =
Şp
i=1 kerφi, ou encore lorsque F = tφ1, . . . φpu

K.
Dans ce cas, on a dimF = dimE ´ rg(φ1, . . . φp).

En effet, rg(φ1, . . . φp) = dim(Vect(φ1, . . . φp)) = dim KF .
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