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Chapitre 3 : Topologie des espaces
vectoriels normés

I Compléments sur les normes

Rappel :

Si E est un evn, alors N: F — R est une norme lorsque :
1. Vee E,N(z) 20
2. Vre E,N(z)=0 = 2=0
3. Ve e E,;VAe K, N(A\zx) = |A\|N(z)

4. Y(x,y) € B>, N(z +y) < N(z) + N(y)

Exemple :
Soit (F, N) un evn, et X un ensemble. On note B(X, E) I'ensemble des applications bornées de X dans
E

B(X,E)={fe EX,IM > 0,Vz e X, | f(2)| < M} (3.1)
Alors lapplication Ny : B(X,F) — R est une norme sur B(X, E).
fo— sup|f(a)]
reX

Démonstration :

L Vf € B(X, E), No(f) > 0

2. VfeB(X,E),No(f) =0 = f=0

3. Soient fe B(X,E), A\e K :

Vo e X, [Af (@) = (Al f ()] (3.2)
Donc Ny (A f) = [Ny (f)
4. Soient f,ge€ B(X,E)

Yo e X, |f(@) +9@) < £ (@) + lg(@) < sup [ (@)] + sup [g(@)]| < Noolf) + Neolg) - (3.3)

Donc Ny (f + g) < Noo(f) + Ny (9).-

A) Norme d’algébre

Définition :

vérifie de plus :
5. V(z,y) € A% N(z x y) < N(2)N(y)

On dit alors que (A, N) est une algébre normée.

Soit (A, +, x,-) une K-algébre. On appelle norme d’algébre sur A toute norme N sur le K-ev A qui
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I. COMPLEMENTS SUR LESHWPRFHRIS 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

Rappel :

On appelle K-algebre tout K-ev (4, 4+, ) muni de plus d’une loi de composition interne x vérifiant :
e x est distributive sur +
e x est associative
o V(r,y)e A2VAeK N (2y) = (N-2) xy=a x (\-y)
On dit que A est unitaire lorsqu’il existe une unité e, élément neutre pour x :
VreAjexx =z xe=u.
Exemple :
o M, (K) est une K-algebre unitaire (d'unité I,)
e Si E est un K-ev, (Z(F),+,0) est une K-algebre unitaire d’unité Idg
e C est une R-algebre unitaire.

Remarque :

Si A est un algebre unitaire non nulle, alors N(e) > 1
En effet, on a alors e # 0, et N(e) < N(e) x N(e) donc 1 < N(e).
Définition :

On appelle norme d’algebre unitaire sur A toute norme d’algébre N qui vérifie de plus N(e) = 1.

Exemple :
Soit X un ensemble, et B(X, K) l'algebre des fonctions bornées de X dans K (pour la multiplication
usuelle). Alors Ny, est une norme d’algebre :

Soit (f,g) € B(X,K)?

Alors Va € X, |f(2)g(2)| = |£(@)]lg(x)] < Noo(F)Noo(g)

Dot Noo(fg) < Noo(f) N (9)

Théoreme :
Soit (A, N) une K-algebre normée, u et v deux suites de A.

Si u admet une limite a € A et v une limite b € A, alors (u,vy,)nen converge, de limite ab.

Démonstration :
U, — a et v, —— b, donc u et v sont bornées, disons par M > 0.
n—0o0 n—0o0
Par ailleurs, pour € > 0, il existe ng € N tel que
N(up, —a) < 55
Vn = no, " M De plus, N(a) < M et N(b) < M.

N(v, —b) < 557

Donc, pour n = nyg :

N(upv, — ab) < N(upv, — upb) + N(u,b — ab)
N

< N(un)N(vn = b) + N(up —a)N(b) (3.4)
€ €
SM—+M-—<
on Vo <S¢
D’ou la convergence et la limite.
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIEINS NORMEEMENTS SUR LES NORMES

Sous-espaces, produits cartésiens

Proposition, définition :
Soit F' un sous-espace vectoriel d'un evn (E, N). Alors la restriction V| est une norme sur F, appelée

norme induite sur F'.

Théoréme :
Soit (E,N) un evn, F' un espace vectoriel, et j: F — FE une application linéaire injective. Alors

Noj: F'— R est une norme sur F.

Démonstration :
1. Ve e F,(Noj)(z) =N(j(z)) =0
2. Soit x € F, supposons que (N o j)(z) = 0.
Alors N(j(x)) =0, donc j(x) =0, donc z = 0.
3. Ve e FVAeK, (N oj)(Az) = N(Aj(z)) = [AIN(j(x)) = |A(N o j)(z)

4. ¥(z,y) € F?, (N oj)(z+y) = N((z) +j(y) < (Noj)(z)+ (Noj)(y)
Définition :

Soient (E,N) et (F, N') deux evn.

Alors Ni: ExF — R et Np: ExF — R sont deux normes

(z.y) — N(z)+N'(y) (z,y) — max(N(z),N'(y))
sur ¥ x F. On les appelle normes produits.

Normes euclidiennes

Rappel :
On appelle produit scalaire sur un R-ev E toute application ¢: F x E — R bilinéaire, symétrique et
définie—positive.

Définition :

Soit E un C-ev. On appelle produit scalaire sur E toute application ¢: E x E — C sesquilinéaire

(« linéaire 1 fois et demi »), hermitienne et définie-positive, c’est-a-dire :

(1) V(z,y,2) € B ¥(\ 1) € C,p(, Ay + pz) = Ap(2,y) + pep(, 2)
o(A\r + py, 2) = Mo(z, 2) + fip(y, z) (semi-linéaire & gauche)
(2) Y(z,) € E?, p(z,y) = ¢(y,z) (hermitienne)
(3) Ve e E,p(z,x) =0
(4) Vee E,p(z,2) =0 = =0
Remarque :

a bien un sens car p(z,z) = ¢(z,x) € R.

Définition :

On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) tout K-ev muni d’un produit scalaire (sur K = R

ou C)
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I. COMPLEMENTS SUR LESHWPRFHRIS 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

Proposition (Cauchy—Schwarz) :

Si ¢ est un produit scalaire sur le K-ev E, alors :

V(z,y) € B2 o(z, y)|* < oz, 2)0(y,y) (3.5)

Démonstration :

Voir cours sur les espaces préhilbertiens.

Théoréme :

Si ¢ est un produit scalaire sur le K-ev E, alors N: E — R est une norme sur F, appelée
zr — o(z, x)
norme euclidienne associée a .

Démonstration :

1. Ve e E,N(z) >0

2. Vxe E,N(z)=0 = z=0

3. VA e K,Vx e E, oAz, \x) = A\p(\z, ) = Mp(z, 2) = |A20(z, 1)
Donc N(Az) = |A\|N(z)

4. pour (z,y) € E*, ona: p(z+y,z +y) = ¢(z,z) + 2Re(p(z,y)) + ¢(y, y)

D’apres la proposition de Cauchy—Schwarz, on a alors :

o +y,r+y) <@, z)+2¢/p(@,2)0(Y,y) + ¢(y,9) (3.6)

C'est-a-dire N(z +y)? < N(x)?2 4+ 2N (y)N(z) + N(y)? = (N(z) + N(y))?
D’ott N(z +y) < N(z) + N(y).

Exemples
e E=CP, p: ExE — C
(x,y) — zp:fiyi
i=1
e E=[*C), p: ExE — C

+
(u,v) — Zﬂnvn

n=0

e E=M,(R), ¢p: ExE — R
(A,B) +—> Tr(tAB)

Comparaison des normes

Probleme Soit E un espace vectoriel muni de deux normes Ny, No. On a donc deux espaces vectoriels
normés (E, N1) et (E, Na).
A quelle condition une suite de E qui converge dans (E, N) converge t’elle dans (E, N) et récipro-

quement ?
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIEINS NORMEEMENTS SUR LES NORMES

Théoréme :
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite convergente dans (F, N7) soit convergente dans
(E, N3) est qu’il existe k > 0 tel que No < kNj.

On dit alors que Ny est plus fine que N, et on note N; < Ns.

Démonstration :

e Condition suffisante :

Soit k > 0 tel que Ny < kN7 et (uy)nen une suite de E telle que u B leFE.
s4V1
Montrons qu’alors u — .
(E,N2)
Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que n > ny = Ni(u, —1) <}

Done, pour n = ng, Na(u, —1) < kNy(u, —1) <e
e Condition nécessaire :
Supposons que non(3k > 0, Ny < kNy)
Alors, pour tout n € N, il existe z,, € E tel que Na(zy,) > 3"Ny(zy) (et z,, # 0)

Posons alors y, = ﬁxn

Alors la suite (yn,)neny converge dans (E, N7) car :

Vn e N, Ny (yn) = %Nﬂxn) - Nj(;n) Nzg(:"n) _ (z) (3.7)

Et elle ne converge pas dans (F, Na) :
2’ﬂ

Na(yn) = mNz(ﬂcn) =2" (3.8)

Donc Na(yp) — +0, et (yn)nen nest pas bornée, don non convergente.
L’ensemble des normes sur F est « presque » ordonné par la relation < (relation de préordre), c’est-
a-dire qu’elle est :
e Réflexive N < N
e Transitive Ny < Nz = N; < N3

N2<N3

On définit la relation d’équivalence des normes par :

N1~N2(=)N1<NgetN2<N1 (39)
— 3k, k') € (R*)2, kN, < Ny < K'N; '

Deux normes équivalentes définissent les mémes notions de convergence de suites.
Exemple :
e FE =TR? normes Ni, Na, No. On a Ny ~ No ~ Ng..
En effet :
2
o Ni(z,y)* = (2] + yl)” = 2 + 2J[lyl + y* < 2 + (2® + %) +¢?
Donc Ni(z,y) < vV2+/22 +y2 = /2Ny (z,y), c’est-a-dire Ny < Ny
2 2
o Na(z,y) = /2% +9? < \/Sup(lxl, lyl)™ + sup (2], [y])” < Neo(2,9)
Donc Ny, < Ny

MP Mathématiques 5
Suites et fonctions



II. COMPLEMENTS SUR LAHPOHORBGIETIFMENGEIRES ESPACES VECTORIELS NORMES

o Ny (x,y) = sup (|z], [y|) < |z| + |y| = Ni(z,y)
Donc N1 < Ny,

o Ainsi, N1 < Ny < Ny < Ny, d’ou ’équivalence des trois normes.

e F =C([a,b],R) muni de Ny, N3, No,

Ona:
Ni(f) < (b—a)No(f) (3.10)
Na(f) < Vb —aNx(f) (3.11)
Ni(f) = @(L,|f]) < N2(1)No(f) < Vb — aNa(f) (3.12)

Donc Ny, < Ny < Ny
Mais ces normes ne sont pas équivalentes :

On pose, pour n€ N, f,:[a,b] — R

- z—a\"
b—a

Alors :
b b t—a n 1 b—a
Ni(fn) =J Ifn(t)|dt:L (ba) dt:fo u"(b—a)du = o (3.13)
1 —_
Na(fn) \/J fa(t)?dt = \/( )J z%dt:\/% (3.14)
Neo(fn) = [Suglfnl =1 (3.15)

Supposons que Ny < Ng,. Alors il existe k > 0 tel que Vf € E, Noo(f) < kNa(f), c’est-a-dire pour

N ()
F#0 55 <k

Or, Vn e N, ]]\\7700((]{)) ngjl — +00. On a donc une contradiction

De méme, N1 € Ny et N7 € Ny,

IT Compléments sur la topologie élémentaire

Distance, espace métrique

Définition :
Soit A un ensemble quelconque.

On appelle distance sur A toute application d: A x A — R telle que :

(1) Y(z,y) € A%, d(z,y) =0

(2) Y(z,y) € A% d(z,y) =0 —= z=y

(3) V(z,y) € A% d(z,y) = d(y, )

(4) V(z,y,2) € A3, d(z, 2) < d(z,y) + d(y, )

On appelle espace métrique le couple (A, d), ou d est une distance sur A.

Exemples
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPA CICAVMHEFONESS NRRWASOPOLOGIE ELEMENTAIRE

1. Soit A une partie d’un espace vectoriel E.

Alors d: AxA — R est une distance sur A.
(x,y) — |z -y

2. | Distance induite : Soit (X, d) un espace métrique, et A une partie de X. Alors dj4x 4 est une distance

sur A.

3. Soit A un ensemble.
Alors d: AxA — R est une distance sur A.
0 siz=y

(z,y) —
1 sinon

4. A = N muni de la distance induite par la valeur absolue d(n,p) = |n — p| est un espace métrique.
5. A = R = R U {—o©,+0}. On définit d(x,y) = |th(y) — th(z)|, ot on a posé th(+o) = 1 et
th(—o0) = —1. Alors d est une distance sur R.

Rappel :
Si (A,d) est un espace métrique, on définit naturellement les notions de boule ouverte, fermée, sphere,

voisinage d’un point, d’ouvert, de fermé, d’intérieur, d’adhérence...

Vocabulaire :
Soit (A, d) un espace métrique, B une partie de A et a € A un point adhérent & B.
On appelle voisinage de a dans B toute partie V de B qui contient I'intersection avec B d’une

boule ouverte de centre a :

VeVp(A) < Ir>0,BnBa,r)cV (3.16)

Remarque :
Ici, on n’a pas nécessairement a € V', mais les axiomes des voisinages restent vérifiés.

En particulier, V # ¢J car a est adhérent a B.

Vocabulaire :
On dit qu’une propriété P est vraie « au voisinage de a » lorsqu’il existe un voisinage V' de a tel que

P est vraie sur V.

Exemple :
Soit V' < R. On dit que V est un voisinage de +o0 (dans R vu comme partie de R) lorsqu’il existe M € R
tel que |M, +oo[c V.

Applications lipschitziennes

Définition :

Soit f: A — Bou (A,da) et (B,dp) sont des espaces métriques. On dit que f est lipschitzienne lorsqu’il

existe k > 0 tel que Y(x,y) € A%, dp(f(x), f(y)) < kda(x,y)
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II. COMPLEMENTS SUR LAHPOHORBGIETIFMENGEIRES ESPACES VECTORIELS NORMES

Théoréme :

La composée d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.

Démonstration :
Soient f: A — B k-lipschitzienne, et g: B — C' k'-lipschitzienne.
Alors ¥(z,y) € A%, dc(go f(z), g0 f(y)) < Kdp(f(2). f(y)) < k'kda(z,y)

Exemples

e Soit f: I — R de classe C' ot1 I est un intervalle de R.
Alors f est lipschitzienne si et seulement si |f/| est bornée.

e Soit (E,N) un evn. Alors N est 1-lipschitzienne : |[N(z) — N(y)| < N(x —y)
De méme, dans (4, d), d est 1-lipschitzienne. |d(z,y) — d(y, 2)| < d(z,y) (& y fixé)

e Soit F un K-ev, deux normes N1, Ny sur E. Alors :
Ny < Ny < Idg: (F,N;1) — (E, Ny) est lipschitzienne.
Démonstration :
Si N7 < No, il existe k > 0 tel que Ny < kNj.
Donc V(z,y) € E?, No(Id(z) — Id(y)) < kN1 (Id(z) — Id(y)) < kN1 (z —y)
Réciproquement, si Idg: (E, N1) — (E, Na) est lipschitzienne, alors il existe k > 0 tel que V(x,y) €
E? No(Id(z) — 1d(y)) < kNi(z — y), et donc Vo € E, Na(z) < kNy(x) (avec y = 0), c’est-a-dire
N1 < NQ.

Propriétés algébriques des limites

On fixe dans toute la suite £ un evn, A une partie de E, a un point adhérent & A, et F' un evn.

Rappel Soient f: A — F, be F. On dit que f admet b pour limite en a lorsque :

YV € Vip(b),3U € Vu(a), f(U) = V (3.17)

Geénéralisation de la notion de limite

Définition :

Si A est une partie non majorée de R, on dit que f — b lorsque :
YV e Vp(b),3U € Vy(4o0), f(U)c V (3.18)

Idem pour —co.
On définit de méme f — +oo
a

Enfin, si A = E, et pour un point b de F, on dit que f ———— b lorsque :

[l =00

VVeVp(),IM =20,YVee E ||z > M = f(z)cV (3.19)

Ou encore : Ve > 0,3IM > 0,Vz € E,|z|| > M = |f(z) —b| <e

MP Mathématiques 8
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPA CICAVMHEFONESS NRRWASOPOLOGIE ELEMENTAIRE

Définition :

On suppose que a ¢ A. Soit f: A — F une application. On dit que f est prolongeable par continuité

en a s'il existe une application f: A U {a} — F continue en a et telle que f|A =f.

Théoréme :
f: A — F est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet une limite en a, auquel cas

ce prolongement f est unique, et f(a) = lim, ., f(z).

Démonstration :

— soit f un prolongement par continuité de f en a.
Posons b = f(a), et soit V € Vg (b)
Comme f est continue en a, il existe U € Va4 (a) tel que f(U) € V
Mais U\ {a} est un voisinage de a dans A, et f(U\{a}) = f(U\{a}) =V
Donc YV € Vp(b),3U € V4(a), f(U) < V.

Donc f 7(—)» b. Ainsi, f(a) = lim,_4 f(2)
A(a

<« Sif—obalors f:Au{a} — F est continue en a (méme raisonnement que
a

flx) siz+#a
T —>

b siz=a

précédemment), et coincide avec f sur A.

Théoréme :

Soit f: A — F. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) f a une limite en a.

(2) Pour toute suite u de A qui converge vers a, (f(un))nen converge dans F'.

Démonstration :
() = d2) daea vu

((2)) = ((1)) supposons ([(2)), montrons que la limite de (f(un))neny ne dépend pas du choix de u.
Soient u, v € AN telles que u — a et v — a.
+00 +o0

Notons b = lim,—, 4o f(un) €t ¢ =limy, 1o f(vn).

e Wap = Un .
On définit alors w,, = . Alors clairement w — a.
+0
Won+1 = Un

Donc (f(wn))nen converge dans F.

En particulier, f(want1) — f(w2n) T 0 clest-a-dire f(vn) — f(un) g

Donc lim,,—, 1o f(vp) = limy,— 400 f(un)

Ainsi, pour tout v € AY tel que v — a, on a f(v,) b. Donc f — 0.
n a

— 400

Donc f a une limite en a.
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II. COMPLEMENTS SUR LAHPOHORBGIETIFMENGEIRES ESPACES VECTORIELS NORMES

Théoréme (Propriétés opératoires classiques) :
e Soient f:A—>Fetg:A—»Ftelsquef:»letgjm.
Soient (A, ) € K2. Alors Af + pg — Al + pum
e Soient f: A—> Feta: A— K.
Sif;»letaTA, alorsaf;»)\l.
e Soient f: A— Bet g: A— B ou B est une K-algebre normée.

Sif—letg— m,alors fg — Im.

Démonstration :
Par caractérisation séquentielle des limites : (pour le 26™®point)
Supposons que f - let - A
Soit u € AN qui converge vers a.
Alors f(u) — let a(u) — A
Donc a(u) f(u) o Al

Comme c’est valable pour toute suite de A qui converge vers a, on a bien af — Al.
a

Théoréme :
Soient B < F, et f: A — F telle que f(A) c B.
Soit G un evn, et g: B — G.
Si f admet une limite b en a, alors b € B. Si de plus ¢ admet en b une limite ¢ € G, alors g o f

admet en a la limite c.

Démonstration :
Toujours la caractérisation séquentielle des limites.
Relations de comparaison

Définition :
Soient E un evn, u,v € EN et a € ]1@&

Prépondérance On dit que u est négligeable devant «, et on note u = o(«), lorsque :

Ve > 0,3np € N,Vn = no, |u,| < e (3.20)

Domination On dit que u est dominée par «, et on note u = O(a) lorsque :

JA > 0,3np € N,Vn > no, |u,| < Aay, (3.21)

Equivalence On dit que u et v sont équivalentes, et on note u ~ v lorsque u — v = o (||ul).

En pratique Si a, > 0 a partir d’'un certain rang, on a les équivalences :

Up= o0 (o) < e (3.22)
n—-+o0 Qp n—+0
Uy = ”_)O_s_oo(an) <= = est bornée.
MP Mathématiques 10
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPA CICAVMHEFONESS NRRWASOPOLOGIE ELEMENTAIRE

Théoréme :

Soient u € EN et a € RS’_. Alors :

1. w est négligeable devant « si et seulement si il existe ng € N et une suite (wy)n=n, de E tels que

w, — 0 et Vn = ng, u, = apw,.
n—-—+0o0

2. u est dominée par « si et seulement si il existe ng € N et une suite (wp,)n>n, bornée de E tels que

Vn = ng, Un = QpWn,

Démonstration :

Voir cours de sup

Théoréme :

La relation ~ est une relation d’équivalence.

n——+00

Démonstration (Pour la symétrie) :

Stup —vn = o (|un]), comme [[un | —fon | < fun —val, on a fun] = Jval = o (Junl)
n—-+0o0 n—-+0o0
Donc, & partir d’un certain rang, ||u,| — [vn[] < 3 [un |, soit Lllun| < |vn] < 3 un|

Donc u,, — v, = o(|v,]]), ¢’est-a-dire v ~ w.
Définition :

Soit A une partie d'un evn E, a€ A, f: A — F, g: A— F ou F est un evn, et p: A — R,. Alors :
o f= 0 (p) = Ve>0,3U € Vy(a),Vz e U,|f(z)] < ep(x)

VA(CL)
o f= VO( )((p) <= JA > 0,3U € Va(a),Vz e U, | f(2)| < Ap(x)
A(a
[ ] ~ < — = 0]
for o= f=9=_o ()

En pratique Si p(z) > 0 au voisinage de a,

¢ 1) = 0 (pla)) équivant & oL () — 0
z€EA @

° f(x) = an

TEA

(¢(x)) équivaut a ﬁf(x) est borné au voisinage de a.

Théoréme :

Avec les notations précédentes,

e f= o )((p) si et seulement si il existe un voisinage V' de A et h: V' — F de limite nulle en a tels
7

a

que Yz € V, f(z) = p(z)h(z)

o f= VO( )(ga) si et seulement si il existe V € Vy(a) et h: V — F bornée tels que Va € V| f(z) =

p()h(z)

Théoréme :

~ est une relation d’équivalence.
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Continuité globale

Rappel :
Soit A une partie d'un evn E, F'un evn et f: A — F. On dit que f est continue sur A si f est continue
en tout point de A.

Définition :

Si B est une partie de A, on dit que f est continue sur B si f|p est continue.

Attention : Ca n’équivaut pas a dire que f est continue en tout point de B.

Théoréme :

Avec les notations précédentes, on a 1’équivalence :
1. f est continue en A

2. Pour toute suite (uy)neny de A qui converge (dans A), la suite (f(un))nen converge dans F.

Démonstration :

C’est le théoreme équivalent sur la continuité en un point pour tous les points de A.

Théoréme (propriétés opératoires) :
e Toute combinaison linéaire de fonctions continues est continue.
e Sia: A—Ket f: A— F sont continues, alors af est continue.
e Sif: A— Betg: A— B ou B est une algebre normée sont continues, alors fg est continue.

e Soient f: A — F, B une partie de F contenant f(A), g: B — G ou G est un evn. Si f et g sont

continues, alors go f: A — G est continue.

Démonstration :

Conséquence du théoréeme du paragraphe précédent sur les fonctions continues en un point.

Théoréme :
Soient F', G, H des evn, ¢: F x G — H une application bilinéaire continue, f: A > Fet g: A - G

continues. Alors h: A — H est continue sur A.

. — p(f(x),9())
(Ot on a muni F' x G de la norme produit Npyg(z,y) = sup(Np(z), Ng(y)))

Démonstration :

Caractérisation séquentielle.

Continuité globale : propriétés topologiques

Rappel :
Deux applications continues qui coincident sur une partie dense sont égales.

L’image réciproque d’un ouvert (resp. fermé) par une application continue est un ouvert (resp. fermé)
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Topologie et produits cartésiens

Soient (E,Ng) et (F,Np) deux evn. On munit £ x F de la norme définie par V(z,y) € E x
F,Nrpxg(x,y) = sup(Np(z), Na(y))

Proposition :
Soient (z,y) € E x F, r > 0.
Alors Bexr((x,y),r) = Bg(x,r) x Bp(y,r).

En effet :

[(@",y") = (z,9)| <7 = sup (|2" — [, |y —y]) <r
lo — a| <7 (3.23)

ly =yl <r

Théoréme :

Si O1 et Oy sont deux ouverts de E et F, alors O x Oy est un ouvert de £ x F'

Démonstration :
Soit (z,y) € O1 x Oq
Il existe alors r1 > 0 et 75 > 0 tels que B(z,r1) < O1 et B(y,r2) < Oa.

En posant r = min(ry,72), B((x,y),r) = B(z,r) x B(y,r) < O1 x Os.

Théoréme :

Si Fy et Fy sont des fermés de E et F, alors Fy x Fy est un fermé de F x F.

Démonstration :

Posons O = CgFy et Oy = CrpFs. Alors O; et Oy sont ouverts, et :
Cexrp(F1 x Fy) = (01 x F)u (E x O3), donc Cgxp(Fy x Fy) est ouvert, et F} x Fy est un fermé de
—_ —

ouvert ouvert

E x F.

Théoréme :
Si f: A — F x G est une application (o A est une partie d’'un evn E, et ou F et G sont des evn),
alors f est continue si et seulement si fi: A — F et fo: A — G sont continues, ou fi et fo sont les

applications composantes de f.

Démonstration :

Caractérisation séquentielle.
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ITT Continuité des applications linéaires et bilinéaires

Continuité des applications linéaires

Théoreme :
Soient E et F' deux evn munis des normes N et N’ (qu'on notera | ||), et f: E — F une application

linéaire. Alors f est continue sur FE si et seulement si elle I’est en 0.

Démonstration :
Le premier sens est déja évident (si une application est continue sur E, elle I’est en particulier en 0).
Supposons maintenant f continue en 0.
Soit x € E. Pour tout y € E, on a ||f(z) — f(y)| = |f(z —y)]|.
Pour tout € > 0, il existe » > 0 tel que Vz € E, |z <r = |f(2)| <e¢
Donc Vy € E, |y —z| <r = | f(z) — f(y)| < e. Donc f est continue en x.

D’otu la continuité de f sur E.

Théoreme :
Soient (E,N) et (F,N') des evn, f: E — F une application linéaire.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue
(2) f est lipschitzienne
(3) Il existe k > 0 tel que Vo € E, N'(f(z)) < kN(z).

Démonstration :
(3] = [Z] Supposons ;
Pour tout (z,y) € E?, on a alors N'(f(y) — f(z)) = N'(f(y — x)) < kN(z — y).

[2] = [d) C’est vrai méme pour une application non linéaire.

[T] = [3] Supposons . Ainsi, f est continue en 0.

Soit € > 0. Il existe r > 0 tel que Vz € E,N(z) <r = N'(f(z)) <e

Pour tout y € E\ {0}, on pose © = ~N(gy¥- On a alors N(z) =r.

Done N'(f(x)) < &. Dot N'((9) = N' (M2 f(a)) = XN (f(a))

Donc N'(f(y)) < £N(y), d’ou avec k = £ (l'inégalité est vraie aussi pour y = 0)
Application :

Comparaison des normes.

Théoréme :

Soient N7, Ny deux normes sur E. Alors :
1. N < Ny < Idg: (E,N;) — (E, N3) est continue.

2. Ny ~ Ny < Idg: (E,N;) — (E, N3) est un homéomorphisme linéaire.
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Démonstration :

On a déja vu que N3 < Ny < Idg: (E,N1) — (E, Na) est lipschitzienne.

Corollaire :
Si Ny ~ N, alors (E, N1) et (E, N2) on les mémes ouverts, les mémes fermés (la méme topologie :

voisinages, limites,...)

Démonstration :

Si Q est un ouvert de (E, Ny), alors Q = Id;' (Q) est un ouvert de (E, Ny) car Idg: (E, Ny) — (E, Ny).

Norme d’une application linéaire continue

Théoreme :
L’ensemble .Zo(E, F') des applications linéaires continues de ’evn (E, N) dans (F, N’) est un sous-
espace vectoriel de Z(E, F).

De plus, 'application || [|: ZLc(E,F) — R est une norme sur £¢(E, F), ap-
f —  sup N'(f(z))
N(z)<1
pelée norme subordonnée aux normes N et N'.

Démonstration :
e Déja, 0e ZLo(E,F)
e Pour tous f,g € .Zc(E, F) k et k' lipschitziennes, pour tous A, u € K2 et pour tout = € E,

Comme { TS FEL o stors 10 + )@l < (N -+ i)
9@l < ¥z
Donc Af + ug est continue
e Montrons maintenant que || || est une norme :
1. VfeZc(E F)|fll =0
2. Soit f € Zc(E, F), supposons que || f]| = 0.
Alors, pour y € E\ {0}, posons z = ﬁy
Ainsi, N'(f(x)) < ||f]l =0. Donc f(z) =0, et f(y) = 0 par linéarité.
Donc Yy € E\ {0}, f(y) =0.
De plus, f(0) =0.
Donc f =0
3. Par le calcul précédent, pour f € ZLo(E,F) :
On a, pour tout x € B(0,1), N'(\f(x)) = |\N'(f(z))
Donc en passant au sup, [[Af|| = [Alllf]l-

4. De méme, pour f,g € Zc(E,F) et pour x € B(0,1) :

N'(f(z) +g(x)) < N'(f(x)) + N'(g(2)) < [If 1l + llgll (3.24)

Dot [|f +gll < [I£1l + llgll-
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Théoreme :
Soit f € Zo(E, F), ou E et F sont deux evn.
Alors Va € E, [ ()| < [[fllll=]-

Démonstration :
Si on pose, pour @ # 0, y = 7;, on a alors ly| =1,

donc [[f(2)] = l=[1f W) < [Ifllll]

Théoréme :

Pour f € Zo(E,F) ou E et F sont deux evn, on a :

£l = sup [f(x)] = sup |f(z)| = |f ()]

(3.25)
o<1 Jal=1 sep\(0} 7]

Démonstration :
e Montrons que sup|, <y | f(2)| < supjg =1 [ f(@)]-
On a, pour x € E tel que |z| <1:

Soit & = 0, et [ f(0)] = 0 < supyy = [f(y)]
Soit x # 0 et x = |z <|1|x>
x
—_——

norme 1

Done )] = Ll |7 (i) < s 1701
—_—

<

<supjy =1 IF ()
D’ou l'inégalité en passant au sup.

e Montrons que supj,—, If(@)] < S SUPgzep\{0} Hﬂ(x\)u

On a sup = | f(2)[ = supjj=1 HJ\C\(xx\l)H’ et {re E,|z| =1} c E\ {0} d’ou I'inégalité.
@]

e Enfin, I'inégalité sup,c g\ (o)~

< |If |l résulte du théoréme précédent.

Théoréme :
Soient E, F, G desevn. Si f: E — F et g: F — G sont des applications linéaires continues, alors go f

est une application linéaire continue, et de plus ||go f] < gl fIl-

Démonstration :
Déja, go f est linéaire puisque composée d’applications linéaires, et continue car composée d’applications
continue.

Pour tout @ € B, on a (g0 f)(@)] = lg(f(2))| < llgll|£@)] < llglllI£]l]=].
Done [|g o f]| = supyep oy L < gl [1£]]-

Théoréme :
Soit E un evn. %¢(E), algébre des endomorphismes continus de E, est une algébre unitaire normée

(pour || [[)
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Démonstration :

Déja, Idg € Zo(E), et || Idg || = 1.
On a de plus les autres résultats d’apres les théorémes précédents.
Donc Zc(E) est unitaire, et || || est une norme d’algébre unitaire.
Définition :

L’espace E' = %4c(E,K) est appelé le dual topologique de E.

Attention : A priori, B’ # E*.
Exemple :

o E=C([a,b],R), norme | ||oo-

o Soit c€ [a,b], et p.: E —> R . Alors ¢, est une forme linéaire continue, et [|¢.[| = 1.

fo— flo)

En effet : Déja . est une forme linéaire.
Pour f e E, on a |¢o.(f)| = |f(c)| < No(f), donc ¢, est continue, et ||o.|| <1

De plus, il existe f € E & valeurs positives et atteignant son maximum 1 en ¢ (par exemple la

fonction constante égale a 1)
Done [@e(f)] = 1, et [lecl| = 1.
Done [liel| = 1.
o Onpose [:E — R . Alors I est une forme linéaire continue, et ||I]| =b — a.

b
;o ff(t)dt
En effet : ¢
b b
< f ]t < f Noe(f) dt < (b— a)Noo(f) (3.26)

b
1(f)| = f f(t)dt

Donc déja I est continue et ||I|| <b—a, et si on prend f = 1, on obtient |I(f)| = b— a, donc
Il =b—a.
e On munit maintenant E de la norme || |;.
o Alors I est encore continue, et ||I|| =1 :
[I(f)| < N1(f) donc I est continue, et ||I]| <1

Et |1(1)] = b—a = Ny(I) done |I]] = supy,o £

)| S
j = 1
© Mais ¢, n’est plus continue :

On va chercher une suite (f,,)nen de E\ {0} telle que % —— +00.

n——+o0

a b

on

On pose, pour n€ N, f,:[a,b]] — R
0 si [t —c|>1/2n

1—-2"t —¢| sinon
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Alors pour tout n € N, f,, est continue, et :

b C+1/2n 1
a c—1/2n

s o~ pe(fn)l n
D’ou AC) =2 p— ~+00.

Donc il n’existe pas k > 0 tel que Vf € E, |¢c(frn)| < kN1(fr), donc ¢, n’est pas continue.

Applications bilinéaires

Théoréme :
Soient E, F', G des evn, on munit F x F de la norme produit sup(Ng, Ng). (On note dans la suite
toutes les normes | | ; ce qui est & U'intérieur permet de distinguer)

Alors une application ¢: F x F — G bilinéaire est continue si et seulement si il existe k£ > 0 tel
que V€ E,Vy € F\ o(z,y)| < k|| ]y].

Dans ce cas, ¢ est lipschitzienne sur toute partie bornée de E x F.

Démonstration :
e Si @ est continue, alors elle I’'est en particulier en 0.

|z <

Soit € > 0. 1l existe alors r > 0 tel que V(z,y) € E x F = |o(z,y)| <e.

lyl

Pour (z,y) € E x F non nuls, on pose ' = mx ety = HTTHZU

N

r

Alors |2/ = [[y'| = r. Ainsi :
[z] v

r2

9
lo(z,v) = le(", 90 < Zl=llyl (3.28)

e Supposons qu'il existe k& > 0 tel que Vo € E,Vy € F, |o(x,y)| < k|z||y]-
Soit A une partie bornée de E x F, disons Ag x Ap. Soit M > 0 tel que V(z,y) € Ag X Ap, ||(z,y)] <
M (c’est-a-dire tel que B((0,0),M) < A)
Soient alors (z,y), (z',y') € Ap x Ar (ainsi, |(z,y)|| < M et ||(2/,y)]| < M)
Alors :

le(a’,y") = (@, y)| < @, y") — e, y)| + |, y) — o(z,y)]

N

le(2’,y" =)l + lp(z' — z,y)|
EM|ly" —y| + kM |z" — x|

(3.29)

N

VAN

2]€MH(£L’/, y,) - (CE, y) H

Donc ¢ est lipschitzienne sur A. Donc ¢ est lipschitzienne sur toute partie bornée de E x F'. Soit
maintenant (z,y) € E x F :

Alors ¢ est lipschitzienne sur B((z,y), 1), donc continue sur cette boule, et en particulier, comme
B((z,y),1) est un voisinage de (x,y), ¢ est continue en (z,y).

Remarque :

Le résultat se généralise a des applications p-linéaires.

MP Mathématiques 18
Suites et fonctions



CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES IV. COMPLETUDE

Exemples

1. KxE — E ouFE est un K-evn est bilinéaire continue (avec k = 1).
Nz) — Az
2. AxA — A ou A est une algebre normée est bilinéaire continue (avec k = 1)
(z,y) — wy
3. Y (E)x Lc(E) — Zc(F) est bilinéaire continue.
(9, ) — gof

IV Complétude

Espace de Banach, de Hilbert

Rappel :

Soit u une suite d’'un evn E. Elle est dite de Cauchy lorsque :
Ve > 0,Ing e N,Vn = ng, ¥p € N, |[tpyp —upn| < € (3.30)

Alors :
e Si u est de Cauchy, alors u est bornée.

e Si u est convergente, alors elle est de Cauchy, mais la réciproque est fausse!

Exemple :
Soit E = C([0, 1], R) muni de N;.
On pose, pour ne N, f,:[0,1] — R

% +2"(x — %) sinon

0 I

N[

e Alors déja Vne N, f,, € E.
e La suite (f,)nen est de Cauchy dans (E, N) :
Pour ne Net pe N, fny, et f, coincident sur [0, 2 — =+] et [ + 55, 1.
DIOR Ny (s = f) = § Uupt) = FulOldt < 577 [y (0) = fult) .
De plus, pour t € [0,1], | fr4p(t) — fr(t)] < 1. )
Donc Ni(fnip — fn) < 5.
Ainsi, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que 2% <e.
Donc pour tout n = ng et tout p € N, Ny(frip — fn) <e.
Donc (fn)nen est de Cauchy.
e Mais (fy)nen ne converge pas :
Supposons qu’elle est convergente, disons vers f € E.

Soit € > 0.
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Alors f est nulle sur [0, 1 — €. En effet :

Soit ng € N tel que 2,10%

N

€.
Alors pour n = ng, f,, est nulle sur [0, % —el.

Done Ni(f — fu) 2§27 1£(8) = fa(®)| dt = §/7° | £(8)) dt
Or, Ni(f = fn) ——>0. Donc (1272 f) dt = 0.

0
Et, comme f est continue, f|[0,%75] =0

D’olt comme c’est vrai pour tout € > 0, f\[o,é[ = 0 et par continuité f(%) =0.
Par le méme raisonnement, on montre que f), 11 = 1, d’ou f (%) =1, ce qui est impossible.
Donc (fy)nen ne converge pas (dans E)
Définition :
e Un evn E est dit complet si toute suite de Cauchy de F a une limite dans E.

e On appelle espace de Banach tout evn complet, et algebre de Banach toute algebre normée

compléte.

e On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet (pour la norme euclidienne)

Exemple :
R et C sont des evn complets.
Définition :
Si X est une partie d’'un evn E, on dit que X est complete si toute suite de Cauchy de X converge

dans X.

Théoréme :

Soit £ un evn. Toute partie compléte de E est un fermé de E.

Démonstration :
Soit X une partie complete de F, et soit a € F adhérent a X.

Alors a est limite d’une suite (z,,)nen de X. La suite converge dans E, donc elle est de Cauchy. Par
complétude de X, elle admet donc une limite [ dans X ; par unicité de la limite, a = [. Donc a € X.

Donc X est une partie fermée de FE.

Attention : La réciproque est fausse en général.

Théoréme :

Toute partie fermée d’un espace de Banach est complete.

Démonstration :
Si X est fermée dans le Banach E, soit u € X" de Cauchy.
Alors u admet une limite [ dans E, et comme X est fermée, [ € X.

Donc u converge dans X.

Exemples a connaitre

e R™ et C™ sont complets (vu plus tard)
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Théoréme :

e Soit X un ensemble, et E un espace de Banach.

Alors 'espace B(X, E) muni de la norme N, est de Banach.

Démonstration :
Soit (fn)nen une suite de Cauchy de B(X, E). Alors :
¢ (fn)nen est de Cauchy, donc bornée; soit M = 0 tel que Vn € N, Ny (fr,) < M.

De plus, pour x € X, on a :

VneN,VpeN, ”fn+p($) — fa(@)] < Noo(fn+p — fn) (3.31)

Or, pour € > 0, il existe ng € N tel que Vn = ng,Vp € N, Noo (frtp — fn) <€
On a donc Yn = ng, Vp € N, | frip(x) — frn(2)] <e.
Ainsi, (fn(z))nen est de Cauchy dans E, donc converge.
On pose alors f: X — F
z o lim fo(2)
¢ On a alors, pour tout z € X, f,(x) P f(x),
Et Vne N, | f.(2)| < No(fn) < M.
D’on, par passage a la limite, comme || | est continue, |f(z)] < M

Donc f est bornée sur X (et Noo(f) < M), donc f € B(X, E).

o Montrons que f, —— f.
n——+00
Soit € > 0. Il existe alors ng € N tel que Vn = ng,Vp € N, No (frtp — fn) < e.

Soit z € X, et n = ng. On a :

VpeN, | fnip(z) — fu(z)| < e (3.32)

Donc, par passage a la limite quand p — +oo, | f(z) — fo(2)|| < e.
Comme c’est valable pour tout z € X, on a ¥n = ng, No(f — fn) <e.
Donc (fn)nen & une limite dans B(X, F) (a savoir f)

Donc B(X, E) est de Banach.

Théoréme :

e Soit E un evn, et F un espace de Banach. Alors 2 (F, F) est un espace de Banach.

Démonstration :
Soit (fn)nen € Zo(F, F)N.
o Soit z € E. On a : ¥(n,p) € N?,| fu(x) — fo(2)| < || fn — Folllz].

Soit £ > 0. Comme (f,,)nen est de Cauchy, il existe ng € N tel que :

13

Vn = no,Vp € N, || frtp — full < (3.33)

(Ed
Ainsi, pour 13 g et p € N, [fuip() = Fal@)] < I fusp — Fulllzl < &.
Donc (fn(x))nen est de Cauchy dans F', donc converge.

On pose alors f: F — F
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o Montrons que f € Zo(E, F).
Déja f est linéaire :
Soient z,y € E et A € K; on a, pour tout n € N, f,(x + \y) = fn(z) + Afn(y).
Donc par passage a la limite f(x + Ay) = f(x) + Af(y).
De plus, f est continue :
La suite (fy)nen est de Cauchy, donc est bornée.
Soit M > 0 tel que Vne N, || fn|| < M.

Alors, pour z € E, on a :
VneN, | fu(@)] < |[fnlllz] < M]z] (3.34)

Donc par passage & la limite, | f(x)| < M||z|.
Donc f est continue.
Donc f e Z4c(E,F).
¢ Montrons enfin que f, - I
Soit € > 0.
Il existe ng € N tel que Yn = no, Vp € N, || foap — full <e.
Alors, pour & € B, ¥ > 10,9 € N, | fusp(@) — fa@)] < | fusp — fallll < el]
Donc par passage & la limite quand p — 400, Vn = no, | f(z) — fo(2)| < ||
Ainsi, si z € E\ {0}, on a Vn = no, W <e
Donc par passage au sup Vn = no, || f — full < e
Donc (fy)nen converge vers f.
Donc ¢ (E, F) est un espace de Banach.
e L’espace C([a,b],R) muni de Ny n’est pas complet (déja vu)

e Mais l'espace C([a,b],R) muni de N, est de Banach (vu plus tard)

Théoréme :

e L’espace [*(K) des suites sommables de K(= R ou C) muni de N; est complet.

Démonstration :
Soit (u(™),en une suite de Cauchy dans I*(K).
o PourneN, ona: Nj(u™)=37% u,(gn)|
Donc, pour tout k € N, \u,(g")| < Ny (u™).
Donc, de méme que pour les théorémes précédents, (uén))keN est de Cauchy dans K, donc

converge. On pose alors u: N — K

k — lim ugcn)

n=+o0
o Montrons que u € [}(K) :
(u™) pen est de Cauchy, donc bornée. Soit M > 0 tel que Vn e N, Ny (ul™) < M
Alors, pour tout n € N, 3/ % |u,(€")| <M.
Donc, pour touspe Net ne N, Y7 _ |u,(€n)| <M

Donc par passage & la limite, on a, pour tout pe N : Y7 _ |ug| < M.

Donc (ug)ken est sommable.
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o Montrons maintenant que u(") —— u.
n—-+00

Soit € > 0. Soit ng € N tel que ¥n = ng, Vp € N, Ny (u("+P) — y(™) < e
On a alors, pour ge Net n > ng :

wpe N, S luf™ ) — ufV] < Ny(u+?) —u™) <.

Donc par passage a la limite, >}/ [ux — u,g")| <e

3 AN n)\ _ "0 (n) ) NIPH n
D’ott, pour tout n = ng, Ni(u —u™) = 3770 |uk — uy | < e, cest-a-dire u(™ Py

Donc I} (K) est de Banach.

e En faisant la méme démonstration, on peut montrer que [?(K) muni de N, est de Banach.

Critere de Cauchy—Complet ; application aux séries

Théoréme :
Soient A une partie de E, F un Banach. Soit a € A et f: A — F. Les propositions suivantes sont

équivalentes :
1. f admet une limite en a.

2. f vérifie le critere de Cauchy en a, c’est-a-dire :

Ve > 0,3V € Va(a),Y(z,y) € V2, | f(z) - fly)| <e (3.35)

Démonstration :

Utiliser la caractérisation séquentielle des limites.
Remarque :
Ceci vaut aussi pour une limite en +oo (dans R) ou quand |z| — +co.
Définition :
e On appelle série de 'evn E tout couple (up,S,) de suites de E tel que Vn e N, S, = > uy, et

on note cette série D, Un.
e On dit que )}, uy, converge lorsque (Sy)nen converge.

e On dit que }; -, u, est absolument convergente lorsque Y} _ |u,| converge dans R

Théoréme :

Si E est un espace de Banach, alors toute série absolument convergente est convergente dans F.

Démonstration :

La méme que pour les séries numériques.

Théoréeme :

Soit A une algebre de Banach, et a € A. Alors la série 3} %a" est absolument convergente, et on

note exp(a) = > La".
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Démonstration :
On montre par récurrence sur n que Vn € N, |a”|| < ||a|™.
. . " n N 7’ 7z Ve
Ainsi, H‘%H = O (@), d’ou le résultat, étant donné que Ha”,

convergente (de R).

n

est le terme général d’une série

Théoreme du point fixe

Théoréme :

Soit X une partie compléte non vide de E, et f: X — X une application contractante. Alors :
1. f admet un unique point fixe dans X.

2. Toute suite de X vérifiant ¥n € N, u,+1 = f(u,) converge vers ce point fixe.

Démonstration :

Identique au cas ou X < R.

Application a la continuité uniforme

Définition :

Si (X, d) et (Y,d') sont des espaces métriques, on dit que f: X — Y est uniformément continue lorsque :
Ve > 0,3n > 0,Y(z,2') € X2, d(z,2") <n = d'(f(z), f(z')) <e (3.36)
On dit alors que 'application
wy: e max{n>0,Y(z,2') e X? d(z,2') <n = d'(f(z), f(z)) <e} (3.37)
est le module de continuité uniforme de f.

Propriété :
1. Toute application lipschitzienne est uniformément continue

2. Toute application uniformément continue est continue.

Théoréme :
Si X et Y sont des espaces métriques, A une partie dense de X et si Y est complet, alors toute
application f: A — Y uniformément continue se prolonge en f : X — Y uniformément continue de

fagon unique.

Démonstration :
e Unicité : claire car A est une partie dense, donc comme deux prolongements f et fg coincident par
définition sur A, ils coincident aussi sur X (puisqu’ils sont en particulier continus)
o Existence :
Soit 2 € X. Alors 2 € A. Montrons que f vérifie le critére de Cauchy-complet au voisinage de x :
Soit & > 0. Soit 7 > 0 tel que V(a,b) € A2, d(a,b) < 2n = d(f(a), f(b)) <e.
On pose V = B(z,n). Pour (a,b) € (An V)2, on a alors :
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d(a,b) < d(a,x) + d(z,b) < 2n. Donc d(f(a), f(b)) <e

Comme Y est complet, f admet une limite en a € X.

Posons f X — Y . Alors :
r — lim f(2)
acA

f est uniformément continue :

Soit € > 0, et soit n > 0 tel que V(a,b) € A%, d(a,b) < 3n = d(f(a), f(b)) <e.

Si (x,y) € X2 est tel que d(x,y) <, alors V = B(x,n) n A # &, donc f(z) = lima—z f(a).
De méme avec W = B(y,n) n A, f(y) = limp—,, f(b).

Maintenant, pour (a,b) € V- x W, d(a,b) < ;(G;,/z) +d(z,y) + d(y,b) < 3n.

Donc d(f(a), f(b)) < e.

Maintenant, lorsque a tend vers x, par continuité de la distance :

Vbe W,d(f(z), f(b) <e (3.38)

Dot d(f(z), f(y)) <e.
Donc f est uniformément continue.
Enfin, par définition de f , comme f est continue sur A, on a pour a € A :

f(a) = lim £(b) = f(a) (3.39)

b—a

beA

Théoreme :
Si (Ch)nen est une suite décroissante (au sens de I'inclusion) de parties complétes non vides d’un evn

dont le diametre tend vers 0, alors (), . Cr, est un singleton.

neN

(Le diameétre d d’une partie d’un espace métrique, c’est la borne supérieure des distances entre

deux points de cette partie. Ainsi, d € Ry U {40})

Démonstration :

On note, pour n € N, d,, le diametre de C,,. Ainsi, d,, T 0.
n——+0o0

e Soit (un)nen une suite telle que Vn € N, u, € C,,.
Alors (uy)nen est de Cauchy dans Cp :
Soit € > 0. Il existe alors ng € N tel que dp, < e.
Ainsi, pour n = ng et p e N, on a Upyp, Uy € Chy, donc [uy4p — uy| < dp, < e.
Donc (up,)nen est de Cauchy.
Comme Cy est complet, (u,)nen converge vers z € Cp.
Alors {2} < (),,cn Cn- En effet, soit ng € N.
Alors (un)nz>n, est une suite de Cauchy dans C,, < Cy, extraite de (uy)neny (dans Cp), donc

converge vers z. Donc x € Cy,,, car Cy,, est complet. D’ou 'inclusion, ce résultat étant valable pour

tout ng € N.

e Soit maintenant y € [ . Crn, montrons que = = y.

neN
Soit (Yn)nen qui converge vers y telle que Vn € N,y,, € C,, (on peut prendre par exemple la suite
constante égale a y)

Montrons qu’alors y, P ce qui établira le résultat par unicité de la limite.
n——+0o0
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Soit € > 0. Il existe alors ng € N tel que Vn = ng,d, <e.
Ainsi, pour n = ng, |y, — 2| < d,, < e (car yp,z € C,, < Cpy)
D’ou la convergence de (¥, )nen vers x et le résultat voulu.

On peut déduire de ce théoreme la propriété de Baire :

Théoréme (de Baire) :
Soit X une partie complete d’un evn. Alors toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans X

est dense dans X.

Démonstration :
Soit & € X. Soit (U;);er une famille dénombrable d’ouverts denses dans X ; on peut alors supposer que
I=N.

Soit € > 0.

On construit une suite (B(xy, 7, ))nen par récurrence :

e Comme U; est dense dans X, B(z,e) n Uy # &.
Comme B(x,e) nUj est de plus ouvert, il existe 7§ > 0 et 21 € X tels que B(x1,7)) < B(z,) nUj.
Ainsi, en posant r; = min(r},/2), on a toujours B(xy,7r1) < B(z,¢) N Uj.

e Soit n e N.
Supposons construits n éléments zq,...x, de X et n réels rq1,...r, strictement positifs tels que
Vie [1,n], B(xi,7) € B(xi—1,7-1) nU; # & et 7; < £/2¢ (ot on a posé 19 = €, 9 = ). Comme
Un+1 est dense dans X, on a B(xy,7,) N Upy1 # .
Comme de plus B(x;,, ) "\Up1 est ouvert, il existe r], . ; > 0 et 2,41 € X tels que B(zp41,7,,1) ©
B(2n, ) N Upy1 # . Ainsi, on a bien en posant 7,41 = min(r},;,£/2"!) la construction au
rang n + 1.
La suite ainsi construite (B(x,,7,))nen est donc une suite décroissante de fermés dont le diametre
tend vers 0. Comme ces fermés sont des parties de X complet, c’est donc une suite décroissante de

parties compleétes dont le diameétre tend vers 0. intersection (1) _y B(2y,7,) est donc un singleton,

neN
disons {2 }.

Or, par construction, on a xo € B(x,¢) (car B(wz,e) = B(zo,70) < B(z0,70)), et Yn e N,z € U,
(car B(Zy,m) < Up)

Ainsi, zo, € B(z,e) N[ ),,en Un

Donc B(z,e) N (,en Un # &

Donc comme c’est valable pour tous x € X,e > 0, (), .n Un est bien dense dans X.

neN

V Compacité

Définition séquentielle

Définition :
On dit qu’une partie X d’un evn est compacte lorsque toute suite de X admet au moins une valeur

d’adhérence dans X.
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Remarque :
Si toute suite de X admet une valeur d’adhérence dans I’evn E, on dit que X est relativement compacte.

(On a ainsi équivalence : X est relativement compacte <= X est compacte)

Théoréme :

1. Toute partie compacte est compléte (et en particulier fermée)

2. Toute partie compacte est bornée.

Démonstration :

1. Soit X une partie compacte de E, et (uy)nen une suite de Cauchy de X.
Alors (un)neny admet une valeur d’adhérence I. Montrons que u +—> l.
[oe]
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que Yn = ng,p € N, [[tp4p — un| < /2.

Il existe de plus n = ng tel que |u, — || < &/2, d’on, pour tout ¢ = n :
lug =1 < Jlug — un| + un =1 < e (3.40)

2. Montrons la contraposée :
Supposons X non bornée.
Alors, pour tout n € N, il existe z,, € X tel que |z, | = n.
Montrons que la suite (z,)ren ainsi formée n’a pas de valeur d’adhérence.
Soit le X.Ona:VneN, |z, —I| = |z.|| — I]| =n— ||
Ainsi, poure =1letng = I +2: Vp = no, |z, = =no— [l =2>¢
Donc [ n’est pas une valeur d’adhérence de (z,)nen-

Donc X n’est pas compacte.

Théoréme :
1. Toute partie fermée d’un compact est compacte

2. Tout produit cartésien de compacts est compact

Démonstration :

1. Soit F' une partie fermée de X compact.
Pour toute suite (2,)neny € F, on a (2, )ney € XN,
Il existe donc ¢: N — N strictement croissante telle que (,(,))nen converge vers [ € X. Or,
Vn € N, z,(,) € F. Donc, comme F est fermé, [ € F. Donc (2, )nen admet une valeur d’adhérence
dans F' (& savoir ). Comme c’est valable pour toute suite (x,)eny € ™, F est bien compact.

2. Soit X une partie compacte d'un evn E, Y une partie compacte d’un evn F'.
Montrons que X x Y est une partie compacte de E x F' (pour la norme produit usuelle).
Soit ((Zn, Yn))nen € (X x V)N,
Comme X est compact, (2, )nen admet une sous suite (2, (n))nen convergente dans X ; comme Y est
compact, (Y, (n))nen admet une sous suite (Yo, (y(n)))nen convergente dans Y. Ainsi, ((Zpop(n)» Ypoy(n)) ) neN
converge. Donc X x Y est compact.

Par récurrence, on obtient le résultat pour tout produit cartésien fini.
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Exemples : Compacts de R, C, R, C"

Théoréme :

Les parties compactes de R ou C sont exactement les parties fermées bornées.

Démonstration :
Le premier sens résulte du sous paragraphe précédent.
Pour l'autre : d’apres le théoréeme de Bolzano—Weierstrass, tout segment est compact, et tout partie

fermée bornée est une partie fermée d’un segment donc compacte. On adapte pour C.

Théoreme :
On munit R” et C™ de la norme || ||o. Alors les parties compactes de R™ et C™ sont exactement les

parties fermées bornées.

En effet : Le premier sens résulte toujours du sous paragraphe précédent. Soit X une partie fermée

bornée de K. Il existe alors M > 0 tel que X < B(0, M)
e SiK=R,onaB¢(O,M)=[-M,M]"
e SiK=C,onaBf(O,M)={z€C,|z| < M}"

Dans les deux cas, By (O, M) est compacte car produit cartésien de compacts. Donc X est compact.

Compacité et continuité

Théoréeme :

L’image continue (c’est-a-dire par une fonction continue) d’un compact est un compact.

Démonstration :
Soit X une partie compacte d'un evn F, et F' un evn.
Soit f: X — F une application continue sur X, et posons Y = f(X).
Soit (yn)nen € Y.
Pour tout n € N, il existe donc z,, € X tel que f(z,) = yn.
Comme (xn)neN € XN, cette suite admet une sous suite convergente (m¢(n))n€N.
Par continuité de f, (y,(n))nen est une sous suite convergente de Y.

Donc Y est compact.

Corollaire :
Si X est un compact, et f: X — R une application continue, alors f est bornée sur X et y atteint ses

bornes.

En effet : f(X) est un compact de R, donc fermé borné; notons o = sup,.y f(x); comme f(X) est
fermé, a € f(X), donc il existe xg € X tel que f(zg) = .

De méme, il existe 21 € X tel que f(x1) = infiex f(x).
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Corollaire :
Si f: X — F est une application continue sur X compact, alors x — |f(z)| est bornée, et il existe

2o € X tel que [[f(zo)| = sup,ex | f(2)] = maxpex | f(2)].

Théoréme (de Heine) :

Toute application continue sur un compact est uniformément continue.

Démonstration :
Contraposée :
Soit X un compact, et f: X — F non uniformément continue. Montrons que f n’est pas continue.

Comme f n’est pas uniformément continue, il existe ¢ > 0 tel que :

Vn > 0,3(z,y) € X?,d(z,y) <net d(f(z), f(y) =>e (3.41)

1

Soit e vérifiant cette propriété. Pour n = 5, il existe alors (z,,yn) € X2 tel que d(2n,yn) <

d(f (@), f(y)) = e
Comme X est compact, il existe ¢: N — N strictement croissante telle que () )nen converge dans

X. Soit [ sa limite.

1
276‘6

Comme d(y(n), Yp(n)) T 0, on a aussi Y, (n) P l.
Si f était continue en I, on aurait f(z,)) I (1) et f(Yp(n)) e f.

Donc d(f(‘rap(n))v f(ygo(n))) —oo> 0, ce qui est faux car d(f(xgo(n))a f(ytp(n))) =€

n—-+

Donc f n’est pas continue en [, donc pas continue.

Théoréme :

Soit X une partie compacte d’'un evn E, F' un espace de Banach. Alors I'espace C(X, F') muni de la

norme N, est de Banach.

Démonstration :
e Si feC(X,F), alors f est bornée, donc C(X, F') c B(X, F) et en est un sous-espace vectoriel, et
la norme Ny, induit une norme sur C(X, F)
e Montrons que C(X, F') est un fermé du Banach B(X, F') (il sera ainsi complet)

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur X, convergeant uniformément (c’est-a-dire conver-
geant au sens de N,) vers f € B(X, F). Montrons que f est uniformément continue.

Soit € > 0. D’apres le théoréeme de Heine, f, est uniformément continue pour tout n € N.

Comme f, f, il existe ng € N tel que ¥Yn = ng, | fn — f| < &/3. Par uniforme continuité de

n—+00
fno, il existe n > 0 tel que :

V(,y) € X2, |z —yl <n = [ fuo(2) = fao ()] < /3 (3.42)
D’otl, pour (z,y) € X? tel que |z —y| <7,

[£(@) = FW < 1F(@) = Fuo (@) + [ fno (¥) = Fro (@) + [ o () = F (W)

(3.43)
<3x¢g/3<e¢
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Donc f est uniformément continue, donc continue. Donc f € C(X, F'), qui est donc fermé.

Donc C(X, F) est un espace de Banach.

Attention : En général, un sous-espace vectoriel d’'un evn n’est pas fermé!

Propriété de Borel-Lebesgue

Définition :
e Soit X une partie de E. On appelle recouvrement ouvert de X toute famille (;);e; d’ouverts de
E telle que X < |J,;; Qs (C’est équivalent & la donnée d’une famille (O;);e; d’ouverts de X telle
que X =J,c; 0:)
e On dit que X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si tout recouvrement ouvert admet un sous

recouvrement fini.

Théoréme :
Soit X une partie compacte de E, et (£2;);e; un recouvrement d’ouverts de X. Alors il existe p > 0,

appelé nombre de Lebesgue, tel que Vz € X,3i € I, B(x, p) < ;.

Démonstration :

Supposons qu’il n’en existe pas.
Pour tout n € N, il existe alors z,, € X tel que Vi € I, B(x,,1/2") & Q,.
La suite (2, )nen admet une valeur d’adhérence [ (car X est compact)
Ainsi, il existe i € I tel que [ € Q; (puisque X < (J,; Qs

Mais §2; est ouvert ; il existe donc ng € N tel que B(I, 1/2"0) c Q.

On pose € = 2,,0% ; il existe alors p = ng + 1 tel que |z, — || <

Mais alors B(zp, 5 ) © B(zp, gmsr) < B(l ) < Qy

2n0+1 .
bl 2"0
On a donc trouvé i € I tel que B(xp, zip) < €, ce qui est contradictoire avec la définition de z,,. D’olt

Iexistence de p.

Théoréme :

Si X est compact, alors il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue

Démonstration :
Par I’absurde :
Soit X compact, supposons que X posséde un recouvrement d’ouverts (€;);e; mais n’admette pas
de sous recouvrement fini.
On pose p > 0 un nombre de Lebesgue de ce recouvrement.
Pour J c I fini, on a alors X ¢ | J,c; Q.
e Prenons J = . 1l existe alors g € X\ = X.
Soit alors ig € I tel que B(xg, p) < O,
e Prenons J = {ip}. On a X ¢ Q;,. Donc il existe 21 € X\,
Soit i; € I tel que B(x1,p) < 4,
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e On construit par récurrence les suites (2, )nen € XN et (in)neN € IV telles que :

VneN,z, ¢ U Q; (3.44)

1€{i0,41,-.tn—1}

VneN, Bz, p) <, (3.45)

e Pour tous p, n tels que p > n, on a x, ¢ Q;, et B(xy,,p) < Q;,
Donc ||z, — z,| = p.

Soit alors ¢: N — N une extractrice.

Alors Vn € N, |2 ,(41) — Ty(m)| = p > 0. Donc (2,(,) )neny n'est pas de Cauchy, donc ne converge

pas.

Donc (z,,)nen n’admet pas de valeur d’adhérence.
e Donc X n’est pas compacte, ce qui est contradictoire avec les hypotheses.

(Remarque : on ne pouvait pas raisonner avec la contraposée car on utilise dans le raisonnement le fait

que X est compact — avec le nombre de Lebesgue)

Théoréme :

Réciproquement, si X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, alors X est compact.

Démonstration :
Par la contraposée :
Supposons X non compact.

Il existe alors (2, )neny € X N qui n’admet pas de valeur d’adhérence, c’est-a-dire :
Vae X,3¢, >0,In, e N,VpeN,p=n, — |z, —a| > ¢, (3.46)

On pose alors, pour tout a € X, ¢, et n, vérifiant la propriété précédente.
On pose de plus Q, = B(a,e,), qui est ouvert. Ainsi, X < |J,.x B(a,eq).
Soit maintenant A une partie finie de X, posons ny = max{n,,a € A}
Pour p=ny,onaVae A, p>=n,

Donc Va € A, z, ¢ B(a,e,).
Done 2, ¢ Uyen B(@.0) = Uyes
Donc X & (J,c4 Qa, et ceci est valable pour toute partie finie A de X.

Donc X n’admet pas de sous recouvrement fini, donc X ne vérifie pas la propriété de Borel-Lebesgue.

Corollaire :
Soit X une partie d’'un evn E. On a ’équivalence :
(1) X est une partie compacte

(2) Pour toute famille (F});er de fermés de X telle que (,o; F; = &, il existe J < I fini tel que
mieJ b=

Démonstration :

Supposons , et soit (O;)ier un recouvrement de X par des ouverts de X.
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Posons, pour i € I, F; = X\O;. Ainsi, (F;);er est une famille de fermés de X.
Alors, comme X = |J,.; Oi, ona (., F; = .

Il existe donc J < I fini tel que (,o; Fi = &, c’est-a-dire X = J,.,; O;

Donc X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, donc est compact.

Pour montrer = [2], on fait pareil.

Applications

Théoréme :
Si (Cp)nen est une suite décroissante (au sens de I'inclusion) de compacts non vides, alors (), .y Cn # &

(généralisation du théoréme des segments emboités)

Démonstration :

Si (Cy)nen est une suite décroissante de compacts telle que (), Cn = &, alors (C)pen est une famille
de parties fermées du compact Cy telle que (),,.y Cn = &. Donc il existe J < N fini tel que (), ; Cn = .
Ch=Cp=d.

En posant p = max J, on obtient (), _;

Théoreme :
Soit (an)nen une suite convergente d’'un evn E; de limite .

Alors K = {a,,n € N} U {l} est un compact de E.

Démonstration :
Montrons que K vérifie la propriété de Borel-Lebesgue :
Soit (£2;)ier un recouvrement d’ouverts de K.
Il existe alors j € I tel que [ € ;.
Alors Q; est un voisinage de [, et ay, T I, donc il existe ng € N tel que Vn = ng, a, € §1;.
Pour n < ny, il existe i, € I tel que a,, € Q.
Posons alors J = {j} U {in,n € [0,n¢ — 1]}, fini.
Ainsi, K < ;o Q.

Donc K vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, donc est compact.

VI Cas de la dimension finie

Equivalence des normes

Théoréme :
Soit p € N.

Toutes les normes sur KP sont équivalentes.

Démonstration :

Supposons p = 1. Soit N une norme sur KP, montrons que N ~ N.
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e Montrons que N: K” — R est lipschitzienne pour Ny :
Soit & = (x1,22,...xp) € K.

On note (e, ez,...€,) la base canonique de KP : ainsi, z = > 7_| @;e;.

Donc N(z) < Y7, |@i|N(e;) Z N(e;)

=
Ainsi, pour (z,y) € (KP)2, on a |[N(z) — N(y)| < N(z — y) < kN (z —v)
Donc N: (KP, Ny) — (R, | |) est k-lipschitzienne donc continue.

e Soit Sop = {x € KP, Ny (x) = 1}, qui est fermée et bornée pour Ny, donc compacte.
N est continue sur Sy, elle y est donc bornée et atteint ses bornes; il existe donc zg € S, tel que
N(zg) = a = infieg, N(t) et yo € So tel que N(yo) = f = sup;eg, N(t).

Ainsi, Ny (zg) =1, donc xg # 0 et @ = N(xp) > 0.

Done, pour = € Sy, a < N(z) < S.

Pour tout z € K\ {0}, on a ainsi a < N (Nv m)) <p
Soit Vo € KP',aNy () < N(z) < BNy(x), donc N ~ Ny,.

Corollaire :

Si E est un K-ev de dimension finie p, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration :
Soit (eq, ez, ...ep) une base de E, on se donne un isomorphisme ¢: K? — E.
Si N est une norme sur F, elle induit une norme N’ = N o ¢ sur KP, équivalente & Nos.

~lgur E.

D’autre part, Ny, induit une norme N/, = Ny 0 ¢
Comme N’ ~ Ny, il est clair qu’alors N ~ N/,.
Les notions d’ouvert, fermé, compact, continuité...sont donc indépendantes de la norme choisie en

dimension finie.

Continuité des applications linéaires

Théoréme :

Si E est un evn de dimension finie, et F' un evn, alors %o (E, F) = Z(E, F).

Démonstration :
On peut supposer que E = KP, ramené & sa base canonique (e1, es, .. .ep) et muni de la norme Ny,. Soit
feZ(EF).

. _\"P .
Pour z € E, disons ¢ = )/, z;e;, on a :

If(@)] < Z |zl f(en)]| < Z [ f(ei (3.47)

=1

Ainsi, f est continue, et || f|| < X5_; |1/ (e)]-
Donc Z(E,F) c 4c(E, F), d’ou I’égalité, Pautre inclusion étant vraie en général.
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Théoréme :
Soient E1, Fs, ... E, des evn de dimension finie, F' un evn.

Soit ¢: F4 X Ey x --- x E, — F n-linéaire. Alors ¢ est continue.

Démonstration (pour n = 2) :
On peut toujours supposer que F; = KP muni de sa base canonique (e1, ez, ...€,) et E; = K? muni de
sa base canonique (f1, fo, ... fq).

Soit (z,y) € By x Ey, disons @ = Y. _; Tk, Y = 2oy Yk [i-

Alors |p(z)| < ZE‘EZ |lzilly; |l e(zi y;) | < KNoo(2)Noo(y) = K Noo(, y)

Ou K = Y 1<i<p (x4, 9;)[. Donc ¢ est continue.

1<jy<q

Exemples
1. Si E est de dimension finie, alors E' = E* (toutes les formes linéaires sont continues)
Si (e1,e2,...¢p) est une base de E, (ef,e5,...ep) est une famille de formes linéaires continues.
2. Avec E = M, ,(K) :

I j: Mpp(K — K  est continue.
A — aij

Ainsi, det: #,(K) — K est aussi continue.
A — Y e@)] Jaion
ceS, =1

Application :

GL,(K) = {A e M,(K),det(A) # 0} = det (K\ {0}).
Comme K\ {0} est un ouvert, et det est continue, G£,,(K) est un ouvert dans .4, (K).
Aussi, SC,(K) = {A e 4, (K),det(A) = 1} est fermé.

Convergence des suites, compacité, complétude

Théoréme :

Soit E un evn, de dimension finie p. Soit & = (e1, €2, ...e,) une base de E, et (2, )nen une suite de E,

avec Vn e N,z,, = >F_, e,
Alors (2, )nen converge si, et seulement si Vi € [1, p], (ng ))neN converge, auquel cas lim,,_, 1o T, =
P ; (%)
oy (limy, o0 2 ey

Démonstration :

On identifie £ & KP muni de Ny.

Théoréme :

Les parties compactes d’'un evn de dimension finie sont exactement les parties fermées bornées.
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Théoréme :

Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration :
Si (n)nen est de Cauchy, alors les suites (ng ) = ef(zn))nen sont de Cauchy, donc convergent dans K,

donc (z,)nen converge.

Corollaire :

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un evn quelconque est fermé, car complet.

Proposition :
Soit F' un sous-espace strict de dimension finie d'un evn F, et v € E.
Alors il existe y € F tel que d(v,y) = d(v, F).

Si de plus F' en est un sous-espace strict, il existe v € F tel que ||v| = d(v, F) = 1.

En effet : e Déja, il existe (Yn)neny € FN telle que d(v, yy,) d(v, F)

n—-+40o0
(puisque d(v, F') = infyep(d(v,y)))
Ainsi, la suite réelle (d(v, yn))nen converge, elle est donc bornée.
Soit M tel que Vn € N, d(v,y,) < M.

Alinsi, cela signifie que (Y, )nen est bornée.

On peut donc en extraire une sous suite (Y, n))nen convergente (car I’ est de dimension finie),

disons vers [ € F.
On a donc d(v, Yy n)) P d(v,1), donc d(v,l) = d(v, F), d’on lexistence.
e Si maintenant F' est un sous-espace strict : Soit x € E\F. D’apres le point précédent, il existe y € F
tel que d(z, F) = ||l — y||
Comme F est fermé, on a |z — y|| # 0.

Ainsi, si on prend v = on aura |jv| = 1.

ey
Hl’ yl”?
Soit maintenant z € F. On a |v — z| = |—% = yH z| = m |z —y— 2|z —y||
Or, y + z[z —y| € F. Donc [z —y — z|z — y|| = d(z, F) = |z — y|
Donc v —z|| =1

Comme 1 est atteint pour z = 0, on a donc d(v, F') = inf,ep v — 2| =1 = |v]

Théoréme (de Riesz) :
Soit E un evn.

Alors S(O,1) (sphére unité) est compacte si, et seulement si, F est de dimension finie.

Démonstration :
Un premier sens est déja évident.

Supposons maintenant E de dimension infinie.

MP Mathématiques 35
Suites et fonctions



VII. CONNEXITE PAR ARCSIANTHMENSIORMHIGGE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

Alors E n’est pas engendré par une famille finie.

Il existe donc une suite (z,),enx de vecteurs libres de E.

On pose alors Fy, = Vect((@r)re[1,n]), de dimension n. (Fo = {0})

D’aprés la proposition précédente, pour tout n € N*, il existe u,, € F, tel que :

[tun] =1 et d(un, Fo—1) = 1. Alors la suite ainsi définie est dans la sphére unité (S(O, 1)), et n’a pas
de valeur d’adhérence :

Pour n, m tels que n > m, on a u, € F,, < F,,_1, donc |[ty, — uy|| = d(uy, Froq) = 1.

Ainsi, pour toute sous suite (Uy(n))nen, 0N & V1 # M, [Upm) — Upn)| = 1 et donc (uy(n))nen n'est
pas de Cauchy, donc ne converge pas.

Donc S(O, 1) n’est pas compacte.

Application

R[X] n’est pas complet.
En effet : Pour n € N, on note F,, = R,[X]. Alors F,, est fermé (car de dimension finie), et on pose

O, = R[X|\F,, qui est ainsi ouvert.
Lemme :
Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel F' strict d’un evn E est dense dans F.
Démonstration :
Soit z € E. Montrons qu'il existe (7, )nen € (CrF)Y telle que z, 2
0
e Sixz e FE\F, il suffit de prendre la suite constante égale a x.

e SizekF:

Soit v € CgF'. On pose, pour n €N, z, =z + 15.

Ainsi, Vn e N, x,, € CgF (car sinon v = (n+ 1)(z, — ) € F)

Donc (2,,)nen € (CEF)N, et 7, —— =
n—+ao0

Ainsi, dans ce cas, O, est un ouvert, dense dans R[X].

Donc, si R[X] était complet, d’aprés le théoréme de Baire, [, .y Oy serait dense dans R[X].
Ol", mneN On = mneNR[X]\Fn = R[X]\UneN Fn =g

Donc R[X] n’est pas complet

VII Connexité par arcs (en dimension finie)

Connexité par arcs et convexité

Définition :
e Soit E un evn de dimension finie, x et y des points de F.
On appelle chemin (ou arc) continu d’origine x et d’extrémité y toute application continue
~v: [0,1] — E telle que v(0) =z et y(1) = y.

e Soit X une partie de E. On dit que X est connexe par arcs lorsque, pour tout (z,y) € X2, il

existe un chemin continu 7 reliant x & y et contenu dans X (c’est-a-dire tel que ([0, 1]) < X)
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Définition :
e Soient x,y € E. On appelle segment d’extrémités x et y Densemble [z,y] =

{tr+ (1 —-t)y,tel0,1]} c E

e Soit X une partie de E. On dit que X est convexe lorsque V(z,y) € X2, [z,y] ¢ X

Théoréme :

Toute partie convexe est connexe par arcs.

Démonstration :
Soit X convexe, et (z,y) € X2.

On pose v:[0,1] — FE .
t — (1-tz+ty
Alors v est continue, v(0) = z, v(1) =y et v([0,1]) = [z, 9] < X.

Donc X est connexe par arcs.

Théoréme :

Les parties connexes par arcs de R sont exactement les parties convexes, c’est-a-dire les intervalles.

Démonstration :
Soit X une partie de R connexe par arcs, (z,y) € X2.

On peut supposer z < y. Soit z € [z, y|, montrons que z € X.

Comme X est connexe par arcs, il existe un chemin continu v reliant z et y, c’est-a-dire v: [0,1] — R
continue telle v(0) =z et y(1) = y.

Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que y(¢) = z. Donc z € X.

Théoréme :

1. Un produit cartésien de parties connexes par arcs est connexe par arcs.
2. Si X et Y sont connexes par Y, et si X nY # ¢F, alors X U Y est connexe par arcs.

3. L’image continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs.

Démonstration :
e Soient E et F' des evn de dimension finie.
Soient X < FE et Y < F connexes par arcs. Montrons que X x Y < E x F est connexe par arcs.
(avec la norme produit Ngyp = max(Ng, Ng))
Soit ((z,y), (z/,y')) € (X x Y)2.
Il existe alors un chemin continu 77 : [0,1] — X reliant 2 & 2/, et un chemin ~o: [0,1] — Y reliant
yay'.
Alors ~:[0,1] — X xY est continu, et relie (x,y) & (2/,y").

to— (m(t),72(t))
Donc X x Y est connexe par arcs.

e Soient X et Y connexes par arcs tels que X n'Y # (.
Soit (z,y) € (X UY)2.
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Siz,ye X ouz,yeY ok.
Sinon, on peut supposer que x € X, y €Y.
Soit alors ze X nY.
Soit 1 un chemin continu de x a z, 72 un chemin continu de z a y.
Alors ~:[0,1] — E est définie et continue sur [0, 1]\ {1/2};
~1(2t) sit<1/2
v2(2t — 1) si

t
Et comme 71(2 x 1/2) = v1(1) = z et 42(2 x 1/2 = 1) = 2(0) = 2, 7 est aussi défini et continue en
1

1
De plus, 7(0) = , /(1) = y et 7([0,1]) = (0, 1]) U y2([0, 1)) = X VY.

Donc X uY est connexe par arcs.

t >

>1/2

e Soit X une partie de E connexe par arcs, ' de dimension finie et f: X — F continue. Montrons

que Y = f(X) est connexe par arc.

Soit (y,9') € Y2. 1l existe alors (z,2') € X2 tel que y = f(z) et i = f(2').
Soit 7: [0,1] — X un chemin continu de = & z'.

Alors v/ = f o~y est un chemin continu de y a /.

Donc Y est connexe par arcs.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme :
Si X est connexe par arcs, et si f: X — R est continue, alors f(X) est un intervalle de R.

Ou encore : si f prend sur X des valeurs positives et négatives, alors f s’annule.

Démonstration :

Résulte du cas plus général vu dans le 3°™¢ point du théoréme précédent.

Application :
Si X est une partie connexe par arcs d’un evn F, alors les seules parties de X qui sont a la fois ouvertes

et fermées sont X et 7.

On dit dans ce cas que X est connexe.

Démonstration :
Par I’absurde :
Si X posséde une partie A ¢ {X, &} & la fois ouverte et fermée, alors A est fermée non vide, et

B = X\A est fermée non vide (dans X). Posons f: X — R .
x — d(z,A) —d(z,B)
Alors f est bien définie (car A # J et B # &), et 2-lipschitzienne.

Donc f est continue.
Pour z € A, on a f(z) = —d(x, B) < 0 (car B est fermée)
Pour z € B, on a f(z) = d(z, A) > 0 (car A est fermée)

Or, X = A U B, donc f ne s’annule pas sur X, ce qui est impossible.
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