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Chapitre 3 : Topologie des espaces
vectoriels normés

I Compléments sur les normes

Rappel :
Si E est un evn, alors N : E Ñ R est une norme lorsque :

1. @x P E,N(x) ě 0

2. @x P E,N(x) = 0 ùñ x = 0

3. @x P E,@λ P K, N(λx) = |λ|N(x)

4. @(x, y) P E2, N(x+ y) ď N(x) +N(y)

Exemple :
Soit (E,N) un evn, et X un ensemble. On note B(X,E) l’ensemble des applications bornées de X dans
E :

B(X,E) =
␣

f P EX , DM ě 0,@x P X, }f(x)} ď M
(

(3.1)

Alors l’application N8 : B(X,E) ÝÑ R
f ÞÝÑ sup

xPX
}f(x)}

est une norme sur B(X,E).

Démonstration :
1. @f P B(X,E), N8(f) ě 0

2. @f P B(X,E), N8(f) = 0 ùñ f = 0

3. Soient f P B(X,E), λ P K :
@x P X, }λf(x)} = |λ|}f(x)} (3.2)

Donc N8(λf) = |λ|N8(f)

4. Soient f, g P B(X,E)

@x P X, }f(x) + g(x)} ď }f(x)} + }g(x)} ď sup
xPX

}f(x)} + sup
xPX

}g(x)} ď N8(f) +N8(g) (3.3)

Donc N8(f + g) ď N8(f) +N8(g).

A) Norme d’algèbre

Définition :
Soit (A,+,ˆ, ¨) une K-algèbre. On appelle norme d’algèbre sur A toute norme N sur le K-ev A qui
vérifie de plus :

5. @(x, y) P A2, N(x ˆ y) ď N(x)N(y)

On dit alors que (A,N) est une algèbre normée.
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I. COMPLÉMENTS SUR LES NORMESCHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Rappel :
On appelle K-algèbre tout K-ev (A,+, ¨) muni de plus d’une loi de composition interne ˆ vérifiant :

‚ ˆ est distributive sur +

‚ ˆ est associative

‚ @(x, y) P A2,@λ P K, λ ¨ (xy) = (λ ¨ x) ˆ y = x ˆ (λ ¨ y)

On dit que A est unitaire lorsqu’il existe une unité e, élément neutre pour ˆ :

@x P A, e ˆ x = x ˆ e = x.

Exemple :
‚ Mn(K) est une K-algèbre unitaire (d’unité In)

‚ Si E est un K-ev, (L (E),+, ˝) est une K-algèbre unitaire d’unité IdE

‚ C est une R-algèbre unitaire.

Remarque :
Si A est un algèbre unitaire non nulle, alors N(e) ě 1

En effet, on a alors e ‰ 0, et N(e) ď N(e) ˆ N(e) donc 1 ď N(e).
Définition :
On appelle norme d’algèbre unitaire sur A toute norme d’algèbre N qui vérifie de plus N(e) = 1.

Exemple :
Soit X un ensemble, et B(X,K) l’algèbre des fonctions bornées de X dans K (pour la multiplication
usuelle). Alors N8 est une norme d’algèbre :

Soit (f, g) P B(X,K)2

Alors @x P X, |f(x)g(x)| = |f(x)||g(x)| ď N8(f)N8(g)

D’où N8(fg) ď N8(f)N8(g)

Théorème :
Soit (A,N) une K-algèbre normée, u et v deux suites de A.

Si u admet une limite a P A et v une limite b P A, alors (unvn)nPN converge, de limite ab.

Démonstration :
un ÝÝÝÑ

nÑ8
a et vn ÝÝÝÑ

nÑ8
b, donc u et v sont bornées, disons par M ą 0.

Par ailleurs, pour ε ą 0, il existe n0 P N tel que

@n ě n0,

$

’

&

’

%

N(un ´ a) ď ε
2M

N(vn ´ b) ď ε
2M

. De plus, N(a) ď M et N(b) ď M .

Donc, pour n ě n0 :

N(unvn ´ ab) ď N(unvn ´ unb) +N(unb ´ ab)

ď N(un)N(vn ´ b) +N(un ´ a)N(b)

ď M
ε

2M
+M

ε

2M
ď ε

(3.4)

D’où la convergence et la limite.
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSI. COMPLÉMENTS SUR LES NORMES

B) Sous-espaces, produits cartésiens

Proposition, définition :
Soit F un sous-espace vectoriel d’un evn (E,N). Alors la restriction N|F est une norme sur F , appelée
norme induite sur F .

Théorème :
Soit (E,N) un evn, F un espace vectoriel, et j : F Ñ E une application linéaire injective. Alors
N ˝ j : F Ñ R est une norme sur F .

Démonstration :
1. @x P F, (N ˝ j)(x) = N(j(x)) ě 0

2. Soit x P F , supposons que (N ˝ j)(x) = 0.

Alors N(j(x)) = 0, donc j(x) = 0, donc x = 0.

3. @x P F,@λ P K, (N ˝ j)(λx) = N(λj(x)) = |λ|N(j(x)) = |λ|(N ˝ j)(x)

4. @(x, y) P F 2, (N ˝ j)(x+ y) = N(j(x) + j(y)) ď (N ˝ j)(x) + (N ˝ j)(y)

Définition :
Soient (E,N) et (F,N 1) deux evn.
Alors N1 : E ˆ F ÝÑ R

(x, y) ÞÝÑ N(x) +N 1(y)
et N8 : E ˆ F ÝÑ R

(x, y) ÞÝÑ max(N(x), N 1(y))
sont deux normes

sur E ˆ F . On les appelle normes produits.

C) Normes euclidiennes

Rappel :
On appelle produit scalaire sur un R-ev E toute application φ : E ˆ E Ñ R bilinéaire, symétrique et
définie–positive.

Définition :
Soit E un C-ev. On appelle produit scalaire sur E toute application φ : E ˆ E Ñ C sesquilinéaire
(« linéaire 1 fois et demi »), hermitienne et définie–positive, c’est-à-dire :

(1) @(x, y, z) P E3,@(λ, µ) P C, φ(x, λy + µz) = λφ(x, y) + µφ(x, z)

φ(λx+ µy, z) = λ̄φ(x, z) + µ̄φ(y, z) (semi–linéaire à gauche)

(2) @(x, y) P E2, φ(x, y) = φ(y, x) (hermitienne)

(3) @x P E,φ(x, x) ě 0

(4) @x P E,φ(x, x) = 0 ùñ x = 0

Remarque :
(3) a bien un sens car φ(x, x) = φ(x, x) P R.

Définition :
On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) tout K-ev muni d’un produit scalaire (sur K = R

ou C)
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I. COMPLÉMENTS SUR LES NORMESCHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Proposition (Cauchy–Schwarz) :
Si φ est un produit scalaire sur le K-ev E, alors :

@(x, y) P E2, |φ(x, y)|2 ď φ(x, x)φ(y, y) (3.5)

Démonstration :
Voir cours sur les espaces préhilbertiens.

Théorème :
Si φ est un produit scalaire sur le K-ev E, alors N : E ÝÑ R

x ÞÝÑ
a

φ(x, x)

est une norme sur E, appelée

norme euclidienne associée à φ.

Démonstration :
1. @x P E,N(x) ě 0

2. @x P E,N(x) = 0 ùñ x = 0

3. @λ P K,@x P E,φ(λx, λx) = λφ(λx, x) = λλ̄φ(x, x) = |λ|2φ(x, x)

Donc N(λx) = |λ|N(x)

4. pour (x, y) P E2, on a : φ(x+ y, x+ y) = φ(x, x) + 2Re(φ(x, y)) + φ(y, y)

D’après la proposition de Cauchy–Schwarz, on a alors :

φ(x+ y, x+ y) ď φ(x, x) + 2
a

φ(x, x)φ(y, y) + φ(y, y) (3.6)

C’est-à-dire N(x+ y)2 ď N(x)2 + 2N(y)N(x) +N(y)2 = (N(x) +N(y))2

D’où N(x+ y) ď N(x) +N(y).

Exemples

‚ E = Cp, φ : E ˆ E ÝÑ C

(x, y) ÞÝÑ

p
ÿ

i=1

x̄iyi

‚ E = l2(C), φ : E ˆ E ÝÑ C

(u, v) ÞÝÑ

+8
ÿ

n=0

ūnvn

‚ E = Mn(R), φ : E ˆ E ÝÑ R
(A,B) ÞÝÑ Tr(tAB)

D) Comparaison des normes

Problème Soit E un espace vectoriel muni de deux normes N1, N2. On a donc deux espaces vectoriels
normés (E,N1) et (E,N2).

À quelle condition une suite de E qui converge dans (E,N1) converge t’elle dans (E,N2) et récipro-
quement ?
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSI. COMPLÉMENTS SUR LES NORMES

Théorème :
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite convergente dans (E,N1) soit convergente dans
(E,N2) est qu’il existe k ą 0 tel que N2 ď kN1.

On dit alors que N1 est plus fine que N2, et on note N1 ă N2.

Démonstration :
‚ Condition suffisante :

Soit k ą 0 tel que N2 ď kN1 et (un)nPN une suite de E telle que u ÝÝÝÝÑ
(E,N1)

l P E.

Montrons qu’alors u ÝÝÝÝÑ
(E,N2)

l.

Pour tout ε ą 0, il existe n0 P N tel que n ě n0 ùñ N1(un ´ l) ď ε
k

Donc, pour n ě n0, N2(un ´ l) ď kN1(un ´ l) ď ε

‚ Condition nécessaire :

Supposons que non(Dk ą 0, N2 ď kN1)

Alors, pour tout n P N, il existe xn P E tel que N2(xn) ą 3nN1(xn) (et xn ‰ 0)

Posons alors yn = 2n

N2(xn)
xn

Alors la suite (yn)nPN converge dans (E,N1) car :

@n P N, N1(yn) =
2n

N2(xn)
N1(xn) ă

2n

N2(xn)

N2(xn)

3n
=

(
2

3

)n
(3.7)

Et elle ne converge pas dans (E,N2) :

N2(yn) =
2n

N2(xn)
N2(xn) = 2n (3.8)

Donc N2(yn) Ñ +8, et (yn)nPN n’est pas bornée, don non convergente.
L’ensemble des normes sur E est « presque » ordonné par la relation ă (relation de préordre), c’est-

à-dire qu’elle est :

‚ Réflexive N ă N

‚ Transitive
N1 ă N2

N2 ă N3

,

.

-

ùñ N1 ă N3

On définit la relation d’équivalence des normes par :

N1 „ N2 ðñ N1 ă N2 et N2 ă N1

ðñ D(k, k1) P (R˚
+)

2, kN1 ď N2 ď k1N1

(3.9)

Deux normes équivalentes définissent les mêmes notions de convergence de suites.

Exemple :
‚ E = R2, normes N1, N2, N8. On a N1 „ N2 „ N8.

En effet :

˛ N1(x, y)
2 = (|x| + |y|)

2
= x2 + 2|x||y| + y2 ď x2 + (x2 + y2) + y2

Donc N1(x, y) ď
?
2
a

x2 + y2 =
?
2N2(x, y), c’est-à-dire N2 ă N1

˛ N2(x, y) =
a

x2 + y2 ď

b

sup (|x|, |y|)
2
+ sup (|x|, |y|)

2
ď N8(x, y)

Donc N8 ă N2
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II. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRECHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

˛ N8(x, y) = sup (|x|, |y|) ď |x| + |y| = N1(x, y)

Donc N1 ă N8

˛ Ainsi, N1 ă N8 ă N2 ă N1, d’où l’équivalence des trois normes.

‚ E = C([a, b],R) muni de N1, N2, N8

On a :

N1(f) ď (b ´ a)N8(f) (3.10)

N2(f) ď
?
b ´ aN8(f) (3.11)

N1(f) = φ(1, |f |) ď N2(1)N2(f) ď
?
b ´ aN2(f) (3.12)

Donc N8 ă N2 ă N1

Mais ces normes ne sont pas équivalentes :

On pose, pour n P N, fn : [a, b] ÝÑ R

x ÞÝÑ

(
x ´ a

b ´ a

)n .

Alors :

N1(fn) =

ż b

a

|fn(t)| dt =
ż b

a

(
t ´ a

b ´ a

)n
dt =

ż 1

0

un(b ´ a) du =
b ´ a

n+ 1
(3.13)

N2(fn) =

d

ż b

a

fn(t)2 dt =

d

(b ´ a)

ż 1

0

x2n dt = b ´ a
?
2n+ 1

(3.14)

N8(fn) = sup
[a,b]

|fn| = 1 (3.15)

Supposons que N2 ă N8. Alors il existe k ą 0 tel que @f P E,N8(f) ď kN2(f), c’est-à-dire pour
f ‰ 0 N8(f)

N2(f)
ď k

Or, @n P N, N8(f)
N2(f)

=
?
2n+1
b´a Ñ +8. On a donc une contradiction

De même, N1 ć N2 et N1 ć N8

II Compléments sur la topologie élémentaire

A) Distance, espace métrique

Définition :
Soit A un ensemble quelconque.
On appelle distance sur A toute application d : A ˆ A Ñ R telle que :

(1) @(x, y) P A2, d(x, y) ě 0

(2) @(x, y) P A2, d(x, y) = 0 ðñ x = y

(3) @(x, y) P A2, d(x, y) = d(y, x)

(4) @(x, y, z) P A3, d(x, z) ď d(x, y) + d(y, z)

On appelle espace métrique le couple (A, d), où d est une distance sur A.

Exemples
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSII. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRE

1. Soit A une partie d’un espace vectoriel E.

Alors d : A ˆ A ÝÑ R
(x, y) ÞÝÑ }x ´ y}

est une distance sur A.

2. Distance induite : Soit (X, d) un espace métrique, et A une partie de X. Alors d|AˆA est une distance
sur A.

3. Soit A un ensemble.

Alors d : A ˆ A ÝÑ R

(x, y) ÞÝÑ

$

’

&

’

%

0 si x = y

1 sinon

est une distance sur A.

4. A = N muni de la distance induite par la valeur absolue d(n, p) = |n ´ p| est un espace métrique.

5. A = R̄ = R Y t´8,+8u. On définit d(x, y) = | th(y) ´ th(x)|, où on a posé th(+8) = 1 et
th(´8) = ´1. Alors d est une distance sur R̄.

Rappel :
Si (A, d) est un espace métrique, on définit naturellement les notions de boule ouverte, fermée, sphère,
voisinage d’un point, d’ouvert, de fermé, d’intérieur, d’adhérence…

Vocabulaire :
Soit (A, d) un espace métrique, B une partie de A et a P A un point adhérent à B.

On appelle voisinage de a dans B toute partie V de B qui contient l’intersection avec B d’une
boule ouverte de centre a :

V P VB(A) ðñ Dr ą 0, B X B(a, r) Ă V (3.16)

Remarque :
Ici, on n’a pas nécessairement a P V , mais les axiomes des voisinages restent vérifiés.

En particulier, V ‰ H car a est adhérent à B.

Vocabulaire :
On dit qu’une propriété P est vraie « au voisinage de a » lorsqu’il existe un voisinage V de a tel que
P est vraie sur V .

Exemple :
Soit V Ă R. On dit que V est un voisinage de +8 (dans R vu comme partie de R̄) lorsqu’il existe M P R

tel que ]M,+8[Ă V .

B) Applications lipschitziennes

Définition :
Soit f : A Ñ B où (A, dA) et (B, dB) sont des espaces métriques. On dit que f est lipschitzienne lorsqu’il
existe k ą 0 tel que @(x, y) P A2, dB(f(x), f(y)) ď kdA(x, y)
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II. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRECHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Théorème :
La composée d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.

Démonstration :
Soient f : A Ñ B k-lipschitzienne, et g : B Ñ C k1-lipschitzienne.

Alors @(x, y) P A2, dC(g ˝ f(x), g ˝ f(y)) ď k1dB(f(x), f(y)) ď k1kdA(x, y)

Exemples

‚ Soit f : I Ñ R de classe C1 où I est un intervalle de R.

Alors f est lipschitzienne si et seulement si |f 1| est bornée.

‚ Soit (E,N) un evn. Alors N est 1-lipschitzienne : |N(x) ´ N(y)| ď N(x ´ y)

De même, dans (A, d), d est 1-lipschitzienne. |d(x, y) ´ d(y, z)| ď d(x, y) (à y fixé)

‚ Soit E un K-ev, deux normes N1, N2 sur E. Alors :

N1 ă N2 ðñ IdE : (E,N1) Ñ (E,N2) est lipschitzienne.
Démonstration :
Si N1 ă N2, il existe k ą 0 tel que N2 ď kN1.

Donc @(x, y) P E2, N2(Id(x) ´ Id(y)) ď kN1(Id(x) ´ Id(y)) ď kN1(x ´ y)

Réciproquement, si IdE : (E,N1) Ñ (E,N2) est lipschitzienne, alors il existe k ą 0 tel que @(x, y) P

E2, N2(Id(x) ´ Id(y)) ď kN1(x ´ y), et donc @x P E,N2(x) ď kN1(x) (avec y = 0), c’est-à-dire
N1 ă N2.

C) Propriétés algébriques des limites

On fixe dans toute la suite E un evn, A une partie de E, a un point adhérent à A, et F un evn.

Rappel Soient f : A Ñ F , b P F . On dit que f admet b pour limite en a lorsque :

@V P VF (b), DU P VA(a), f(U) Ă V (3.17)

Généralisation de la notion de limite

Définition :
Si A est une partie non majorée de R, on dit que f ÝÝÑ

+8
b lorsque :

@V P VF (b), DU P VA(+8), f(U) Ă V (3.18)

Idem pour ´8.
On définit de même f ÝÑ

a
˘8

Enfin, si A = E, et pour un point b de F , on dit que f ÝÝÝÝÝÝÑ
}x}Ñ+8

b lorsque :

@V P VF (b), DM ě 0,@x P E, }x} ě M ùñ f(x) Ă V (3.19)

Ou encore : @ε ą 0, DM ě 0,@x P E, }x} ě M ùñ }f(x) ´ b} ď ε
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSII. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRE

Définition :
On suppose que a R A. Soit f : A Ñ F une application. On dit que f est prolongeable par continuité
en a s’il existe une application f̄ : A Y tau Ñ F continue en a et telle que f̄|A = f .

Théorème :
f : A Ñ F est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet une limite en a, auquel cas
ce prolongement f̄ est unique, et f̄(a) = limxÑa f(x).

Démonstration :
ùñ soit f̄ un prolongement par continuité de f en a.

Posons b = f̄(a), et soit V P VF (b)

Comme f̄ est continue en a, il existe U P VAYtau(a) tel que f̄(U) Ă V

Mais Uz tau est un voisinage de a dans A, et f(Uz tau) = f̄(Uz tau) Ă V

Donc @V P VF (b), DU P VA(a), f(U) Ă V .

Donc f ÝÝÝÝÑ
VA(a)

b. Ainsi, f̄(a) = limxÑa f(x)

ðù Si f ÝÑ
a

b, alors f̄ : A Y tau ÝÑ F

x ÞÝÑ

$

’

&

’

%

f(x) si x ‰ a

b si x = a

est continue en a (même raisonnement que

précédemment), et coïncide avec f sur A.

Théorème :
Soit f : A Ñ F . Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) f a une limite en a.

(2) Pour toute suite u de A qui converge vers a, (f(un))nPN converge dans F .

Démonstration :
((1)) ùñ ((2)) déjà vu.

((2)) ùñ ((1)) supposons ((2)), montrons que la limite de (f(un))nPN ne dépend pas du choix de u.

Soient u, v P AN telles que u ÝÝÑ
+8

a et v ÝÝÑ
+8

a.

Notons b = limnÑ+8 f(un) et c = limnÑ+8 f(vn).

On définit alors wn =

$

’

&

’

%

w2n = un

w2n+1 = vn

. Alors clairement w ÝÝÑ
+8

a.

Donc (f(wn))nPN converge dans F .

En particulier, f(w2n+1) ´ f(w2n) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0, c’est-à-dire f(vn) ´ f(un) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0

Donc limnÑ+8 f(vn) = limnÑ+8 f(un)

Ainsi, pour tout v P AN tel que v Ñ a, on a f(vn) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

b. Donc f ÝÑ
a

b.

Donc f a une limite en a.
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II. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRECHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Théorème (Propriétés opératoires classiques) :
‚ Soient f : A Ñ F et g : A Ñ F tels que f ÝÑ

a
l et g ÝÑ

a
m.

Soient (λ, µ) P K2. Alors λf + µg ÝÑ
a

λl + µm

‚ Soient f : A Ñ F et α : A Ñ K.

Si f ÝÑ
a

l et α ÝÑ
a

λ, alors αf ÝÑ
a

λl.

‚ Soient f : A Ñ B et g : A Ñ B où B est une K-algèbre normée.

Si f ÝÑ
a

l et g ÝÑ
a

m, alors fg ÝÑ
a

lm.

Démonstration :
Par caractérisation séquentielle des limites : (pour le 2èmepoint)

Supposons que f ÝÑ
a

l et α ÝÑ
a

λ.
Soit u P AN qui converge vers a.
Alors f(u) ÝÝÑ

+8
l et α(u) ÝÝÑ

+8
λ

Donc α(u)f(u) ÝÝÑ
+8

λl.
Comme c’est valable pour toute suite de A qui converge vers a, on a bien αf ÝÑ

a
λl.

Théorème :
Soient B Ă F , et f : A Ñ F telle que f(A) Ă B.

Soit G un evn, et g : B Ñ G.
Si f admet une limite b en a, alors b P B̄. Si de plus g admet en b une limite c P G, alors g ˝ f

admet en a la limite c.

Démonstration :
Toujours la caractérisation séquentielle des limites.

D) Relations de comparaison

Définition :
Soient E un evn, u, v P EN et α P RN

+

Prépondérance On dit que u est négligeable devant α, et on note u = o(α), lorsque :

@ε ą 0, Dn0 P N,@n ě n0, }un} ď εαn (3.20)

Domination On dit que u est dominée par α, et on note u = O(α) lorsque :

DA ą 0, Dn0 P N,@n ě n0, }un} ď Aαn (3.21)

Équivalence On dit que u et v sont équivalentes, et on note u „ v lorsque u ´ v = o (}u}).

En pratique Si αn ą 0 à partir d’un certain rang, on a les équivalences :

un = o
nÑ+8

(αn) ðñ
un
αn

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0 (3.22)

un = O
nÑ+8

(αn) ðñ un

αn
est bornée.
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSII. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRE

Théorème :
Soient u P EN et α P RN

+. Alors :

1. u est négligeable devant α si et seulement si il existe n0 P N et une suite (wn)něn0
de E tels que

wn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0 et @n ě n0, un = αnwn.

2. u est dominée par α si et seulement si il existe n0 P N et une suite (wn)něn0
bornée de E tels que

@n ě n0, un = αnwn

Démonstration :
Voir cours de sup

Théorème :
La relation „

nÑ+8
est une relation d’équivalence.

Démonstration (Pour la symétrie) :
Si un ´ vn = o

nÑ+8
(}un}), comme |}un} ´ }vn}| ď }un ´ vn}, on a }un} ´ }vn} = o

nÑ+8
(}un})

Donc, à partir d’un certain rang, |}un} ´ }vn}| ď 1
2}un}, soit 1

2}un} ď }vn} ď 3
2}un}

Donc un ´ vn = o(}vn}), c’est-à-dire v „ u.
Définition :
Soit A une partie d’un evn E, a P Ā, f : A Ñ F , g : A Ñ F où F est un evn, et φ : A Ñ R+. Alors :

‚ f = o
VA(a)

(φ) ðñ @ε ą 0, DU P VA(a),@x P U, }f(x)} ď εφ(x)

‚ f = O
VA(a)

(φ) ðñ DA ą 0, DU P VA(a),@x P U, }f(x)} ď Aφ(x)

‚ f „
Va(a)

g ðñ f ´ g = o
Va(a)

(}f})

En pratique Si φ(x) ą 0 au voisinage de a,

‚ f(x) = o
xÑa
xPA

(φ(x)) équivaut à 1
φ(x)f(x) ÝÑ

a
0

‚ f(x) = O
xÑa
xPA

(φ(x)) équivaut à 1
φ(x)f(x) est borné au voisinage de a.

Théorème :
Avec les notations précédentes,

‚ f = o
Va(a)

(φ) si et seulement si il existe un voisinage V de A et h : V Ñ F de limite nulle en a tels

que @x P V, f(x) = φ(x)h(x)

‚ f = O
Va(a)

(φ) si et seulement si il existe V P VA(a) et h : V Ñ F bornée tels que @x P V, f(x) =

φ(x)h(x)

Théorème :
„ est une relation d’équivalence.
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II. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRECHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

E) Continuité globale

Rappel :
Soit A une partie d’un evn E, F un evn et f : A Ñ F . On dit que f est continue sur A si f est continue
en tout point de A.

Définition :
Si B est une partie de A, on dit que f est continue sur B si f|B est continue.

Attention : Ça n’équivaut pas à dire que f est continue en tout point de B.

Théorème :
Avec les notations précédentes, on a l’équivalence :

1. f est continue en A

2. Pour toute suite (un)nPN de A qui converge (dans A), la suite (f(un))nPN converge dans F .

Démonstration :
C’est le théorème équivalent sur la continuité en un point pour tous les points de A.

Théorème (propriétés opératoires) :
‚ Toute combinaison linéaire de fonctions continues est continue.

‚ Si α : A Ñ K et f : A Ñ F sont continues, alors αf est continue.

‚ Si f : A Ñ B et g : A Ñ B où B est une algèbre normée sont continues, alors fg est continue.

‚ Soient f : A Ñ F , B une partie de F contenant f(A), g : B Ñ G où G est un evn. Si f et g sont
continues, alors g ˝ f : A Ñ G est continue.

Démonstration :
Conséquence du théorème du paragraphe précédent sur les fonctions continues en un point.

Théorème :
Soient F , G, H des evn, φ : F ˆ G Ñ H une application bilinéaire continue, f : A Ñ F et g : A Ñ G

continues. Alors h : A ÝÑ H
x ÞÝÑ φ(f(x), g(x))

est continue sur A.

(Où on a muni F ˆ G de la norme produit NFˆG(x, y) = sup(NF (x), NG(y)))

Démonstration :
Caractérisation séquentielle.

F) Continuité globale : propriétés topologiques

Rappel :
Deux applications continues qui coïncident sur une partie dense sont égales.

L’image réciproque d’un ouvert (resp. fermé) par une application continue est un ouvert (resp. fermé)
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSII. COMPLÉMENTS SUR LA TOPOLOGIE ÉLÉMENTAIRE

G) Topologie et produits cartésiens

Soient (E,NE) et (F,NF ) deux evn. On munit E ˆ F de la norme définie par @(x, y) P E ˆ

F,NFˆG(x, y) = sup(NF (x), NG(y))

Proposition :
Soient (x, y) P E ˆ F , r ą 0.

Alors BEˆF ((x, y), r) = BE(x, r) ˆ BF (y, r).

En effet :

}(x1, y1) ´ (x, y)} ă r ðñ sup
(
}x1 ´ x}, }y1 ´ y}

)
ă r

ðñ

$

’

&

’

%

}x1 ´ x} ă r

}y1 ´ y} ă r

(3.23)

Théorème :
Si O1 et O2 sont deux ouverts de E et F , alors O1 ˆ O2 est un ouvert de E ˆ F

Démonstration :
Soit (x, y) P O1 ˆ O2

Il existe alors r1 ą 0 et r2 ą 0 tels que B(x, r1) Ă O1 et B(y, r2) Ă O2.

En posant r = min(r1, r2), B((x, y), r) = B(x, r) ˆ B(y, r) Ă O1 ˆ O2.

Théorème :
Si F1 et F2 sont des fermés de E et F , alors F1 ˆ F2 est un fermé de E ˆ F .

Démonstration :
Posons O1 = CEF1 et O2 = CFF2. Alors O1 et O2 sont ouverts, et :

CEˆF (F1 ˆF2) = (O1 ˆ F )
loooomoooon

ouvert

Y (E ˆ O2)
loooomoooon

ouvert

, donc CEˆF (F1 ˆF2) est ouvert, et F1 ˆF2 est un fermé de

E ˆ F .

Théorème :
Si f : A Ñ F ˆ G est une application (où A est une partie d’un evn E, et où F et G sont des evn),
alors f est continue si et seulement si f1 : A Ñ F et f2 : A Ñ G sont continues, où f1 et f2 sont les
applications composantes de f .

Démonstration :
Caractérisation séquentielle.
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III. CONTINUITÉ DES APPLICATIONS LINÉAIRES ET BILINÉAIRESCHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

III Continuité des applications linéaires et bilinéaires

A) Continuité des applications linéaires

Théorème :
Soient E et F deux evn munis des normes N et N 1 (qu’on notera } }), et f : E Ñ F une application
linéaire. Alors f est continue sur E si et seulement si elle l’est en 0.

Démonstration :
Le premier sens est déjà évident (si une application est continue sur E, elle l’est en particulier en 0).

Supposons maintenant f continue en 0.
Soit x P E. Pour tout y P E, on a }f(x) ´ f(y)} = }f(x ´ y)}.
Pour tout ε ą 0, il existe r ą 0 tel que @z P E, }z} ă r ùñ }f(z)} ď ε

Donc @y P E, }y ´ x} ă r ùñ }f(x) ´ f(y)} ď ε. Donc f est continue en x.
D’où la continuité de f sur E.

Théorème :
Soient (E,N) et (F,N 1) des evn, f : E Ñ F une application linéaire.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue

(2) f est lipschitzienne

(3) Il existe k ą 0 tel que @x P E,N 1(f(x)) ď kN(x).

Démonstration :
(3) ùñ (2) Supposons (3) ;

Pour tout (x, y) P E2, on a alors N 1(f(y) ´ f(x)) = N 1(f(y ´ x)) ď kN(x ´ y).

(2) ùñ (1) C’est vrai même pour une application non linéaire.

(1) ùñ (3) Supposons (1). Ainsi, f est continue en 0.

Soit ε ą 0. Il existe r ą 0 tel que @x P E,N(x) ď r ùñ N 1(f(x)) ď ε

Pour tout y P Ez t0u, on pose x = r
N(y)y. On a alors N(x) = r.

Donc N 1(f(x)) ď ε. D’où N 1(f(y)) = N 1
(
N(y)
r f(x)

)
= N(y)

r N 1(f(x))

Donc N 1(f(y)) ď ε
rN(y), d’où (3) avec k = ε

r (l’inégalité est vraie aussi pour y = 0)

Application :
Comparaison des normes.

Théorème :
Soient N1, N2 deux normes sur E. Alors :

1. N1 ă N2 ðñ IdE : (E,N1) Ñ (E,N2) est continue.

2. N1 „ N2 ðñ IdE : (E,N1) Ñ (E,N2) est un homéomorphisme linéaire.
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSIII. CONTINUITÉ DES APPLICATIONS LINÉAIRES ET BILINÉAIRES

Démonstration :
On a déjà vu que N1 ă N2 ðñ IdE : (E,N1) Ñ (E,N2) est lipschitzienne.

Corollaire :
Si N1 „ N2, alors (E,N1) et (E,N2) on les mêmes ouverts, les mêmes fermés (la même topologie :
voisinages, limites,…)

Démonstration :
Si Ω est un ouvert de (E,N1), alors Ω = Id´1

E (Ω) est un ouvert de (E,N2) car IdE : (E,N2) Ñ (E,N1).

B) Norme d’une application linéaire continue

Théorème :
L’ensemble LC(E,F ) des applications linéaires continues de l’evn (E,N) dans (F,N 1) est un sous-
espace vectoriel de L (E,F ).

De plus, l’application ~ ~ : LC(E,F ) ÝÑ R
f ÞÝÑ sup

N(x)ď1

N 1(f(x))
est une norme sur LC(E,F ), ap-

pelée norme subordonnée aux normes N et N 1.

Démonstration :
‚ Déjà, 0 P LC(E,F )

‚ Pour tous f, g P LC(E,F ) k et k1 lipschitziennes, pour tous λ, µ P K2 et pour tout x P E,

Comme

$

’

&

’

%

}f(x)} ď k}x}

}g(x)} ď k1}x}

, on a alors }(λf + µg)(x)} ď (|λ|k + |µ|k1)}x}.

Donc λf + µg est continue

‚ Montrons maintenant que ~ ~ est une norme :

1. @f P LC(E,F ),~f~ ě 0

2. Soit f P LC(E,F ), supposons que ~f~ = 0.

Alors, pour y P Ez t0u, posons x = 1
N(y)y.

Ainsi, N 1(f(x)) ď ~f~ = 0. Donc f(x) = 0, et f(y) = 0 par linéarité.

Donc @y P Ez t0u , f(y) = 0.

De plus, f(0) = 0.

Donc f = 0

3. Par le calcul précédent, pour f P LC(E,F ) :

On a, pour tout x P B̄(0, 1), N 1(λf(x)) = |λ|N 1(f(x))

Donc en passant au sup, ~λf~ = |λ|~f~.

4. De même, pour f, g P LC(E,F ) et pour x P B̄(0, 1) :

N 1(f(x) + g(x)) ď N 1(f(x)) +N 1(g(x)) ď ~f~ + ~g~ (3.24)

D’où ~f + g~ ď ~f~ + ~g~.

MP Mathématiques
Suites et fonctions

15



III. CONTINUITÉ DES APPLICATIONS LINÉAIRES ET BILINÉAIRESCHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Théorème :
Soit f P LC(E,F ), où E et F sont deux evn.

Alors @x P E, }f(x)} ď ~f~}x}.

Démonstration :
Si on pose, pour x ‰ 0, y = x

}x}
, on a alors }y} = 1,

donc }f(x)} = }x}}f(y)} ď ~f~}x}

Théorème :
Pour f P LC(E,F ) où E et F sont deux evn, on a :

~f~ = sup
}x}ď1

}f(x)} = sup
}x}=1

}f(x)} = sup
xPEzt0u

}f(x)}

}x}
(3.25)

Démonstration :
‚ Montrons que sup}x}ď1 }f(x)} ď sup}x}=1 }f(x)}.

On a, pour x P E tel que }x} ď 1 :

Soit x = 0, et }f(0)} = 0 ď sup}y}=1 }f(y)}

Soit x ‰ 0 et x = }x}

(
1

}x}
x

)
looomooon

norme 1

Donc }f(x)} = }x}
loomoon

ď1

›

›

›

›

f

(
1

}x}
x

)›
›

›

›

loooooomoooooon

ďsup}y}=1 }f(y)}

ď sup}y}=1 }f(y)}

D’où l’inégalité en passant au sup.

‚ Montrons que sup}x}=1 }f(x)} ď supxPEzt0u
}f(x)}

}x}

On a sup}x}=1 }f(x)} = sup}x}=1
}f(x)}

}x}
, et tx P E, }x} = 1u Ă Ez t0u d’où l’inégalité.

‚ Enfin, l’inégalité supxPEzt0u
}f(x)}

}x}
ď ~f~ résulte du théorème précédent.

Théorème :
Soient E, F , G des evn. Si f : E Ñ F et g : F Ñ G sont des applications linéaires continues, alors g ˝ f

est une application linéaire continue, et de plus ~g ˝ f~ ď ~g~~f~.

Démonstration :
Déjà, g ˝f est linéaire puisque composée d’applications linéaires, et continue car composée d’applications
continue.

Pour tout x P E, on a }(g ˝ f)(x)} = }g(f(x))} ď ~g~}f(x)} ď ~g~~f~}x}.
Donc ~g ˝ f~ = supxPEzt0u

}(g˝f)(x)}

}x}
ď ~g~~f~.

Théorème :
Soit E un evn. LC(E), algèbre des endomorphismes continus de E, est une algèbre unitaire normée
(pour ~ ~)
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉSIII. CONTINUITÉ DES APPLICATIONS LINÉAIRES ET BILINÉAIRES

Démonstration :
Déjà, IdE P LC(E), et ~ IdE ~ = 1.

On a de plus les autres résultats d’après les théorèmes précédents.
Donc LC(E) est unitaire, et ~ ~ est une norme d’algèbre unitaire.
Définition :
L’espace E1 = LC(E,K) est appelé le dual topologique de E.

Attention : A priori, E1 ‰ E˚.

Exemple :
‚ E = C([a, b],R), norme } }8.

˛ Soit c P [a, b], et φc : E ÝÑ R
f ÞÝÑ f(c)

. Alors φc est une forme linéaire continue, et ~φc~ = 1.

En effet : Déjà φc est une forme linéaire.

Pour f P E, on a |φc(f)| = |f(c)| ď N8(f), donc φc est continue, et ~φc~ ď 1

De plus, il existe f P E à valeurs positives et atteignant son maximum 1 en c (par exemple la
fonction constante égale à 1)

Donc |φc(f)| = 1, et ~φc~ ě 1.

Donc ~φc~ = 1.

˛ On pose I : E ÝÑ R

f ÞÝÑ

ż b

a

f(t) dt

. Alors I est une forme linéaire continue, et ~I~ = b ´ a.

En effet :

|I(f)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f(t) dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|f(t)| dt ď

ż b

a

N8(f) dt ď (b ´ a)N8(f) (3.26)

Donc déjà I est continue et ~I~ ď b´ a, et si on prend f = 1, on obtient |I(f)| = b´ a, donc
~I~ = b ´ a.

‚ On munit maintenant E de la norme } }1.

˛ Alors I est encore continue, et ~I~ = 1 :

|I(f)| ď N1(f) donc I est continue, et ~I~ ď 1

Et |I(1̃)| = b ´ a = N1(1̃) donc ~I~ = supf‰0
|I(f)|

N1(f)
ě 1

˛ Mais φc n’est plus continue :

On va chercher une suite (fn)nPN de Ez t0u telle que |φc(fn)|

N1(fn)
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

+8.

a

c

1

a b
1
2n

On pose, pour n P N, fn : [a, b] ÝÑ R

t ÞÝÑ

$

’

&

’

%

0 si |t ´ c| ě 1/2n

1 ´ 2n|t ´ c| sinon

.

MP Mathématiques
Suites et fonctions

17



III. CONTINUITÉ DES APPLICATIONS LINÉAIRES ET BILINÉAIRESCHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Alors pour tout n P N, fn est continue, et :

N1(fn) =

ż b

a

|fn(t)| dt ď

ż c+1/2n

c´1/2n
1 ´ 2n|t ´ c| dt ď

1

2n
(3.27)

D’où |φc(fn)|

N1(fn)
ě 2n ÝÝÝÝÝÑ

nÑ+8
+8.

Donc il n’existe pas k ą 0 tel que @f P E, |φc(fn)| ď kN1(fn), donc φc n’est pas continue.

C) Applications bilinéaires

Théorème :
Soient E, F , G des evn, on munit E ˆ F de la norme produit sup(NE , NF ). (On note dans la suite
toutes les normes } } ; ce qui est à l’intérieur permet de distinguer)

Alors une application φ : E ˆ F Ñ G bilinéaire est continue si et seulement si il existe k ą 0 tel
que @x P E,@y P F, }φ(x, y)} ď k}x}}y}.

Dans ce cas, φ est lipschitzienne sur toute partie bornée de E ˆ F .

Démonstration :
‚ Si φ est continue, alors elle l’est en particulier en 0.

Soit ε ą 0. Il existe alors r ą 0 tel que @(x, y) P E ˆ F,
}x} ď r

}y} ď r

,

.

-

ùñ }φ(x, y)} ď ε.

Pour (x, y) P E ˆ F non nuls, on pose x1 = r
}x}

x et y1 = r
}y}

y.

Alors }x1} = }y1} = r. Ainsi :

}φ(x, y)} =
}x}}y}

r2
}φ(x1, y1)} ď

ε

r2
}x}}y} (3.28)

‚ Supposons qu’il existe k ą 0 tel que @x P E,@y P F, }φ(x, y)} ď k}x}}y}.

Soit A une partie bornée de EˆF , disons AEˆAF . Soit M ą 0 tel que @(x, y) P AEˆAF , }(x, y)} ď

M (c’est-à-dire tel que Bf ((0, 0),M) Ă A)

Soient alors (x, y), (x1, y1) P AE ˆ AF (ainsi, }(x, y)} ď M et }(x1, y1)} ď M)

Alors :

}φ(x1, y1) ´ φ(x, y)} ď }φ(x1, y1) ´ φ(x1, y)} + }φ(x1, y) ´ φ(x, y)}

ď }φ(x1, y1 ´ y)} + }φ(x1 ´ x, y)}

ď kM}y1 ´ y} + kM}x1 ´ x}

ď 2kM}(x1, y1) ´ (x, y)}

(3.29)

Donc φ est lipschitzienne sur A. Donc φ est lipschitzienne sur toute partie bornée de E ˆ F . Soit
maintenant (x, y) P E ˆ F :

Alors φ est lipschitzienne sur B((x, y), 1), donc continue sur cette boule, et en particulier, comme
B((x, y), 1) est un voisinage de (x, y), φ est continue en (x, y).

Remarque :
Le résultat se généralise à des applications p-linéaires.
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CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMÉS IV. COMPLÉTUDE

Exemples

1. K ˆ E ÝÑ E
(λ, x) ÞÝÑ λx

où E est un K-evn est bilinéaire continue (avec k = 1).

2. A ˆ A ÝÑ A
(x, y) ÞÝÑ xy

où A est une algèbre normée est bilinéaire continue (avec k = 1)

3. LC(E) ˆ LC(E) ÝÑ LC(E)
(g, f) ÞÝÑ g ˝ f

est bilinéaire continue.

IV Complétude

A) Espace de Banach, de Hilbert

Rappel :
Soit u une suite d’un evn E. Elle est dite de Cauchy lorsque :

@ε ą 0, Dn0 P N,@n ě n0,@p P N, }un+p ´ un} ď ε (3.30)

Alors :

‚ Si u est de Cauchy, alors u est bornée.

‚ Si u est convergente, alors elle est de Cauchy, mais la réciproque est fausse !
Exemple :
Soit E = C([0, 1],R) muni de N1.

On pose, pour n P N, fn : [0, 1] ÝÑ R

x ÞÝÑ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 si x ě 1
2 + 1

2n+1

0 si x ď 1
2 ´ 1

2n+1

1
2 + 2n(x ´ 1

2 ) sinon

:

a

1
2

1

0 1

‚ Alors déjà @n P N, fn P E.

‚ La suite (fn)nPN est de Cauchy dans (E,N1) :

Pour n P N et p P N, fn+p et fn coïncident sur [0, 1
2 ´ 1

2n+1 ] et [ 12 + 1
2n+1 , 1].

D’où N1(fn+p ´ fn) =
ş1

0
|fn+p(t) ´ fn(t)|dt ď

ş

1
2+

1

2n+1

1
2 ´ 1

2n+1
|fn+p(t) ´ fn(t)| dt.

De plus, pour t P [0, 1], |fn+p(t) ´ fn(t)| ď 1.

Donc N1(fn+p ´ fn) ď 1
2n .

Ainsi, pour tout ε ą 0, il existe n0 P N tel que 1
2n0

ď ε.

Donc pour tout n ě n0 et tout p P N, N1(fn+p ´ fn) ď ε.

Donc (fn)nPN est de Cauchy.

‚ Mais (fn)nPN ne converge pas :

Supposons qu’elle est convergente, disons vers f P E.

Soit ε ą 0.
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Alors f est nulle sur [0, 1
2 ´ ε]. En effet :

Soit n0 P N tel que 1
2n0+1 ď ε.

Alors pour n ě n0, fn est nulle sur [0, 1
2 ´ ε].

Donc N1(f ´ fn) ě
ş1/2´ε

0
|f(t) ´ fn(t)| dt =

ş1/2´ε

0
|f(t)| dt

Or, N1(f ´ fn) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0. Donc
ş1/2´ε

0
|f(t)| dt = 0.

Et, comme f est continue, f|[0, 12 ´ε] = 0

D’où comme c’est vrai pour tout ε ą 0, f|[0, 12 [
= 0 et par continuité f( 12 ) = 0.

Par le même raisonnement, on montre que f|] 12 ,1]
= 1, d’où f( 12 ) = 1, ce qui est impossible.

Donc (fn)nPN ne converge pas (dans E)

Définition :
‚ Un evn E est dit complet si toute suite de Cauchy de E a une limite dans E.

‚ On appelle espace de Banach tout evn complet, et algèbre de Banach toute algèbre normée
complète.

‚ On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet (pour la norme euclidienne)

Exemple :
R et C sont des evn complets.

Définition :
Si X est une partie d’un evn E, on dit que X est complète si toute suite de Cauchy de X converge
dans X.

Théorème :
Soit E un evn. Toute partie complète de E est un fermé de E.

Démonstration :
Soit X une partie complète de E, et soit a P E adhérent à X.

Alors a est limite d’une suite (xn)nPN de X. La suite converge dans E, donc elle est de Cauchy. Par
complétude de X, elle admet donc une limite l dans X ; par unicité de la limite, a = l. Donc a P X.

Donc X est une partie fermée de E.

Attention : La réciproque est fausse en général.

Théorème :
Toute partie fermée d’un espace de Banach est complète.

Démonstration :
Si X est fermée dans le Banach E, soit u P XN de Cauchy.

Alors u admet une limite l dans E, et comme X est fermée, l P X.
Donc u converge dans X.

B) Exemples à connaître

‚ Rn et Cn sont complets (vu plus tard)
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‚

Théorème :
Soit X un ensemble, et E un espace de Banach.

Alors l’espace B(X,E) muni de la norme N8 est de Banach.
Démonstration :
Soit (fn)nPN une suite de Cauchy de B(X,E). Alors :

˛ (fn)nPN est de Cauchy, donc bornée ; soit M ě 0 tel que @n P N, N8(fn) ď M .

De plus, pour x P X, on a :

@n P N,@p P N, }fn+p(x) ´ fn(x)} ď N8(fn+p ´ fn) (3.31)

Or, pour ε ą 0, il existe n0 P N tel que @n ě n0,@p P N, N8(fn+p ´ fn) ď ε

On a donc @n ě n0,@p P N, }fn+p(x) ´ fn(x)} ď ε.

Ainsi, (fn(x))nPN est de Cauchy dans E, donc converge.

On pose alors f : X ÝÑ E
x ÞÝÑ lim

nÑ+8
fn(x)

.

˛ On a alors, pour tout x P X, fn(x) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

f(x),

Et @n P N, }fn(x)} ď N8(fn) ď M .

D’où, par passage à la limite, comme } } est continue, }f(x)} ď M

Donc f est bornée sur X (et N8(f) ď M), donc f P B(X,E).

˛ Montrons que fn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

f .

Soit ε ą 0. Il existe alors n0 P N tel que @n ě n0,@p P N, N8(fn+p ´ fn) ď ε.

Soit x P X, et n ě n0. On a :

@p P N, }fn+p(x) ´ fn(x)} ď ε (3.32)

Donc, par passage à la limite quand p Ñ +8, }f(x) ´ fn(x)} ď ε.

Comme c’est valable pour tout x P X, on a @n ě n0, N8(f ´ fn) ď ε.

Donc (fn)nPN a une limite dans B(X,E) (à savoir f)

Donc B(X,E) est de Banach.

‚

Théorème :
Soit E un evn, et F un espace de Banach. Alors LC(E,F ) est un espace de Banach.

Démonstration :
Soit (fn)nPN P LC(E,F )N.

˛ Soit x P E. On a : @(n, p) P N2, }fn(x) ´ fp(x)} ď ~fn ´ fp~}x}.

Soit ε ą 0. Comme (fn)nPN est de Cauchy, il existe n0 P N tel que :

@n ě n0,@p P N,~fn+p ´ fn~ ď
ε

}x}
(3.33)

Ainsi, pour n ě n0 et p P N, }fn+p(x) ´ fn(x)} ď ~fn+p ´ fn~}x} ď ε.

Donc (fn(x))nPN est de Cauchy dans F , donc converge.

On pose alors f : E ÝÑ F
x ÞÝÑ lim

nÑ+8
fn(x)

.
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˛ Montrons que f P LC(E,F ).

Déjà f est linéaire :

Soient x, y P E et λ P K ; on a, pour tout n P N, fn(x+ λy) = fn(x) + λfn(y).

Donc par passage à la limite f(x+ λy) = f(x) + λf(y).

De plus, f est continue :

La suite (fn)nPN est de Cauchy, donc est bornée.

Soit M ą 0 tel que @n P N,~fn~ ď M .

Alors, pour x P E, on a :

@n P N, }fn(x)} ď ~fn~}x} ď M}x} (3.34)

Donc par passage à la limite, }f(x)} ď M}x}.

Donc f est continue.

Donc f P LC(E,F ).

˛ Montrons enfin que fn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

f :

Soit ε ą 0.

Il existe n0 P N tel que @n ě n0,@p P N,~fn+p ´ fn~ ď ε.

Alors, pour x P E, @n ě n0,@p P N, }fn+p(x) ´ fn(x)} ď ~fn+p ´ fn~}x} ď ε}x}

Donc par passage à la limite quand p Ñ +8, @n ě n0, }f(x) ´ fn(x)} ď ε}x}

Ainsi, si x P Ez t0u, on a @n ě n0,
}f(x)´fn(x)}

}x}
ď ε

Donc par passage au sup @n ě n0,~f ´ fn~ ď ε

Donc (fn)nPN converge vers f .

Donc LC(E,F ) est un espace de Banach.

‚ L’espace C([a, b],R) muni de N1 n’est pas complet (déjà vu)

‚ Mais l’espace C([a, b],R) muni de N8 est de Banach (vu plus tard)

‚

Théorème :
L’espace l1(K) des suites sommables de K(= R ou C) muni de N1 est complet.

Démonstration :
Soit (u(n))nPN une suite de Cauchy dans l1(K).

˛ Pour n P N, on a : N1(u
(n)) =

ř+8
k=0 |u

(n)
k |.

Donc, pour tout k P N, |u
(n)
k | ď N1(u

(n)).

Donc, de même que pour les théorèmes précédents, (u
(n)
k )kPN est de Cauchy dans K, donc

converge. On pose alors u : N ÝÑ K
k ÞÝÑ lim

nÑ+8
u
(n)
k

˛ Montrons que u P l1(K) :

(u(n))nPN est de Cauchy, donc bornée. Soit M ą 0 tel que @n P N, N1(u
(n)) ď M

Alors, pour tout n P N,
ř+8
k=0 |u

(n)
k | ď M .

Donc, pour tous p P N et n P N,
řp
k=0 |u

(n)
k | ď M

Donc par passage à la limite, on a, pour tout p P N :
řp
k=0 |uk| ď M .

Donc (uk)kPN est sommable.
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˛ Montrons maintenant que u(n) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

u.

Soit ε ą 0. Soit n0 P N tel que @n ě n0,@p P N, N1(u
(n+p) ´ u(n)) ď ε.

On a alors, pour q P N et n ě n0 :

@p P N,
řq
k=0 |u

(n+p)
k ´ u

(n)
k | ď N1(u

(n+p) ´ u(n)) ď ε.

Donc par passage à la limite,
řq
k=0 |uk ´ u

(n)
k | ď ε

D’où, pour tout n ě n0, N1(u ´ u(n)) =
ř+8
k=0 |uk ´ u

(n)
k | ď ε, c’est-à-dire u(n) ÝÝÝÝÝÑ

nÑ+8
u.

Donc l1(K) est de Banach.

‚ En faisant la même démonstration, on peut montrer que l2(K) muni de N2 est de Banach.

C) Critère de Cauchy–Complet ; application aux séries

Théorème :
Soient A une partie de E, F un Banach. Soit a P Ā et f : A Ñ F . Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. f admet une limite en a.

2. f vérifie le critère de Cauchy en a, c’est-à-dire :

@ε ą 0, DV P VA(a),@(x, y) P V 2, }f(x) ´ f(y)} ď ε (3.35)

Démonstration :
Utiliser la caractérisation séquentielle des limites.

Remarque :
Ceci vaut aussi pour une limite en ˘8 (dans R) ou quand }x} Ñ +8.

Définition :
‚ On appelle série de l’evn E tout couple (un, Sn) de suites de E tel que @n P N, Sn =

řn
k=0 uk, et

on note cette série
ř

ně0 un.

‚ On dit que
ř

ně0 un converge lorsque (Sn)nPN converge.

‚ On dit que
ř

ně0 un est absolument convergente lorsque
ř

ně0 }un} converge dans R

Théorème :
Si E est un espace de Banach, alors toute série absolument convergente est convergente dans E.

Démonstration :
La même que pour les séries numériques.

Théorème :
Soit A une algèbre de Banach, et a P A. Alors la série

ř

ně0
1
n!a

n est absolument convergente, et on
note exp(a) =

ř+8
n=0

1
n!a

n.
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Démonstration :
On montre par récurrence sur n que @n P N, }an} ď }a}n.

Ainsi,
›

›

an

n!

›

› = O
nÑ+8

(
}a}n

n!

)
, d’où le résultat, étant donné que }a}n

n! est le terme général d’une série
convergente (de R).

D) Théorème du point fixe

Théorème :
Soit X une partie complète non vide de E, et f : X Ñ X une application contractante. Alors :

1. f admet un unique point fixe dans X.

2. Toute suite de X vérifiant @n P N, un+1 = f(un) converge vers ce point fixe.

Démonstration :
Identique au cas où X Ă R.

E) Application à la continuité uniforme

Définition :
Si (X, d) et (Y, d1) sont des espaces métriques, on dit que f : X Ñ Y est uniformément continue lorsque :

@ε ą 0, Dη ą 0,@(x, x1) P X2, d(x, x1) ă η ùñ d1(f(x), f(x1)) ă ε (3.36)

On dit alors que l’application

ωf : ε ÞÑ max
␣

η ą 0,@(x, x1) P X2, d(x, x1) ă η ùñ d1(f(x), f(x1)) ă ε
(

(3.37)

est le module de continuité uniforme de f .

Propriété :
1. Toute application lipschitzienne est uniformément continue

2. Toute application uniformément continue est continue.

Théorème :
Si X et Y sont des espaces métriques, A une partie dense de X et si Y est complet, alors toute
application f : A Ñ Y uniformément continue se prolonge en f̃ : X Ñ Y uniformément continue de
façon unique.

Démonstration :
‚ Unicité : claire car A est une partie dense, donc comme deux prolongements f̃ et f̃2 coïncident par

définition sur A, ils coïncident aussi sur X (puisqu’ils sont en particulier continus)

‚ Existence :

Soit x P X. Alors x P Ā. Montrons que f vérifie le critère de Cauchy–complet au voisinage de x :

Soit ε ą 0. Soit η ą 0 tel que @(a, b) P A2, d(a, b) ă 2η ùñ d(f(a), f(b)) ă ε.

On pose V = B(x, η). Pour (a, b) P (A X V )2, on a alors :
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d(a, b) ď d(a, x) + d(x, b) ă 2η. Donc d(f(a), f(b)) ă ε

Comme Y est complet, f admet une limite en a P X.

Posons f̃ : X ÝÑ Y
x ÞÝÑ lim

aÑx
aPA

f(x)
. Alors :

f̃ est uniformément continue :

Soit ε ą 0, et soit η ą 0 tel que @(a, b) P A2, d(a, b) ď 3η ùñ d(f(a), f(b)) ď ε.

Si (x, y) P X2 est tel que d(x, y) ă η, alors V = B(x, η) X A ‰ H, donc f̃(x) = limaÑx
aPV

f(a).

De même avec W = B(y, η) X A, f̃(y) = limbÑy
bPW

f(b).

Maintenant, pour (a, b) P V ˆ W , d(a, b) ď d(a, x) + d(x, y) + d(y, b) ď 3η.

Donc d(f(a), f(b)) ď ε.

Maintenant, lorsque a tend vers x, par continuité de la distance :

@b P W,d(f̃(x), f(b)) ď ε (3.38)

D’où d(f̃(x), f̃(y)) ď ε.

Donc f̃ est uniformément continue.

Enfin, par définition de f̃ , comme f est continue sur A, on a pour a P A :

f̃(a) = lim
bÑa
bPA

f(b) = f(a) (3.39)

Théorème :
Si (Cn)nPN est une suite décroissante (au sens de l’inclusion) de parties complètes non vides d’un evn
dont le diamètre tend vers 0, alors

Ş

nPN Cn est un singleton.
(Le diamètre d d’une partie d’un espace métrique, c’est la borne supérieure des distances entre

deux points de cette partie. Ainsi, d P R+ Y t+8u)

Démonstration :
On note, pour n P N, dn le diamètre de Cn. Ainsi, dn ÝÝÝÝÝÑ

nÑ+8
0.

‚ Soit (un)nPN une suite telle que @n P N, un P Cn.

Alors (un)nPN est de Cauchy dans C0 :

Soit ε ą 0. Il existe alors n0 P N tel que dn0
ď ε.

Ainsi, pour n ě n0 et p P N, on a un+p, un P Cn0
, donc }un+p ´ un} ď dn0

ď ε.

Donc (un)nPN est de Cauchy.

Comme C0 est complet, (un)nPN converge vers x P C0.

Alors txu Ă
Ş

nPN Cn. En effet, soit n0 P N.

Alors (un)něn0
est une suite de Cauchy dans Cn0

Ă C0, extraite de (un)nPN (dans C0), donc
converge vers x. Donc x P Cn0

car Cn0
est complet. D’où l’inclusion, ce résultat étant valable pour

tout n0 P N.

‚ Soit maintenant y P
Ş

nPN Cn, montrons que x = y.

Soit (yn)nPN qui converge vers y telle que @n P N, yn P Cn (on peut prendre par exemple la suite
constante égale à y)

Montrons qu’alors yn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

x, ce qui établira le résultat par unicité de la limite.
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Soit ε ą 0. Il existe alors n0 P N tel que @n ě n0, dn ď ε.

Ainsi, pour n ě n0, }yn ´ x} ď dn ď ε (car yn, x P Cn Ă Cn0)

D’où la convergence de (yn)nPN vers x et le résultat voulu.

On peut déduire de ce théorème la propriété de Baire :

Théorème (de Baire) :
Soit X une partie complète d’un evn. Alors toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans X

est dense dans X.

Démonstration :
Soit x P X. Soit (Ui)iPI une famille dénombrable d’ouverts denses dans X ; on peut alors supposer que
I = N.

Soit ε ą 0.
On construit une suite (B̄(xn, rn))nPN par récurrence :

‚ Comme U1 est dense dans X, B(x, ε) X U1 ‰ H.

Comme B(x, ε)XU1 est de plus ouvert, il existe r1
1 ą 0 et x1 P X tels que B̄(x1, r

1
1) Ă B(x, ε)XU1.

Ainsi, en posant r1 = min(r1
1, ε/2), on a toujours B̄(x1, r1) Ă B(x, ε) X U1.

‚ Soit n P N.

Supposons construits n éléments x1, . . . xn de X et n réels r1, . . . rn strictement positifs tels que
@i P J1, nK, B̄(xi, ri) Ă B(xi´1, ri´1) X Ui ‰ H et ri ď ε/2i (où on a posé r0 = ε, x0 = x). Comme
Un+1 est dense dans X, on a B(xn, rn) X Un+1 ‰ H.

Comme de plus B(xn, rn)XUn+1 est ouvert, il existe r1
n+1 ą 0 et xn+1 P X tels que B̄(xn+1, r

1
n+1) Ă

B(xn, rn) X Un+1 ‰ H. Ainsi, on a bien en posant rn+1 = min(r1
n+1, ε/2

n+1) la construction au
rang n+ 1.

La suite ainsi construite (B̄(xn, rn))nPN est donc une suite décroissante de fermés dont le diamètre
tend vers 0. Comme ces fermés sont des parties de X complet, c’est donc une suite décroissante de
parties complètes dont le diamètre tend vers 0. l’intersection

Ş

nPN B̄(xn, rn) est donc un singleton,
disons tx8u.

Or, par construction, on a x8 P B(x, ε) (car B(x, ε) = B(x0, r0) Ă B̄(x0, r0)), et @n P N, x8 P Un

(car B̄(xn, rn) Ă Un)

Ainsi, x8 P B(x, ε) X
Ş

nPN Un

Donc B(x, ε) X
Ş

nPN Un ‰ H

Donc comme c’est valable pour tous x P X, ε ą 0,
Ş

nPN Un est bien dense dans X.

V Compacité

A) Définition séquentielle

Définition :
On dit qu’une partie X d’un evn est compacte lorsque toute suite de X admet au moins une valeur
d’adhérence dans X.
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Remarque :
Si toute suite de X admet une valeur d’adhérence dans l’evn E, on dit que X est relativement compacte.

(On a ainsi l’équivalence : X est relativement compacte ðñ X̄ est compacte)

Théorème :
1. Toute partie compacte est complète (et en particulier fermée)

2. Toute partie compacte est bornée.

Démonstration :
1. Soit X une partie compacte de E, et (un)nPN une suite de Cauchy de X.

Alors (un)nPN admet une valeur d’adhérence l. Montrons que u ÝÝÑ
+8

l.

Soit ε ą 0. Il existe n0 P N tel que @n ě n0, p P N, }un+p ´ un} ď ε/2.

Il existe de plus n ě n0 tel que }un ´ l} ď ε/2, d’où, pour tout q ě n :

}uq ´ l} ď }uq ´ un} + }un ´ l} ď ε (3.40)

2. Montrons la contraposée :

Supposons X non bornée.

Alors, pour tout n P N, il existe xn P X tel que }xn} ě n.

Montrons que la suite (xn)nPN ainsi formée n’a pas de valeur d’adhérence.

Soit l P X. On a : @n P N, }xn ´ l} ě }xn} ´ }l} ě n ´ }l}

Ainsi, pour ε = 1 et n0 ě }l} + 2 : @p ě n0, }xp ´ l} ě n0 ´ }l} ě 2 ą ε

Donc l n’est pas une valeur d’adhérence de (xn)nPN.

Donc X n’est pas compacte.

Théorème :
1. Toute partie fermée d’un compact est compacte

2. Tout produit cartésien de compacts est compact

Démonstration :
1. Soit F une partie fermée de X compact.

Pour toute suite (xn)nPN P FN, on a (xn)nPN P XN.

Il existe donc φ : N Ñ N strictement croissante telle que (xφ(n))nPN converge vers l P X. Or,
@n P N, xφ(n) P F . Donc, comme F est fermé, l P F . Donc (xn)nPN admet une valeur d’adhérence
dans F (à savoir l). Comme c’est valable pour toute suite (xn)nPN P FN, F est bien compact.

2. Soit X une partie compacte d’un evn E, Y une partie compacte d’un evn F .

Montrons que X ˆ Y est une partie compacte de E ˆ F (pour la norme produit usuelle).

Soit ((xn, yn))nPN P (X ˆ Y )N.

Comme X est compact, (xn)nPN admet une sous suite (xφ(n))nPN convergente dans X ; comme Y est
compact, (yφ(n))nPN admet une sous suite (yφ(ψ(n)))nPN convergente dans Y . Ainsi, ((xφ˝ψ(n), yφ˝ψ(n)))nPN

converge. Donc X ˆ Y est compact.

Par récurrence, on obtient le résultat pour tout produit cartésien fini.
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B) Exemples : Compacts de R, C, Rn, Cn

Théorème :
Les parties compactes de R ou C sont exactement les parties fermées bornées.

Démonstration :
Le premier sens résulte du sous paragraphe précédent.

Pour l’autre : d’après le théorème de Bolzano–Weierstrass, tout segment est compact, et tout partie
fermée bornée est une partie fermée d’un segment donc compacte. On adapte pour C.

Théorème :
On munit Rn et Cn de la norme } }8. Alors les parties compactes de Rn et Cn sont exactement les
parties fermées bornées.

En effet : Le premier sens résulte toujours du sous paragraphe précédent. Soit X une partie fermée
bornée de Kn. Il existe alors M ą 0 tel que X Ă B̄(0,M)

‚ Si K = R, on a Bf (O,M) = [´M,M ]
n

‚ Si K = C, on a Bf (O,M) = tz P C, |z| ď Mu
n

Dans les deux cas, Bf (O,M) est compacte car produit cartésien de compacts. Donc X est compact.

C) Compacité et continuité

Théorème :
L’image continue (c’est-à-dire par une fonction continue) d’un compact est un compact.

Démonstration :
Soit X une partie compacte d’un evn E, et F un evn.

Soit f : X Ñ F une application continue sur X, et posons Y = f(X).
Soit (yn)nPN P Y N.
Pour tout n P N, il existe donc xn P X tel que f(xn) = yn.
Comme (xn)nPN P XN, cette suite admet une sous suite convergente (xφ(n))nPN.
Par continuité de f , (yφ(n))nPN est une sous suite convergente de Y .
Donc Y est compact.

Corollaire :
Si X est un compact, et f : X Ñ R une application continue, alors f est bornée sur X et y atteint ses
bornes.

En effet : f(X) est un compact de R, donc fermé borné ; notons α = supxPX f(x) ; comme f(X) est
fermé, α P f(X), donc il existe x0 P X tel que f(x0) = α.

De même, il existe x1 P X tel que f(x1) = infxPX f(x).
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Corollaire :
Si f : X Ñ F est une application continue sur X compact, alors x ÞÑ }f(x)} est bornée, et il existe
x0 P X tel que }f(x0)} = supxPX }f(x)} = maxxPX }f(x)}.

Théorème (de Heine) :
Toute application continue sur un compact est uniformément continue.

Démonstration :
Contraposée :

Soit X un compact, et f : X Ñ F non uniformément continue. Montrons que f n’est pas continue.
Comme f n’est pas uniformément continue, il existe ε ą 0 tel que :

@η ą 0, D(x, y) P X2, d(x, y) ă η et d(f(x), f(y)) ě ε (3.41)

Soit ε vérifiant cette propriété. Pour η = 1
2n , il existe alors (xn, yn) P X2 tel que d(xn, yn) ă 1

2n et
d(f(x), f(y)) ě ε.

Comme X est compact, il existe φ : N Ñ N strictement croissante telle que (xφ(n))nPN converge dans
X. Soit l sa limite.

Comme d(xφ(n), yφ(n)) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0, on a aussi yφ(n) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

l.
Si f était continue en l, on aurait f(xφ(n)) ÝÝÝÝÝÑ

nÑ+8
f(l) et f(yφ(n)) ÝÝÝÝÝÑ

nÑ+8
f(l).

Donc d(f(xφ(n)), f(yφ(n))) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

0, ce qui est faux car d(f(xφ(n)), f(yφ(n))) ě ε

Donc f n’est pas continue en l, donc pas continue.

Théorème :
Soit X une partie compacte d’un evn E, F un espace de Banach. Alors l’espace C(X,F ) muni de la
norme N8 est de Banach.

Démonstration :
‚ Si f P C(X,F ), alors f est bornée, donc C(X,F ) Ă B(X,F ) et en est un sous-espace vectoriel, et

la norme N8 induit une norme sur C(X,F )

‚ Montrons que C(X,F ) est un fermé du Banach B(X,F ) (il sera ainsi complet)

Soit (fn)nPN une suite de fonctions continues sur X, convergeant uniformément (c’est-à-dire conver-
geant au sens de N8) vers f P B(X,F ). Montrons que f est uniformément continue.

Soit ε ą 0. D’après le théorème de Heine, fn est uniformément continue pour tout n P N.

Comme fn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

f , il existe n0 P N tel que @n ě n0, }fn ´ f} ď ε/3. Par uniforme continuité de
fn0

, il existe η ą 0 tel que :

@(x, y) P X2, }x ´ y} ă η ùñ }fn0
(x) ´ fn0

(y)} ď ε/3 (3.42)

D’où, pour (x, y) P X2 tel que }x ´ y} ă η,

}f(x) ´ f(y)} ď }f(x) ´ fn0(x)} + }fn0(y) ´ fn0(x)} + }fn0(y) ´ f(y)}

ď 3 ˆ ε/3 ď ε
(3.43)
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Donc f est uniformément continue, donc continue. Donc f P C(X,F ), qui est donc fermé.

Donc C(X,F ) est un espace de Banach.

Attention : En général, un sous-espace vectoriel d’un evn n’est pas fermé !

D) Propriété de Borel–Lebesgue

Définition :
‚ Soit X une partie de E. On appelle recouvrement ouvert de X toute famille (Ωi)iPI d’ouverts de
E telle que X Ă

Ť

iPI Ωi (C’est équivalent à la donnée d’une famille (Oi)iPI d’ouverts de X telle
que X =

Ť

iPI Oi)

‚ On dit que X vérifie la propriété de Borel–Lebesgue si tout recouvrement ouvert admet un sous
recouvrement fini.

Théorème :
Soit X une partie compacte de E, et (Ωi)iPI un recouvrement d’ouverts de X. Alors il existe ρ ą 0,
appelé nombre de Lebesgue, tel que @x P X, Di P I,B(x, ρ) Ă Ωi.

Démonstration :
Supposons qu’il n’en existe pas.

Pour tout n P N, il existe alors xn P X tel que @i P I,B(xn, 1/2
n) Ć Ωi.

La suite (xn)nPN admet une valeur d’adhérence l (car X est compact)
Ainsi, il existe i P I tel que l P Ωi (puisque X Ă

Ť

iPI Ωi)
Mais Ωi est ouvert ; il existe donc n0 P N tel que B(l, 1/2n0) Ă Ωi.
On pose ε = 1

2n0+1 ; il existe alors p ě n0 + 1 tel que }xp ´ l} ď 1
2n0+1 .

Mais alors B(xp,
1
2p ) Ă B(xp,

1
2n0+1 ) Ă B(l, 1

2n0
) Ă Ωi

On a donc trouvé i P I tel que B(xp,
1
2p ) Ă Ωi, ce qui est contradictoire avec la définition de xp. D’où

l’existence de ρ.

Théorème :
Si X est compact, alors il vérifie la propriété de Borel–Lebesgue

Démonstration :
Par l’absurde :

Soit X compact, supposons que X possède un recouvrement d’ouverts (Ωi)iPI mais n’admette pas
de sous recouvrement fini.

On pose ρ ą 0 un nombre de Lebesgue de ce recouvrement.
Pour J Ă I fini, on a alors X Ć

Ť

iPJ Ωi.

‚ Prenons J = H. Il existe alors x0 P XzH = X.

Soit alors i0 P I tel que B(x0, ρ) Ă Ωi0

‚ Prenons J = ti0u. On a X Ć Ωi0 . Donc il existe x1 P XzΩi0 .

Soit ii P I tel que B(x1, ρ) Ă Ωi1
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‚ On construit par récurrence les suites (xn)nPN P XN et (in)nPN P IN telles que :

@n P N, xn R
ď

iPti0,i1,...in´1u

Ωi (3.44)

@n P N, B(xn, ρ) Ă Ωin (3.45)

‚ Pour tous p, n tels que p ą n, on a xp R Ωin et B(xn, ρ) Ă Ωin

Donc }xp ´ xn} ě ρ.

Soit alors φ : N Ñ N une extractrice.

Alors @n P N, }xφ(n+1) ´ xφ(n)} ě ρ ą 0. Donc (xφ(n))nPN n’est pas de Cauchy, donc ne converge
pas.

Donc (xn)nPN n’admet pas de valeur d’adhérence.

‚ Donc X n’est pas compacte, ce qui est contradictoire avec les hypothèses.

(Remarque : on ne pouvait pas raisonner avec la contraposée car on utilise dans le raisonnement le fait
que X est compact – avec le nombre de Lebesgue)

Théorème :
Réciproquement, si X vérifie la propriété de Borel–Lebesgue, alors X est compact.

Démonstration :
Par la contraposée :

Supposons X non compact.
Il existe alors (xn)nPN P XN qui n’admet pas de valeur d’adhérence, c’est-à-dire :

@a P X, Dεa ą 0, Dna P N,@p P N, p ě na ùñ }xp ´ a} ě εa (3.46)

On pose alors, pour tout a P X, εa et na vérifiant la propriété précédente.
On pose de plus Ωa = B(a, εa), qui est ouvert. Ainsi, X Ă

Ť

aPX B(a, εa).
Soit maintenant A une partie finie de X, posons nA = max tna, a P Au

Pour p ě nA, on a @a P A, p ě na

Donc @a P A, xp R B(a, εa).
Donc xp R

Ť

aPAB(a, εa) =
Ť

aPA Ωa

Donc X Ć
Ť

aPA Ωa, et ceci est valable pour toute partie finie A de X.
Donc X n’admet pas de sous recouvrement fini, donc X ne vérifie pas la propriété de Borel–Lebesgue.

Corollaire :
Soit X une partie d’un evn E. On a l’équivalence :

(1) X est une partie compacte

(2) Pour toute famille (Fi)iPI de fermés de X telle que
Ş

iPI Fi = H, il existe J Ă I fini tel que
Ş

iPJ Fi = H.

Démonstration :
Supposons (2), et soit (Oi)iPI un recouvrement de X par des ouverts de X.
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Posons, pour i P I, Fi = XzOi. Ainsi, (Fi)iPI est une famille de fermés de X.
Alors, comme X =

Ť

iPI Oi, on a
Ş

iPI Fi = H.
Il existe donc J Ă I fini tel que

Ş

iPJ Fi = H, c’est-à-dire X =
Ť

iPJ Oi

Donc X vérifie la propriété de Borel–Lebesgue, donc est compact.
Pour montrer (1) ùñ (2), on fait pareil.

E) Applications

Théorème :
Si (Cn)nPN est une suite décroissante (au sens de l’inclusion) de compacts non vides, alors

Ş

nPN Cn ‰ H

(généralisation du théorème des segments emboîtés)

Démonstration :
Si (Cn)nPN est une suite décroissante de compacts telle que

Ş

nPN Cn = H, alors (Cn)nPN est une famille
de parties fermées du compact C0 telle que

Ş

nPN Cn = H. Donc il existe J Ă N fini tel que
Ş

nPJ Cn = H.
En posant p = max J , on obtient

Ş

nPJ Cn = Cp = H.

Théorème :
Soit (an)nPN une suite convergente d’un evn E, de limite l.

Alors K = tan, n P Nu Y tlu est un compact de E.

Démonstration :
Montrons que K vérifie la propriété de Borel–Lebesgue :

Soit (Ωi)iPI un recouvrement d’ouverts de K.
Il existe alors j P I tel que l P Ωj .
Alors Ωj est un voisinage de l, et an ÝÝÝÝÝÑ

nÑ+8
l, donc il existe n0 P N tel que @n ě n0, an P Ωj .

Pour n ă n0, il existe in P I tel que an P Ωin .
Posons alors J = tju Y tin, n P J0, n0 ´ 1Ku, fini.
Ainsi, K Ă

Ť

iPJ Ωi.
Donc K vérifie la propriété de Borel–Lebesgue, donc est compact.

VI Cas de la dimension finie

A) Équivalence des normes

Théorème :
Soit p P N.

Toutes les normes sur Kp sont équivalentes.

Démonstration :
Supposons p ě 1. Soit N une norme sur Kp, montrons que N „ N8.
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‚ Montrons que N : Kp Ñ R est lipschitzienne pour N8 :

Soit x = (x1, x2, . . . xp) P Kp.

On note (e1, e2, . . . ep) la base canonique de Kp : ainsi, x =
řp
i=1 xiei.

Donc N(x) ď
řp
i=1 |xi|N(ei) ď N8(x)

p
ÿ

i=1

N(ei)

loooomoooon

k

Ainsi, pour (x, y) P (Kp)2, on a |N(x) ´ N(y)| ď N(x ´ y) ď kN8(x ´ y)

Donc N : (Kp, N8) Ñ (R, | |) est k-lipschitzienne donc continue.

‚ Soit S8 = tx P Kp, N8(x) = 1u, qui est fermée et bornée pour N8, donc compacte.

N est continue sur S8, elle y est donc bornée et atteint ses bornes ; il existe donc x0 P S8 tel que
N(x0) = α = inftPS8 N(t) et y0 P S8 tel que N(y0) = β = suptPS8 N(t).

Ainsi, N8(x0) = 1, donc x0 ‰ 0 et α = N(x0) ą 0.

Donc, pour x P S8, α ď N(x) ď β.

Pour tout x P KP z t0u, on a ainsi α ď N
(

x
N8(x)

)
ď β

Soit @x P KP , αN8(x) ď N(x) ď βN8(x), donc N „ N8.

Corollaire :
Si E est un K-ev de dimension finie p, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration :
Soit (e1, e2, . . . ep) une base de E, on se donne un isomorphisme φ : Kp Ñ E.

Si N est une norme sur E, elle induit une norme N 1 = N ˝ φ sur Kp, équivalente à N8.
D’autre part, N8 induit une norme N 1

8 = N8 ˝ φ´1 sur E.
Comme N 1 „ N8, il est clair qu’alors N „ N 1

8.
Les notions d’ouvert, fermé, compact, continuité…sont donc indépendantes de la norme choisie en

dimension finie.

B) Continuité des applications linéaires

Théorème :
Si E est un evn de dimension finie, et F un evn, alors LC(E,F ) = L (E,F ).

Démonstration :
On peut supposer que E = Kp, ramené à sa base canonique (e1, e2, . . . ep) et muni de la norme N8. Soit
f P L (E,F ).

Pour x P E, disons x =
řp
i=1 xiei, on a :

}f(x)} ď

p
ÿ

i=1

|xi|}f(ei)} ď N8(x)
p
ÿ

i=1

}f(ei)} (3.47)

Ainsi, f est continue, et ~f~ ď
řp
i=1 }f(ei)}.

Donc L (E,F ) Ă LC(E,F ), d’où l’égalité, l’autre inclusion étant vraie en général.
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Théorème :
Soient E1, E2, . . . En des evn de dimension finie, F un evn.

Soit φ : E1 ˆ E2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En Ñ F n-linéaire. Alors φ est continue.

Démonstration (pour n = 2) :
On peut toujours supposer que E1 = Kp muni de sa base canonique (e1, e2, . . . ep) et E2 = Kq muni de
sa base canonique (f1, f2, . . . fq).

Soit (x, y) P E1 ˆ E2, disons x =
řp
k=1 xkek, y =

řq
k=1 ykfk.

Alors }φ(x)} ď
ř

1ďiďp
1ďjďq

|xi||yj |}φ(xi, yj)} ď KN8(x)N8(y) = KN8(x, y)

Où K =
ř

1ďiďp
1ďjďq

}φ(xi, yj)}. Donc φ est continue.

Exemples

1. Si E est de dimension finie, alors E1 = E˚ (toutes les formes linéaires sont continues)

Si (e1, e2, . . . ep) est une base de E, (e˚
1 , e

˚
2 , . . . e

˚
p ) est une famille de formes linéaires continues.

2. Avec E = Mn,p(K) :

Πi,j : Mn,p(K ÝÑ K
A ÞÝÑ ai,j

est continue.

Ainsi, det : Mn(K) ÝÑ K

A ÞÝÑ
ÿ

σPSn

ε(σ)
n
ź

i=1

ai,σ(i)

est aussi continue.

Application :
GLn(K) = tA P Mn(K), det(A) ‰ 0u = det´1(Kz t0u).

Comme Kz t0u est un ouvert, et det est continue, GLn(K) est un ouvert dans Mn(K).
Aussi, SLn(K) = tA P Mn(K), det(A) = 1u est fermé.

C) Convergence des suites, compacité, complétude

Théorème :
Soit E un evn, de dimension finie p. Soit E = (e1, e2, . . . ep) une base de E, et (xn)nPN une suite de E,
avec @n P N, xn =

řp
i=1 x

(i)
n ei.

Alors (xn)nPN converge si, et seulement si @i P J1, pK, (x(i)
n )nPN converge, auquel cas limnÑ+8 xn =

řp
i=1 (limnÑ+8 x

(i)
n )ei.

Démonstration :
On identifie E à Kp muni de N8.

Théorème :
Les parties compactes d’un evn de dimension finie sont exactement les parties fermées bornées.
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Théorème :
Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration :
Si (xn)nPN est de Cauchy, alors les suites (x

(i)
n = e˚

i (xn))nPN sont de Cauchy, donc convergent dans K,
donc (xn)nPN converge.

Corollaire :
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un evn quelconque est fermé, car complet.

Proposition :
Soit F un sous-espace strict de dimension finie d’un evn E, et v P E.

Alors il existe y P F tel que d(v, y) = d(v, F ).
Si de plus F en est un sous-espace strict, il existe v P E tel que }v} = d(v, F ) = 1.

En effet : ‚ Déjà, il existe (yn)nPN P FN telle que d(v, yn) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

d(v, F )

(puisque d(v, F ) = infyPF (d(v, y)))

Ainsi, la suite réelle (d(v, yn))nPN converge, elle est donc bornée.

Soit M tel que @n P N, d(v, yn) ď M .

Ainsi, cela signifie que (yn)nPN est bornée.

On peut donc en extraire une sous suite (yφ(n))nPN convergente (car F est de dimension finie),
disons vers l P F .

On a donc d(v, yφ(n)) ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

d(v, l), donc d(v, l) = d(v, F ), d’où l’existence.

‚ Si maintenant F est un sous-espace strict : Soit x P EzF . D’après le point précédent, il existe y P F

tel que d(x, F ) = }x ´ y}

Comme F est fermé, on a }x ´ y} ‰ 0.

Ainsi, si on prend v = x´y
}x´y}

, on aura }v} = 1.

Soit maintenant z P F . On a }v ´ z} = }
x´y

}x´y}
´ z} = 1

}x´y}
}x ´ y ´ z}x ´ y}}

Or, y + z}x ´ y} P F . Donc }x ´ y ´ z}x ´ y}} ě d(x, F ) = }x ´ y}

Donc }v ´ z} ě 1

Comme 1 est atteint pour z = 0, on a donc d(v, F ) = infzPF }v ´ z} = 1 = }v}

Théorème (de Riesz) :
Soit E un evn.

Alors S(O, 1) (sphère unité) est compacte si, et seulement si, E est de dimension finie.

Démonstration :
Un premier sens est déjà évident.

Supposons maintenant E de dimension infinie.
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Alors E n’est pas engendré par une famille finie.
Il existe donc une suite (xn)nPN˚ de vecteurs libres de E.
On pose alors Fn = Vect((xk)kPJ1,nK), de dimension n. (F0 = t0u)
D’après la proposition précédente, pour tout n P N˚, il existe un P Fn tel que :
}un} = 1 et d(un, Fn´1) = 1. Alors la suite ainsi définie est dans la sphère unité (S(O, 1)), et n’a pas

de valeur d’adhérence :
Pour n, m tels que n ą m, on a um P Fm Ă Fn´1, donc }um ´ un} ě d(un, Fn´1) = 1.
Ainsi, pour toute sous suite (uφ(n))nPN, on a @n ‰ m, }uφ(m) ´ uφ(n)} ě 1 et donc (uφ(n))nPN n’est

pas de Cauchy, donc ne converge pas.
Donc S(O, 1) n’est pas compacte.

D) Application

R[X] n’est pas complet.
En effet : Pour n P N, on note Fn = Rn[X]. Alors Fn est fermé (car de dimension finie), et on pose
On = R[X]zFn, qui est ainsi ouvert.

Lemme :
Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel F strict d’un evn E est dense dans E.

Démonstration :
Soit x P E. Montrons qu’il existe (xn)nPN P (CEF )N telle que xn ÝÝÑ

+8
x.

‚ Si x P EzF , il suffit de prendre la suite constante égale à x.

‚ Si x P F :

Soit v P CEF . On pose, pour n P N, xn = x+ v
n+1 .

Ainsi, @n P N, xn P CEF (car sinon v = (n+ 1)(xn ´ x) P F )

Donc (xn)nPN P (CEF )N, et xn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ+8

x

Ainsi, dans ce cas, On est un ouvert, dense dans R[X].
Donc, si R[X] était complet, d’après le théorème de Baire,

Ş

nPN On serait dense dans R[X].
Or,

Ş

nPN On =
Ş

nPN R[X]zFn = R[X]z
Ť

nPN Fn = H

Donc R[X] n’est pas complet

VII Connexité par arcs (en dimension finie)

A) Connexité par arcs et convexité

Définition :
‚ Soit E un evn de dimension finie, x et y des points de E.

On appelle chemin (ou arc) continu d’origine x et d’extrémité y toute application continue
γ : [0, 1] Ñ E telle que γ(0) = x et γ(1) = y.

‚ Soit X une partie de E. On dit que X est connexe par arcs lorsque, pour tout (x, y) P X2, il
existe un chemin continu γ reliant x à y et contenu dans X (c’est-à-dire tel que γ([0, 1]) Ă X)
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Définition :
‚ Soient x, y P E. On appelle segment d’extrémités x et y l’ensemble [x, y] =

ttx+ (1 ´ t)y, t P [0, 1]u Ă E

‚ Soit X une partie de E. On dit que X est convexe lorsque @(x, y) P X2, [x, y] Ă X

Théorème :
Toute partie convexe est connexe par arcs.

Démonstration :
Soit X convexe, et (x, y) P X2.

On pose γ : [0, 1] ÝÑ E
t ÞÝÑ (1 ´ t)x+ ty

.

Alors γ est continue, γ(0) = x, γ(1) = y et γ([0, 1]) = [x, y] Ă X.
Donc X est connexe par arcs.

Théorème :
Les parties connexes par arcs de R sont exactement les parties convexes, c’est-à-dire les intervalles.

Démonstration :
Soit X une partie de R connexe par arcs, (x, y) P X2.

On peut supposer x ď y. Soit z P [x, y], montrons que z P X.
Comme X est connexe par arcs, il existe un chemin continu γ reliant x et y, c’est-à-dire γ : [0, 1] Ñ R

continue telle γ(0) = x et γ(1) = y.
Ainsi, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c P [0, 1] tel que γ(c) = z. Donc z P X.

Théorème :
1. Un produit cartésien de parties connexes par arcs est connexe par arcs.

2. Si X et Y sont connexes par Y , et si X X Y ‰ H, alors X Y Y est connexe par arcs.

3. L’image continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs.

Démonstration :
‚ Soient E et F des evn de dimension finie.

Soient X Ă E et Y Ă F connexes par arcs. Montrons que X ˆ Y Ă E ˆ F est connexe par arcs.
(avec la norme produit NEˆF = max(NE , NF ))

Soit ((x, y), (x1, y1)) P (X ˆ Y )2.

Il existe alors un chemin continu γ1 : [0, 1] Ñ X reliant x à x1, et un chemin γ2 : [0, 1] Ñ Y reliant
y à y1.

Alors γ : [0, 1] ÝÑ X ˆ Y
t ÞÝÑ (γ1(t), γ2(t))

est continu, et relie (x, y) à (x1, y1).

Donc X ˆ Y est connexe par arcs.

‚ Soient X et Y connexes par arcs tels que X X Y ‰ H.

Soit (x, y) P (X Y Y )2.
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Si x, y P X ou x, y P Y ok.

Sinon, on peut supposer que x P X, y P Y .

Soit alors z P X X Y .

Soit γ1 un chemin continu de x à z, γ2 un chemin continu de z à y.

Alors γ : [0, 1] ÝÑ E

t ÞÝÑ

$

’

&

’

%

γ1(2t) si t ď 1/2

γ2(2t ´ 1) si t ě 1/2

est définie et continue sur [0, 1]z t1/2u ;

Et comme γ1(2 ˆ 1/2) = γ1(1) = z et γ2(2 ˆ 1/2´ 1) = γ2(0) = z, γ est aussi défini et continue en
1
2 .

De plus, γ(0) = x, γ(1) = y et γ([0, 1]) = γ1([0, 1]) Y γ2([0, 1]) Ă X Y Y .

Donc X Y Y est connexe par arcs.

‚ Soit X une partie de E connexe par arcs, F de dimension finie et f : X Ñ F continue. Montrons
que Y = f(X) est connexe par arc.

Soit (y, y1) P Y 2. Il existe alors (x, x1) P X2 tel que y = f(x) et y1 = f(x1).

Soit γ : [0, 1] Ñ X un chemin continu de x à x1.

Alors γ1 = f ˝ γ est un chemin continu de y à y1.

Donc Y est connexe par arcs.

B) Théorème des valeurs intermédiaires

Théorème :
Si X est connexe par arcs, et si f : X Ñ R est continue, alors f(X) est un intervalle de R.

Ou encore : si f prend sur X des valeurs positives et négatives, alors f s’annule.

Démonstration :
Résulte du cas plus général vu dans le 3ème point du théorème précédent.

Application :
Si X est une partie connexe par arcs d’un evn E, alors les seules parties de X qui sont à la fois ouvertes
et fermées sont X et H.
On dit dans ce cas que X est connexe.

Démonstration :
Par l’absurde :

Si X possède une partie A R tX,Hu à la fois ouverte et fermée, alors A est fermée non vide, et
B = XzA est fermée non vide (dans X). Posons f : X ÝÑ R

x ÞÝÑ d(x,A) ´ d(x,B)
.

Alors f est bien définie (car A ‰ H et B ‰ H), et 2-lipschitzienne.
Donc f est continue.
Pour x P A, on a f(x) = ´d(x,B) ă 0 (car B est fermée)
Pour x P B, on a f(x) = d(x,A) ą 0 (car A est fermée)
Or, X = A Y B, donc f ne s’annule pas sur X, ce qui est impossible.
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