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Chapitre 2 : Séries numériques

On fixe dans ce chapitre le corps K =R ou C.

I Généralités

Suites et séries

Définition :
On appelle série a termes dans K tout couple ((uy)nen, (Sn)nen) de suites de K tel que Vn € N, S,, =
Z:o Uk -

On appelle u,, le n-iéme terme général de la série et S,, la n-ieme somme partielle.

Remarque :

La donnée du terme général u,, suffit & déterminer la suite, qu’on notera alors Uy,
) n=0

Remarque :

Si (Un)n>ne €st une suite définie & partir d’un rang ng, on notera >, Uy, la série de terme général

n=ngo
0sin<ng

Uy =
Uy SI M = Ng

La n-iéme somme partielle vaut alors S,, = Zzzno U pour n = ng.

Proposition :

L’ensemble des séries a termes dans K est muni d’une structure d’espace vectoriel par les lois :

A Z Up + Z vy, = Z Ny, + v, ot (A, 1) € K2 et (u,v) € (KN)2 (2.1)

n=0 n=0 n=0

On notera cet ensemble S(K)

Démonstration :

S(K) est un sous-espace vectoriel de (K") 2, noyau de Papplication linéaire (K")? — KN

(U, S) —> (Sn — Zn) uk>
k=0 neN

Séries convergentes

Définition :
On dit que la série Y}, uy,, & termes dans K, est convergente lorsque la suite rso U)oy COnverge.
On notera alors S = ZZSO Up = limps o0 2o Uk

Attention : La notation Z:ioo u, n’a de sens que pour une série convergente.
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I. GENERALITES CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Remarque :

On notera 7% o Un,-

uy, la somme d’une série convergente ;-

Théoréme :

Soient (uy,)nen € KN et ng € N.
Alors les séries >}, g un et >, -, u, ont la méme nature, et si elles convergent, on a :

+o0 no—1
Zun— Z Uy, + Z uy, (2.2)
n=0

n=no

Démonstration :
Soient Sy, et S, les n-iemes sommes partielles de >} o un et 3 o, Un.

Pour n = ng, on a :
TL()*

n—Zuk—n(i Uk“‘zuk—zuk"'sl (2.3)

kng

Donc les deux suites (Sp)nen et (S, )nen on la méme nature, et si elles convergent, on a alors

. np—1 .
limy, s yon Sp = Dty Uk + limy 40 S,

Définition :
Si D50 Un est une série convergente, on appelle n-ieme reste de Cauchy de la série le scalaire R,, =
4o
Zk:n+1 Uk-
Proposition :
Le reste de Cauchy, lorsqu’il existe, tend vers 0

En effet :
alors, pour tout ne N, S =5, + R,.
S, on a bien R,

Si )},50 Un est une série convergente, soit .S, sa n-ieme somme partielle, et S sa somme. On

0.

Comme S, "
n——+00

n—

Exemple :
1

Soit Zn>1 Uy, la série de terme général u,, = SR
Ona:VneN*,un:%—n%H.
Donc Vn e N*¥ 37w, =37, ( TH) =1- 5.
La série est donc convergente, de somme Z qUp =1

Le n-iéme terme de Cauchy vaut alors +1

Proposition :

Si (un)nen € KN, alors u converge si et seulement si la série ano Uy — Upy1 converge, et on a alors

+o© . i
n=0 Un — Up4+1 = U — UMy o0 Un

Démonstration :
n
Dpeo Uk — Ukt1 = UQ — Upt1-
. ;. +00 +00 +o0
Attention : On ne peut pas écrire >, "o Uk — Uk+1 = Do Uk — Dipp Uk+1

(voir exemple précédent par exemple)

MP Mathématiques
Suites et fonctions



CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES I. GENERALITES

Théoréme :

L’ensemble S¢(K) des séries convergentes & termes dans K est un sous-espace vectoriel de S(K). L’ap-

plication S¢(K) — K est une forme linéaire.
2 tn Z tn
n=0

Démonstration :

Résulte du théoréme équivalent sur les suites :
Pour n € N, Y7 (Aup + pog) = A0 _guk + B p_o Uk, d’oll, par passage a limite si les séries
Dins0Un €t D5~ v, convergent, SO Oy, + pog) = A5 g A S5 v

Grossiere divergence

Théoréme :

Si la série Y] - un converge, alors son terme général u,, tend vers 0.

Démonstration :
Pour tout n € N*, w,, = 3" up, — Zz;é U
Donc lim, 4o Uy = Zzi% Uy — Z;ﬁ% up = 0.
Conséquence :
Si (un)nen est une suite ne tendant pas vers 0, alors la série ano uy, diverge. On dit dans ce cas que la

série D) _,un est grossierement divergente.

Exemples

e Série grossierement divergente :

1
— (2.5)
n=1
Idée :
21 1 1 1 1 1 1 1
—=1 - -+ - - -4+ = 2.6
Zk + 2 +(3+4)+<5+6+7+8>+ (2:6)
k=1 N~ e y
>3 >2x % >4x %
Plus formellement :
SR 1 1
Z = ( S Tt 2+1_1) (27)
k=1 m=0 /
2™ termes
La suite (7) o est décroissante, donc :
2" —1
1 2m n
Z Z 2" x >n x > — (2.8)
m+1 m—+1
k=1 m=0 2m 2m+ 2
Donc Sgm-1 " +0o0. De plus, u, = 0. Donc (Sy,)nenx est croissante, donc Sy, T —+o00,
n—-+00 n—+0o0
donc ¥, - 1 diverge.
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II. SERIES A TERMES REELS POSITIF CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Critere de Cauchy — convergence absolue

Théoréme (critére de Cauchy) :
Si,=0Un est une série de K, alors une condition nécessaire et suffisante pour que cette série converge

est :
n+p
Ve >0,Ing e N,¥(n,p) e N>, n>ng — | > w|<e (2.9)

k=n-+1

Démonstration :
Cette condition équivaut a : Ve > 0,3ng € N,V(n,p) € N2,n > ng = [Spyp — Sp| < e (o0 S, =
Do Uk)

C’est-a-dire & « (Sp,)nen est de Cauchy », ce qui équivaut dans K a dire que (Sy,)nen converge.
Remarque :

On note souvent R, , = ZZQZ 1 Uk le « reste partiel » de la série.

Théoréme :

Si Zn>0 u, est une série de K, alors une condition suffisante pour que Zn>0 u, converge est que

D ins0 [un| converge.

Démonstration :
. N o n = ng
Si 3,0 |un| converge, alors par critere de Cauchy, pour tout e > 0, il existe ng € N tel que =
peN

n—+p
‘Zk:nH uk‘ <e. Donc ), - u, converge.
Définition :
Si la série Y}~ [un| converge, on dit que la série }, _,u, est absolument convergente.

Si Zn>0 uy, est convergente, mais pas absolument, on dit alors qu’elle est semi-convergente.

I1 Séries a termes réels positif

Théoréme fondamental

Théoréeme :
Soit Y},,5 Un une série a termes réels positifs. Alors la série converge si et seulement si il existe M > 0

tel que Vn e N, Y0 jup < M.

Démonstration :

La suite (3, _oux), .y est croissante, donc converge si et seulement si elle est majorée.

Corollaire :

Si Y0 Un est une série & termes réels positifs divergente, alors >, _, u +00.

n—-+00
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CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES II. SERIES A TERMES REELS POSITIF

Criteres de comparaison

Théoréme (comparaison) :
Si Y=o Un €6 D~ vn soNt & termes réels positifs, si Vn € N,u, < v, et si X, _jv, converge, alors

+o +o
D=0 Un converge, et 37w, < 507 vy,

Démonstration :
Supposons que Vn € N, u, < v, et que Y} -, v, converge.
1 existe alors M tel que Vn e N, >\ vp < M.
Ainsi, Yn e N, Y0 gup < X _qur < M. Or, 3 uy, est croissante.
Donc elle converge, et par passage a la limite, ZZZB Uy < Z:fo Upy -
Conséquence :
Avec les notations précédentes, et pour ng € N,

+0o0 < +0

Si Vn = ng,u, < v, et si Zn>0 v, converge, alors ano up converge, et )~ up < Qo U

En effet : Les séries Y} v, et D] v, ont méme nature.

n=ngo
Conséquence :

Avec les notations du théoréme, et pour ng € N, si Vn = ng, u,, < v, et si ano uy, diverge, alors Zn>0 Un,
diverge.

C’est la contraposée de la premiére conséquence.

Théoréme (Domination) :
Soit ano Uy, une série a termes dans K, et ano o, une série a termes réels positifs.

Si u, T O(an), et si 3, -, an converge, alors 3 - u, est absolument convergente.

Démonstration :
Si u, T O(ay,), alors il existe ng € N et A € R tels que Vn > no, [u,| < Aay,.
Si de plus »;,, @y converge, alors 3]~ Aay, converge, et donc Y |u,| converge.
Corollaire :
Avec les notations du théoreme,
Si uy, T O(an), et si 3~ un diverge, alors 3] oy, diverge.

Le théoréme reste valable en remplagant O par o.

Théoréme (Equivalence) :
Soit 3},-( un une suite a termes dans R, et >, _, v, & termes réels positifs.

Stun D U alors les séries Y] v, et 3, - u, ont méme nature.

—

Démonstration :
Posons, pour n € N, w,, = u, — vp,.
Ainsi, up, ~ v, = w, = o(uy)
n—-+0o0 n—-+0o0
Il existe donc ng € N tel que Vn = ng, Yn = ng, |w,| < %un
Donc, pour n = ng, 0 < %un <wv, < %u”.

Donc >}~ un et D~ v, ont méme nature.
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II. SERIES A TERMES REELS POSITIF CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Théoréme (Comparaison logarithmique) :
Soient Y o un et D}, - vn deux séries & termes réels strictement positifs, et ng € N.

Si Vn = ng, dntl g Zndl et v, converge, alors U, converge.
’ n=0 ’ n=0

Un Un

Démonstration :

. u v 7 . s 1
Si Vn = ng, =+t < =2t alors par récurrence immédiate Vn = ng, 22 < 2o,
Unp, Un Ung Ung

Ainsi, u, = O(v,), d’ou le résultat.
n——+o0
Corollaire :
Avec les notations du théoréme,

v, diverge.

Si ¥n = nyg, %‘0 < ;’T*; et si D~ un diverge, alors 3}

Suites géométriques, regle de d’Alembert

Rappel :
Calcul des sommes partielles.
Soit (uy )nen une suite géométrique de raison k # 1. Alors Zi:p Uy = “EEL

Théoréme :

Soit k € RY. La série >} k™ converge si et seulement si k < 1.

Théoréme :

1
1—z"

. Jo . . e¢]
Soit z € C. La série Y., _, 2" converge si et seulement si |z| < 1, et on a alors Y% 2" =

Démonstration (du deuxiéme théoréme) :

k

e Siz =1, alors ZZ:O z¥ =n+1, donc la série diverge.

. n _nt+l
e Sinon, Y_,zF =1 i

Ainsi, si |z| > 1, la série ne converge pas car ‘ZZ:O zk| — +-00.

1
1—z

Si |z| < 1, la série converge, de somme

Si|z| =1, z = e ou 0 € R\27Z, et la suite (e?),en ne converge pas (car § % 0 mod 27)

Autre méthode Si [z| =1, alors Vn e N, |2"| = 1, donc }] ., 2" est grossierement divergente.

Théoréme :

Soit 3,~( Un une série a termes réels strictement positifs.
1. S’il existe k €]0, 1] tel que Vn € N, "Z% < k, alors 3} - u, converge

2. S'il existe k € [1, +00[ tel que Vn € N, “Z% >k, alors D} u, diverge.

Démonstration :

1. C’est le théoréeme de comparaison logarithmique avec ano Uy, €F ano k™.

3 n
2. Son corollaire avec Y, k™ et >~ un.
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CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES II. SERIES A TERMES REELS POSITIF

Théoréme (régle de d’Alembert) :

Soit »,~ o un & termes réels strictement positifs, supposons que “;’—:1 —loule0,+0].
1. Sile[0,1], alors }} - uy, converge.
2. Sile€]l,+oo], alors 3, u, diverge.

3. Sil =1, le théoréeme ne permet pas de conclure.

Démonstration :

1. Sil < 1, soit alors k €]i,1].

Il existe alors ng € N tel que Vn = ng, u"zl k, donc >} _,u, converge d’aprés le théoréme
précédent.
2. Sil > 1, il existe ng € N tel que Vn = n ,“Z% > 1, donc ), un diverge.

3. Exemple des séries de Riemann :
(0%
Siu, = na pour n = 1 et @ € R, on a toujours % = (m) — 1, mais suivant le choix de a,

2in>1 Un converge ou diverge.

Exemple :

s . n
La série ), o %y pour z € C est absolument convergente.
e Siz=0ok..

e Si z # 0, alors soit u, = |’2—T| >0

un+1 _ Z"+1 n! |Z‘

Pour n e N, T X 2| = nd p——— 0. Donc la série converge bien absolument.
+w n
Pour z € C, on note alors expz = > ' = ;.
Séries de Riemann
Soit o € R; on étudie la série Y, -&

e Sia<0,alors Vne N, = > 1, donc la série diverge grossiérement.

e Sia>0:
On va utiliser la décroissance de f: t — tif"
PourneN,ette[n,n+1),ona f(n+1) < & < f(n).
Donc SnH (n+1)dt < Sn+1 dt < S"H f(n)dt.

W < SZ“—dt< L.

D’ou Zk 1(k+1)a \Snﬂ i Zk 1ka \81 e dt+—

On est ainsi ramené & 1’étude de I,, = S1 o dt

C’est-a-dire

Sia=1,pour ne N, I, =Inn donc I[,, —» +0, soit 2221 k% — 4+
Sia<1,VneN, Y} | 1= =2 1 =+
Sia>1, 1, = &dt = [ aﬁ}f:ﬁ(ﬁ_n <L
Donc Vne N, Y7, & <141 et Y, ;-5 converge.

Ainsi :

La série de Riemann Y} _; - est :

Convergente si a > 1, divergente si 0 < o < 1, grossierement divergente si a < 0.
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II. SERIES A TERMES REELS POSITIF CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Théoréme :

Soit };,~ o un une série a termes réels positifs.
1. S’il existe a > 1 tel que u, = O (n%), alors ano U, converge.

2. Sl existe o < 1 tel que -5 = O(uy), alors Y, _ u, diverge.

Théoréme (régle de Riemann ou « n%u, »)) :

Soit 3.~ un une suite a termes réels positifs.
1. Sl existe a > 1 et [ € [0, +0] tels que n®u, — I, alors }; _,u, converge.

2. S'il existe a < 1 et [ €]0, +-0] tels que n®u, — 1, alors », _,u, diverge.

Démonstration :
Si n®u,, — [ pour a > 1 et [ € [0, +0[, alors u, = O (n%) (car n®uy, est bornée et (un)nen est positive)

Méme chose si @ < 1, on a -% = O(u,,) (méme raison)

Exemple (Séries de Bertrand) :

1

Soient o, 3 € R et Zn>2 u, la série de terme général u,, = 1o

e Casl:ax<1

Soit o €]a, 1][.

C(/—(y

n

’
Alors n® up, = 25—
Infn p 10

+00, donc »; ,u, diverge.
e Cas2: > 1.

Soit o €]1, af.

’
a — 1
Alors n® up = —— 75— p—— 0, donc »; -, un converge.

e Cas 3:a=1.

5 4o sif<0
o Si <0, alors nu, =In""n — et Y oo uy, diverge.
n—-+00 . =
1 sif=0
©Sif>0:
On étudie Y, oy —7—
Soit f:[2,4w] — R . Alors f est de classe C*.
t — tnft
Pour t € [2,+w], f'(t) = %&?iilt < 0. Donc f est décroissante sur [2, +0].

Pourn=2ette[nn+1,ona: f(n+1) < f(t) < f(n),

Done f(n+1) < " f(¢)dt < f(n).

fint1) _ nln® n
Or, Ty = G WP (it D) mooge -

n+1 . (n+l
Done gy §i,7 f(0) dt o 1, soit [ f() dE |~ f(n).

n—-+40o0

- n+1 A
Donc les séries Y, -y —— et 2, -5 {7 7 df ont la méme nature.

n+1 1
2 tlnft dt.

. _ ntl 1 _ cln(n+1) 1
Ona’S”_ 2 tlnﬁtdt_ In2 Wdu

On étudie alors S,, =

Ainsi, si <1, .5, =+, et si §> 1, 5, est bornée.

MP Mathématiques 8
Suites et fonctions



CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES III. SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

Conclusion :

La série Y,

] a>1 ) ] a<l
converge si et diverge si

oua=1let5>1 oua=1let <1

1
n=2 n>Infn

I1T Sommation des relations de comparaison

Domination, prépondérance

Théoréme :
Soit Y}, - an une série a termes réels positifs, et Y, _,u, une série de K. On suppose que u, =
= = n—-+0oo
O(ay,).
1. Sila série 3, an converge, alors Y., u, converge, et >y . | Uk Nt @) (Z,;:ion+1 ak)’ c’est-
a-dire R,(u) = O(R,(a))
n—+o0
2. Si la série oy, diverge, alors Y7 cur = OO _ i), ouS,(u) = O(S,(a)).
Zn>0 n ge, Z}c:o ko o (Zk:o k) n(u) At (Sn(a))

Démonstration :

1. On sait déja qu’alors ano u, converge absolument.
Par ailleurs, il existe A > 0 et ng € N tels que Vn = ng, |u,| < Aay,.

+ + +
S ] € S el < D% A,

c’est-a-dire Vn = ng, |Rp(u)| < AR, (), donc Ry, (u) i O(Rp()).

n

Donc, pour n = ng,

2. Tl existe toujours A > 0 et ng € N tels que ¥Yn = ng, |uy| < Aa,.

Donc, pour n > ng :

n

S

n

<l Y < Sl A Y (2.10)
k=0 k=0

k=0 k=no+1 k=no+1
Comme Y} . «a, diverge, il existe n1 > ng tel que D7 o Jug| < AL o
Ainsi, pour n = ny, |S,(u)] < 245, (a).
Donc Sj,(u) T O(Sn(a))
Théoreme :
Soit Y, -, @n une série a termes réels positifs, > _,u, une série de K telle que u, = o(ap,).
= = n—+00
1. Si }},oon converge, alors Y, _, u, converge absolument, et R, (u) = o(Ry ()
= = n—+00

2. Si D}, >(n diverge, alors S, (u) = o(Sp(a))
= n—-+0o0

Démonstration :

Méme que précédemment en remplacant « 34 > 0 » par « Ve > 0 ».

Equivalence
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III. SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Théoreme :
Soient >, o u, et X, o, v, deux séries de K dont I'une au moins est a termes réels positifs et telles

que Uy, ~ Up.
n—-+0o0

Alors ces séries sont de méme nature, et :
1. Si elles convergent, R,(u) ~ R,(v)
n—-+o0

2. Si elles divergent, S,(u) ~ Sp(v).

n—-—+0o00

Démonstration :
Supposons que Y} -, up est a termes positifs. Alors v, — uy, = o(Unp).
> e
Donc :

1. Si 3},>( un converge, alors >, _,u, — v, converge, donc », v, aussi.
De plus, R,(v—u) T o(Rp(u))

Rn(”)_Rn(“)
Donc R, (v) e R, (u)

2. Si Y} ~oun diverge, alors S, (v —u) = o(Sy(u)).

n—-+0o0

Donc S, (v) > Sn(u), et 3 -, vn diverge.
n——+400 =

Application : lemme de Césaro :

Théoréme :

. . . . 1 n
Si (tn)nen est une suite de K qui converge vers [, alors la suite v,, = T D k—o Uk converge vers .

Démonstration :

On compare D} —gu, —let 3>, o 1:

u, — 1l =o0(1) (2.11)
Dinso L diverge
Ainsi, > (ugp — 1) T o(Xp_o1)
Soit (n%rl Yo uk> -1 = o(1).

Théoréme :

Si (un)nen est une suite réelle tendant vers +o0, alors v, = n%‘_l ZZ:O uy, tend vers +oo.

Démonstration :

11 existe ng € N tel que Vn = ng, u, = 0. Alors :
Yn = ng, u, =0
1=o0(un) (2.12)

Dins0 Un diverge

Ainsi, on a :
M1 =0 ( > uk> (2.13)
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CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES. COMPARAISON D’UNE SERIE ET D’UNE INTEGRALE

o(Xr_ouk), doul = ofvy)

n—-+0o0

Donc Y 41

n—>+oo

Comportement asymptotique des séries de Riemann

Soit > 0. Alors f:[l,4+0] — R est décroissante.

t — —

tOé
1
1 no1 1 s L
Donc Vn > 2, -5 < Sn—l & dt < oD 1 . Comme — e 7@ “ Ty on a, d’apres le théoreme des
n
1 1
gendarmes, =5 ~ —dt

n" n—s4o00 n—1 t

Ces deux suites u,, = = et v, = S L dt sont & termes réels positifs. D’ot :
n—1 t&

11—

n n
n 1 1 41— ~
o SlOé<1 on a : Zk 1kan4>+OOJ\ 7dt tSl tc‘dt |: t 0{|1n*>+w1_a

nla
Donc
Zklk TL*H*OOl—O[
eSia=1lona:Y, ¢+ ~ Inn

n—-+o0

+0
1
e Si a > 1, les séries convergent, et Zk bl kla + J ta dt
=10 Jnta
1

1 ~ —
n—+w0 (o — 1)ne=1’

Donc Zk ntl RS

IV Comparaison d’une série et d’une intégrale

Cas d’une fonction positive décroissante

Soit f: [0,+00]— R une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.

On veut comparer la nature de la série >} _; f(n) et de l'intégrale ;_OO f(t)dte.

On pose, pour tout n € N*, w,, = SZ—1 ft)ydt — f(n).

Pour ne N*, ona f(n) <§' | f(t)dt < f(n—1)

Donc 0 < w, < f(n—1) — f(n).

La série )} -, wy, est donc & termes positifs, et Sy, (w) = > wp < X, (f(k—1) — f(k))
Soit S (w) < £(0) — f(n) < £(0)

Donc Y, wy, converge, et de plus Y, wy = §5 f(t)dt — D7, f(n).

D’ou le théoreme :

Théoréme :
Soit f: [0, +o0[— R une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.
Alors :
1. La série de terme général w, = §" | f(t)dt — f(n) (définie pour n > 1) converge.
2. La série }; _ f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [0, +c0[ (c’est-a-dire que la

suite (§; | f(t)|dt) Loy converge), et dans ce cas :

—+00

+o©
Z Wy, = fydt— > f(n) (2.14)
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Cas d’une fonction de classe C!

Soit f: [0, +o0[— R une fonction de classe C! telle que f’ soit intégrable sur [0, 4+-o0].
Posons, pour n € N*, w,, = {"_ f(t)dt — f(n).
On a alors :

wn = [(t—n+ DO, j (t—n+ D)f (B dt— f(n) = - f (t—n+ 1) f/(2)dt

n—1 n—1
Done [w,] < §*_, [£/(t)] dt
Et Yy lwel < § 1F/()] de < §57° 1f ()] .
Donc la série D} -, wy est absolument convergente.

D’ou le théoréme :

(2.15)

Théoréme :

TR At — 5 f(n)

Soit f: [0, +o0[— R une fonction de classe C! telle que f’ soit intégrable sur [0, 4+-o0[. Alors :
1. La série de terme général w,, = §" | f(¢)dt — f(n) (définie pour n € N*) converge absolument.

2. Side plus f est intégrable sur [0, +-c0[, alors la série }; _ f(n) converge, et dans ce cas Z:iol wy, =

Exemple : la constante d’Euler

Soit f:[0,40] — R , positive, continue et décroissante.
t -
1+t
Alors la série de terme général w,, = S: 1 1}H dt — H—n converge.
n _(m n+1l 1
Et > 1wk—go 1+t Zk 11+k =In(n+1)—->,5 7 +

On pose alorS’y—l—Zk 1 Wk
Ona0<Y Hw,<f0)=1
Donc v € [0; 1], et

=lnn+v+o(1)

D=
El e

>
Il
—

(2.16)

Valeur approchée : v = 0,577.

V Exemples de séries semi-convergentes

Cas des séries alternées — critére de Leibniz

Définition :

On appelle série alternée toute série ano uy, & termes dans K telle que (—1)"u,, soit de signe constant.

Si ce signe est positif, on a Vn € Nyu, = (—=1)"|u,|, et si ce signe est négatif, on a Vn € Nju,, =

(_1)n+1‘un|-
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Théoréme (critére spécial des séries alternées) :
Soit ano uy, une série alternée.

Si la suite (|unl),,oy est décroissante de limite nulle, alors la série converge.

Démonstration :
On suppose par exemple que Vn € N, (—=1)"u,, > 0.
On étudie la suite S, = >;_ ug, ou plutdt (S, )nen €t (S2p41)nen
o Son — Sont2 = —Uzny1 — Uznt2 = [Uznt1| — [uznia] = 0.
Donc (S2,)nen est décroissante.

o Sont1 — Sonts = —Usni2 — Uznt3 = |[Uuants| — [Uanqa| < 0.

Donc (S2,41)nen est croissante.

o Sop — S2n+1 = —U2p4+1 = \U2n+1|

Donc Vn e N, So,, = Sop41, et Sap — Sont1 0.

n—-+0o0
Les deux suites sont donc adjacentes, et convergent vers une méme limite S.

Donc (S, )nen converge vers S.
Exemple :
n—1

- -1
La série ), % converge.

Information sur la convergence de Y}~ u, (toujours avec (—1)"u, > 0) :
e VYneN, Sy 11 <5< Sy, donc VneN,S e [(Sy, Snt1)]
(I(w )] signifie min(z, ), max(z, y))
e VneN||R,| =[S — Sn| <|Sn — Snti1l| < Jtnt1]
e S >=5) =|ug| — |ui| = 0. Donc S est du signe de ug.
(Dans le cas d’une série tronquée, S est du signe du premier terme)

Remarque :

La réciproque du théoréme est fausse :

oz sin=0 mod 2
Uy = (2.17)

—= sin=1 mod?2

D=1 Un est absolument convergente, mais ne vérifie pas le critere de Leibniz.

Exemples d’utilisation de groupements de termes

Exemple 1 Soit ] u, avec u, = (T_L}r); ounzeC\Z_.

Méthode 1 On note U,, = ZZ:O ug. Pour n € N, on pose v, = ugy, + Uon41-

1 1 _ 1
Alors Un = 2n+z 2n+1+z = (2n+z)(2n+1+z2)
Ainsi, |v ~ —— donc v, est absolument convergente.
ol g done Zuson :

Soit Vi, =X _qvk et V = Z:fo Un

Alors V,, = Uy 41, donc Uspqq

|4
V.

n—+0o0

De plus, Usy, = Usp41 — U2n41
n—-40o0

Donc (Up,)nen converge.
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Méthode 2 On note pour n € N, w,, = uy, + Upt1-
1

— 1 ~

Alors |w,| = |(n+z)(n+1+z) ‘ et 2

Donc )}, wy converge, disons vers W.

n
Pour n e N, on a w, = 3, _ (U + k1) = 2D Uk — Up + Unt1

Donc U,, = %(wn + Uug — Unt1), €t Uy - %(W + ug).
Exemple 2 Soit >} -, u, ol u, = cos (%”n) X %

1 sin=0 mod 3
. (27 _
On a : cos (?n) =
—1 .
= sinon
On pose alors v, = usp + Usp41 + Usnto pour n > 1

Ainsi,

1 1/2 /2 1 (1 1/2 1/2)

U3y T 3n+1 3n+2 3n g 1+ 2

(b o) 2o )0

- ,
Donc Y}, vn converge, et on vérifie qu'alors ), _,u, converge..

(2.18)

Exploitation de développements limités

Exemple 1 ), _,uy oll u, = Sl DIy C\Z-_.

n+z ?

Rappel :

Pour une variable complexe u,

2
1_%“ :17u+ugo(|u\) (en effet, H%u =1-u+1L)

=D ) (=D z)) = &=D°
Donc u, = ~— (Hﬁ)_ — (1+nﬁo+oo(n)) n o T

- (—p"
Or, lasérie 3}~ ~——

(52)-

converge (critere de Leibniz), ainsi que la série Y, up, —

n—-+0o0

(_Tll)” (Domination)

Donc ). un converge.
Exemple 2 S S 3} L
xemple D1 Jrr T On pose un = et
Déja, pour n = 1, y/n > (—=1)", donc (uy, )nen est bien définie.

Pour n > 1,0n a :

-l o (1)

(2.19)

n3/2

Donc Y, uy diverge (car sinon Y, _, + convergerait aussi)

. (=™
Att : ~
ttention : On a pourtant u, nho

En général, si on a deux suites u et v telles que |u,| ~ |v,| et |v,| est décroissante, on n’a pas pour
b )

, terme général d’une série convergente.

autant |u,| décroissante, méme a partir d’un certain rang.
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Transformation d’Abel (hors—programme)

Idée : Intégration par parties discréte On cherche a calculer > ayby.
On pose B,, = >/'_ bi.

PourneNetp>=n-+1,ona:

P P P P p—1
Z apby = Z ayp By — Z apBr_1 = Z ap B — 2 ax+1 Bk
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n
p
= Z (ak — ak+1)Bk — an+1Bn + Clp+1Bp (220)
k=n+1
P
= [ap+1Bp - an+1Bn] - Z (ak+1 - ak)Bk
k=n+1

Application (Théoréme d’Abel) :
Soit (ax)r=0 une suite réelle décroissante de limite nulle, et (b )r=0 une suite de K telle que (3_ bx),,

soit bornée. Alors la série )}, -, arby converge.

=0

Démonstration :

On va vérifier le critére de Cauchy.
Posons B,, = Y/ bi, et M >0 tel que Vn e N,|B,,| < M.
Alors, pour ne Net pe N :

n+p n+p
Y5 arbi| < lantpr1Buspl + lans1Bal + D) lanes — axl| Byl
k=n k=n+1
ntp (2.21)
(@ngpy1 + ang1) M + M Z A — Ok41

k=n-+1
=0n4+1—=0n+p+1
Clest-a-dire |R,, | < 2Mayn41
Or, lim,,_, 1 a, = 0, donc pour tout € > 0, il existe ng € N tel que VYn = ng,2Ma, 11 < €.
Donc, si n = ng et pour pe N, |R,, ,| <e.
Donc } ;- arby converge.

On pouvait aussi simplement remarquer que, pour tout p € N :

P

/4
2 apbr = ap+1Bp —a1By + 2 (ak — ak+1)Bk (222)
k=1 k=1

=O(ak—ak+1) terme général
d’une série convergente

VI Application

Développement décimal d’un réel

Définition :

Soit x € R+.

On appelle développement décimal de = toute suite (dy,)nen telle que :
(1) doeNet Vn > 1,d, € [0,9]

+0 d, _
(2) 2o 1ox =2
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Remarque :

Si (dp)nen vérifie , alors Vn > 1, 1[107;, < 10", donc la série converge bien.

Existence On pose, pour n € N, u,, = E(10™z), et

Alors :
1. vne N,d,, e N...
Pour n € N* u, < 10"z < u,, + 1,
Soit 10u,, < 10"tz < 10u,, + 10
Donc 10u, < upy1 < 10w, +9.
Dot 0 < dpy1 < 9.

2. Montrons par récurrence que u, = ZZ:O dp10mF,

e ug = dp.
o Siu, =>,_,dp10"* pour n € N, alors :
n n n+1
Uns1 = dng1 +10 D dpl0"F =dyiy + Y dpl0"TF = YT dy10m (2.23)
k=0 k=0 k=0

Ce qui acheve la récurrence.

n n 1 ; 1 n dy
Or, on a u, < 10"z < uy, + 1, donc g5 < @ < {g= + 157, S0t T — 57 < Di_g 1oF < T
AN _ \1t0 dg 5 N PR
=0 di .
Dot w = >/~ 7a% d’apres le théoréme des gendarmes
Définition :

On dit que z € R est décimal s'il existe (a,n) € Z x N tel que x = 155

Etude de I'unicité Soit = € R admettant deux développements décimaux (dy, )nen €t (€n)nen-

Soit p = min {n € N,d,, # e,}. On va supposer par exemple que d, < e,.

_ ‘0 d, __ +00 e,
Onax =2, = 2n=o 10"
+0 d, __ +0 ey, d, +00 en
Donc Z n=p 10" — Zan=p 107’ soit Zn =p 10"—P — Lin=p 1077
Donc
+00 d
d+210np_p+210np (2'24)
n=p+1 n=p+1

_ _9/10 _ _
Or, >, = p+1 10n E \Zn =p+1 10n Ton—p — I-1/10 L, eth =p+1 o5 =0, et dp <ep— 1.

D’apres 1’égalité (), ces trois inégalités sont des égalités.

dn =9
Donc e, =d, +1,et Vn = p+1,
e, =0
En particulier, x = :OOO g est décimal, et on écrit :

T =do,dy...dy99...
oo (2.25)

IL':do,dl...epOO...
Réciproquement, tout nombre décimal admet exactement deux développements décimaux.
Définition :
On appelle développement décimal propre de x € Ry son unique développement décimal qui n’est pas

stationnaire a 9.
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Remarque :

Si x admet un développement décimal stationnaire & 9, alors x est décimal.

Formule de Stirling On cherche un développement asymptotique de In(n!) = >, _, Ink.

On consideére la fonction f: [1,4+0] — R
t — Int

C’est une fonction de classe C! (méme C*), mais f’ n’est pas intégrable sur [1,+o0[. On pose w,, =

§"_, f(t)dt — f(n) pour n > 2.
Ona: Yy sw,={Intdt =) ,lnk=nlnn—n+1-Innl
Par ailleurs, en faisant une intégration par parties :

w, =[t—n+1)f)_, — Jn (n—t+1)f'(t)dt — f(n)

n—1

:_Jn (n—t+1)f'(t)dt

n—1
2.26)
t—n+1)2 " " (t—n+1)? (
2 n—1 n—1 2
1 1M —(t- 1)?
- 4 ‘[ —(t-n+1)° dt
2n - 2 J,4 2
On pose z, = §_, (t_::jl)z dt.
Alors 0 < z,, < 8271 t% dt < ﬁ, donc Y} -, ¥, converge.
Ainsi,
n _1 n 1 n _1 n 1 n
Lowv=g | Lpthe) =5 | Lyt Lo
k=2 k=2 k=2 k=1 k=2 (2.27)
1 T .
=— (lnn—i—fy— 14+0(1)+ Z J:k—i—o(l))
2
k=2
Donc nlnn—n+1—Inn! = 3 <1nn+fyf 1 JrZ::;zk +0(1))
On pose Kzl—i—%—%—i—%zzzxk.
Donc Inn! =nlnn —n + %lnn—i—K—&—o(l)
Soit : n! ~ n—\/ﬁeK.
n—-+ow e
Calcul de ¢X On pose, pour ne N, I, = So% sin” z dz.
Alors, pour n > 2,
3 = 3
I, = J sin” zdz = [~ coszsin™ ! :z:](;“ +(n— 1)J cos? zsin" 2 xdx
0 . . 0 (2.28)
2 2
=0+ (n— 1)J sin" 2 xdr — (n — 1)J sin"zdz = (n—1)I,—2 —(n—1)I,
0 0
Donc I,, = "T_lln,g.
0 ¢ ’ v N. Lo — 2n)! x T _22n(nh)?
n montre par récurrence que Vn € N, Iy = gz 5 et Jant1 = oy
Ainsi,
2n
C) " ek T
Iy, ~ —e Y2 o T (2.29)
n—-+0m 92n (%”L’\/ﬁel() 2 n—+w eK\/2n
Et )
I 22’!L (Zi:’\/ﬁel() eK+1 eK (2 30)
2n+1 = = ~ oy ~ .
n—+w (271:2}L)f1 tt V20 + ek n—+o (1 + %)2 +1 /20, P 24/2n
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Or, la suite (I, )nen est décroissante. Donc Is,, = Iop+1 = Iopte, done EKL ~ c’est-a-dire

oK
20 notw 24/2n
K =27, ou X = /2.

. n\"™
Ainsi, |n! ~ 2mn <7)

n—-—+0o0

Espaces ['(K) et [*(K)

Théoréme, définition :
On note I'(K) I'ensemble des suites (un)nen € KV telles que la série Y, [un| converge. Alors I'(K)

est un K-ev.

Si de plus on note Nip:I'(K) — R , alors N7 est une norme sur le K-ev 1 (K).
+
n=0

Démonstration :

Déja, I1(K) = KV et 0 € I}(K), donc I}(K) # &.
Soient maintenant A\ € K, u, v € I* (K).
Alors, pour tout n € N,

n

DT g A v <A Junl 4+ D okl < AN (u) + Na(u) (2.31)
k=0 k=0 k=0

Donc Y, o [Atn + v,| converge, donc Au + v € I*(K).

De plus, Ny () = 330750 [Mue| = [A[N1(u), et Ni(u+v) = 3.7 [ug + ve| < Ni(u) + Ni(v).
Donc I*(K) est un sous-espace vectoriel de KN, et de plus on a clairement Yu € I*(K), Ny (u) > 0.
Soit maintenant u € [*(KK), supposons que Ni(u) = 0.

Alors Vn € N, u,, = 0, donc N; est une norme sur ! (K).

Théoréme, définition :
On note 1?(K) 'ensemble des suites u de KN telles que Y}~ |un|? soit convergente.
Alors 12(K) est un K-ev.
On note {-|): *(K) — K
+o0
(u,v) — Z U Un
n=0
Alors (|-) est un produit scalaire, et on note Ny sa norme euclidienne associée.

(On verra plus tard ce qu'est un produit scalaire sur un C-ev)

Démonstration (avec K = R pour le produit scalaire) :
e Déja, 12(K) est une partie non vide de K.
e Soient A € K, u € I>(K). Alors clairement Y}~ |Aun|* converge.
e Soient u,v € I*(K).
Alors Vn € N, |uy + vp |2 < Jun|? + 2|un|[vn] + v |? < 2|un|? + 2|v, ]2
Donc Y3~ [tn + vp|?* converge.

e Ainsi, [2(K) est un sous-espace vectoriel de K
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e De plus, 'application (:|-) est bien définie et est un produit scalaire :

Soient u,v € I2(R).

Alors Y~ Uinv;, converge :

ST laken] < L300 fupl® + 1 Yo [onl? (car pour (a, 8) € B2, aff < L(a? + 52))

Soit Yp_o [arvk| < 5 202 lukl® + 5 202 vel?

D’ott la convergence. De plus, (ulv) < 2{ulu) + 1(v|v) < $(Na(u)? + Na(v)?)
o Elle est symétrique : ZZSO Up Uy, = Zﬁi% Uy,
¢ Linéaire par rapport & la premiére variable : ;i% (A, + vp)w, = A szo Uy, W, —l—zzfo VpWn
o Positive : 3% u2 > 0.
o Définie positive : Y/ u2 =0 = Vne N,u, = 0.

Vocabulaire :

e N; s’appelle la norme de la convergence en moyenne
e N, s’appelle la norme de la convergence en moyenne quadratique.
e L’espace I*(K) est appelé 'espace des suites sommables

e L’espace I2(K) est appelé l'espace des suites de carré sommable

VI1I Familles sommables

Probléme Soit I un ensemble, (e;);e; une famille d’éléments de K.

Comment définir ;. _; o; avec de bonnes propriétés ?

Famille de réels positifs

Définition (sommabilité) :

Soit I un ensemble, et (a;);er une famille de réels positifs. On note Py(I) 'ensemble des parties finies
de I, et, pour J € Py(I), sj(a) =D,/ .

On dit que la famille (a;);er est sommable lorsque {s;(a),J € Py(I)} est majoré, et on pose alors
sp(a) =Y = ZJEPf(I) sy(a)

Si (;)ier n'est pas sommable, on pose alors ., ; o; = +00.

Définition :

On appelle support de (;);er 'ensemble supp(a) = {i € I, a; # 0}.

Théoréme :
Si (@)ier est une famille de réels positifs, alors :

(ei)ier est sommable si et seulement si ()iesupp(a) €St sommable, et dans ce cas, >, ;o =

Ziesupp(oc) Q.-

Démonstration :
Si (@;)ier est sommable, de somme S, alors pour tout J € Py(supp(«)), J est aussi une partie finie de I,

donc sy(a) =D .., 04 < S.
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D’out la sommabilité de (a;);esupp(a)s €t Ziesupp(a) a; < S.
Supposons maintenant que (;)iesupp(a) €st sommable, de somme S.

Pour J < I fini, J n supp(«) est finie, et :
Z Q; = 2 o; + Z a; = Z (677 (232)
e i€J nsupp(a) i€J\ supp(a) i€J nsupp(a)

Done V.J € Pr(I), Yic s @ < Yicsupp(a) ¥ = S

Donc (;)ier est sommable, et ., a; = SUD je p; (1) Diey i < S.

Théoréme :

Si (a)ier est sommable, alors supp(a) est un ensemble au plus dénombrable.

Démonstration :

Pour n e N, on pose J, = {z el,a; > %} o S est la somme de (a;)ier.

Alors pour tout n € N, J,, est une partie finie de I, et #J,, < 2™.

En effet, dans le cas contraire, .J,, contiendrait une partie & de cardinal 2", et on aurait »;,_, o; >
2”% = 5, ce qui est impossible car S = sup jep, (1) Djes Vi

De plus, pour i € I, si o; > 0, alors il existe n € N tel que a; > 2%

Donc supp(a) = [J,,ey Jn» donc supp(a) est au plus dénombrable.
Remarque :

En pratique, on aura alors I = N ou Z ou N2.

Familles dénombrables de réels positifs

Théoréme :
Soient I un ensemble dénombrable, («;);c; une famille de réels positifs, (J,,)nen une suite croissante de
parties finies de I telles que I = |, .y Jn (on notera J,, 1 1)

Alors (o )ier est sommable si et seulement si (s, (@))nen admet une limite, auquel cas Y, a; =

limy,— 40 Zie‘]n Q;.

Démonstration :
Si Y =5 <+w,alors, pour ne N, sy (o) < S.

De plus, comme J,, < Jypi1, on a sy, () < sy,,,(a). Donc la suite (s, (a))nen est croissante et
majorée, donc converge et lim,, ZZ—EJH a; <8

Supposons maintenant que (s, (@))peny admet une limite L.

Montrons déja un lemme :

Lemme :
Soit K € P¢(I), alors il existe n € N tel que K < J,.

En effet : Pour tout i € K, comme I = | J Jn, il existe n; € N tel que i € J,,.

neN

Posons alors n = max;ex n;. Pour tout 4 € K, on a alors n; < n, donc ¢ € J,,, < J,,.

Donc K < J,,.
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Maintenant :
Soit K € Py(I). Il existe alors n € N tel que K < J,,, et on a alors si(a) < sy, ().
Comme (s, () )nen converge, on a sk (a) < L, et supgep, (1) Sk (@) < L < +o0.

Donc (a;)ier est sommable, et ., a; < L.

Théoréme :
Soit (a;)er une famille dénombrable de réels positifs, et ¢: N — I une bijection.

Alors (a)ier est sommable si et seulement si la série Y] a, () converge, auquel cas Y., a; =

—+00
n=0 alp(") :

Démonstration :
On applique le théoréme précédent avec J,, = {o(k), k € [0,n]}.

On a alors les équivalences :

i€y

(i)ier est sommable <= (Z ai> est majorée
neN

— (Z aw(k)> est majorée (2.33)
k=0 neN

— Z Qy(n) CONVerge
n=0
; +
Auquel cas Y, ;o = limy,qo0 Do Qo) = Domep Cp(n)-
Corollaire :
Soit ano ay, une série a termes positifs, et p: N — N une permutation de N.

Alors 3}

n=0 Qn converge si et seulement si ] o a(n) converge, et dans ce cas :

+o0 +o0
Z Q= Z Qp(n) = Z o (2.34)
n=0 n=0

neN

Théoréme :

Si (a)ier est une famille sommable, et si J est une partie de I, alors (a;)es est sommable, et »}._; a; <

Dier Qi

Démonstration :
Pour tout K € P¢(J), on a K € Py(I), donc D, o < Y. ; oy, puis en passant a la borne supérieure,

ZieJ Q; S Ziel Q.

Familles sommables de R ou C

On note ici K =R ou C.
Définition :

Soit (u;)ier une famille d’éléments de K. On dit que cette famille est sommable lorsque ,_; |u;| < +c0.

Remarque :

La famille (u;);er est alors a support au plus dénombrable, on supposera donc I dénombrable.

MP Mathématiques 21
Suites et fonctions



VII. FAMILLES SOMMABLES CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Théoréeme, définition :
Soit (u;)ier une famille sommable de K. Soit (J,)nen une suite de parties finies de I telle que J,, 1 I.

Alors :
(1) La suite (s, (u))nen est convergente.

(2) Sa limite ne dépend pas du choix de la suite (Jp)nen, on la note >}, u;.

(3) On ade plus | > ;c; wil < Dy |wil.

Démonstration :

Comme [ est sommable, (Ju;|);er est sommable dans R.
Donc la suite (s, (Ju|))nen converge, et est alors de Cauchy :
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que Vn > ng,¥pe N, sy, (|u]) — s, (Ju]) <e.

Soient donc n = ng et pe N :

|3Jn+p(“) - 3Jn(u)| = Z Ui — Z Ui| = Z u;| car J, < Jnqp

1€Jntp i€Jp 1€Jn4p\In (235)
< ) il = s, (ul) = sa,(ul) < e
i€Jntp\Jn

Donc la suite (s, (u))nen est de Cauchy, donc converge.

Soit (K, )nen une autre suite de parties finies telle que K, 1 I.

On note S = lim,_, 4 s, (1) ; montrons que sk, (u) P S.

Soit £ > 0, et ng € N tel que Vn = no,Vpe N, sy, . (Ju]) — s, (Ju)) <5

En particulier (calcul précédent), Yn = ng, |S — s, (u)] < 5.

D’apres le lemme vu dans la sous-section précédente, il existe n; € N tel que Yn = nq, J,, < K.
De plus, pour n > n4, il existe p € N tel que K,, © Jp,4p

Dot [sk, (u) = S| < [sk, (u) = 54, (W] + |54, (u) = S| < ek \Jug Uil + 5 < Xies, oy [0l +
5<e¢

Ainsi, on a trouvé n; € N tel que ¥n = ny sk, (u) — S| <e

conséquence du calcul précédent :

|57, (W) < s, (Ju]) et, par passage & la limite, [, ui| < Xey |uil

Théoreme :
Soit (u;)ser une famille dénombrable de K, et ¢: N — N une bijection.

Alors (u;)ser est sommable si et seulement si ano Uy (n) st absolument convergente, et si c’est le

_ O t®
€as, Dier Wi = 250 Up(n)-

Démonstration :

11 suffit de prendre J,, = ¢([0,n]) dans le théoreme précédent.

Corollaire :

Si (un)nen est une suite de K, et si ¢ est une permutation de N, alors Y} _,u, est convergente si et

. ) +o0 _ o
seulement si >} ) uyn) Uest, et dans ce cas, D7) Upn) = Do Un = Dpen Un-
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Théoréme :

Toute sous-famille d’une famille sommable est sommable.

Démonstration :
Soit J < I et (u;);er sommable.
Alors (dernier théoréme du @) :

Dies il < Dy |uil, done (u;)ies est sommable (car Y, ; |u;| est majoré donc converge)

Théoréme (sommation par paquet — hors programme) :
Soit (u;)ier une famille d’éléments de K, et I = Uke x Jx une partition de I indexée par un ensemble
K.

Alors (u;)4er est sommable si et seulement si :
e Pour tout k € K, (u;)ey, est sommable.
o Et (Q;cs, |uil)kex est sommable,

Auquel cas D ui = Y ey, Ui

Familles sommables indexées par Z ou N x N

Théoreme :
Soit (uy)nez une famille de K.
Alors (un)nez est sommable si et seulement si les séries >, _ un et >, _ou_, sont absolument

+0 +o0 . n
convergentes, auquel cas >, o, Uy = > 0 Up 4+ D0 T Uy = My g0 Do U

Démonstration :
On applique le théoréme de sommation par paquets & K = {0,1}, Jo =N J; = Z\N

D’ott on tire ’équivalence.

Attention : Par exemple, (uy)nez 00 1, = sinn n’est pas sommable, mais Vn € N, ZZ: ug = 0.

—n

Théoréme (Fubini) :
Soit (Un,p)(n,pjenxn une famille de K. Les propositions suivantes sont équivalentes :
L. (Un,p)(n.p)enxn est sommable

;. o0
2. Pour tout n € N, la série >, _, un p est absolument convergente, et, en posant s, = Z::o [t pl,

p=0

la série Y} - s, est convergente.

3. Pour tout p € N, la série }; -, up , est absolument convergente, et, en posant o, = Z:ioo [t pl,

la série szo op est convergente.

De plus, si ces propositions sont vérifiées, Z(np)eNxNun,p = Ifo( ;:%un,p) =

+o0o +o0
p=0 ( n=0 un7p> :
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Démonstration :

C’est un cas particulier du théoréme de sommation par paquets.

Exemple d’application Pour a > 1, la série ) _, ;5 converge, et on pose {(a) = :ool —L (fonction

Zéta de Riemann). Pour p > 2, on pose u, = {(p) — 1. La série 3, _, u;, converge-t-elle ?
Etude :
Si la série converge, alors la famille (n )n>2 est sommable.
p=2
On peut donc appliquer le théoreme de Fubini :

+0 o [t to (4o R T 1
w3 (5e)- S (0e) -SR-S ew

p=2 \n=2 n=2 \p=2 n=2

Maintenant :

1 1
p=2 nP = n(n—-1)"

Pour tout n > 2, la série de terme general o5 converge, et Z

De plus, >3 .- m converge vers 1.

Donc d’apres le théoréme de Fubini, (%)7@2 est sommable, et les calculs vus dans 1’étude on bien
p=2

un sens; donc la série }, _, {(p) — 1 est convergente.

Produit de Cauchy

Définition :

Soient u,v € KN. On appelle produit de Cauchy de u et v la suite w définie par :

VYneN,w, = Z UpVp—f = Z Uplq (2.37)
pt+q=n
(p,q)eN?

On note alors w = u * v.

Théoreme :
Soient Y] o un €t Y, -, v, deux séries absolument convergentes. Alors la série »; - (u * v),, est abso-

lument convergente, et :

n:O n=0 p+q=n
(p.q)eN?
Démonstration :
On étudie la sommabilité de (upvg)n>2 :
p=2
+oo _ +oo
e Pour pe N, 3 _u,v, est absolument convergente, et > [uyvg| = |up| 250 [vg]-
De plus, la série 3., (|up| Z |vq|) est convergente, de somme Z;;OOO [up| x Z;;O% [vgl

Ainsi, d’aprés le théoreme de Fubini, on a :
40 /40 +o0 400 +0o0 +00
Z Uplg = Z (Z upvq> = Z Up (Z vq> = <Z vq> (Z up> (2.39)
(p,q)EN? p=0 p=0 q=0 q=0 p=0

e Calculons maintenant cette somme au moyen de la suite (.J,)nen de parties finies de N? définie par
Jn ={(p,q) e N?,p+ ¢ < n}. On a alors J, 1 N2
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T 1 n _ +o0
Done 3}, yyenz Up¥q = iMnio0 D5, ye . UpPq = limpjo0 (Zk:o Yopta—k upvq) => 7 (uxv),

Donc déja »; ~ (u *v),, converge.

e Par le méme raisonnement, on a Z |upvg| = My oo Do Doy g [UpVg| = 2 | (w0 0)i|
(p,q)eN?
M_\/_
fini
Donc }}. - (u * v), est absolument convergente.

_—

Exemple :
exp: (C,+) — (C*, x) est un morphisme de groupes :

e exp(0) = :fo % =1

e Soient a,b e C.
Les séries ano Uy, et ano Uy, OU Uy, = % et v, = % sont absolument convergentes.
Donc )}, - wn ol w = u * v est absolument convergente, et Z:fo Wy, = ( :fo un) (ZZZ)O vn>.
Or, pour n € Nyw, = > _, %’:(i’l%,:), =0 %C’,’jakb”_k = %(a +b)™.
Donc par passage a la limite, exp(a + b) = exp(a) x exp(b).
e De plus, pour a € C, on a :

exp(a) x exp(—a) = exp(0) = 1, donc exp(a) # 0.

Ainsi, exp(C) < C*, et exp est bien un morphisme.
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