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Chapitrel : Ensembles
dénombrables, topologie de R,
suites numeériques

I Ensembles dénombrables

A ) Propriétés élémentaires de N, ensembles finis

Voir cours de sup

B) Ensembles dénombrables

Définition :

de E dans F.

e On dit qu’un ensemble E est dénombrable lorsqu’il est équipotent a N.

e Soient E et F' deux ensembles. On dit que F et F' sont équipotents lorsqu’il existe une bijection

Exemple :

e N est dénombrable
e pN ot p € N* une bijection de N dans pN étant n — pn.

e N x N. En effet, I'application f:NxN — N est bijective.
(n,p) — (2p+1)2"

Théoréme :
Un ensemble I est dénombrable si et seulement si I est la réunion d’une famille croissante de parties
finies, non stationnaire.

C’est-a-dire : I est dénombrable <= Il existe une famille (J,)nen de parties finies de I telle que :

e Vne N J, c Jop1

b I:UnENJn
eVneN,J,cletJ, #1

Démonstration :

= Comme I est équipotent a N, on peut supposer que I = N.
Posons J,, = [0,n] pour n € N.

Alors J,, est fini, J,, © Jy41, I = N= |, 5 Jn et enfin (J,,)nen n'est pas stationnaire.

neN

<= Supposons 'existence d’une telle famille (J,)nen, mais strictement croissante.
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I. ENSERIBIRS DENGHBBABEENOMBRABLES, TOPOLOGIE DE R, SUITES NUMERIQUES

On note a,, = card(J,,) (noté aussi #J,,), Ko =Jo et b, = #K, =a, —an_1
K, = J\Jn-1
Ainsi, pour tout n € N; il existe une bijection f,: [1,b,] — K,
On définit I'application g: N* — I par :
g(n) = frr1(n —ag), o, pour n € N, on a noté k = min{i € Nyn < a;11}
(Ainsi, ax < n < agq1, donc n — ag < agy1 — ax = bry1 donc g est bien définie)
Alors :
¢ g est injective :
Soient n,n’ € N, supposons que g(n) = g(n').
Soient k, k' tels que ar <n < apy1 et apr <n' < aprgq.
Alors g(n) = fry1(n —ay) € Kpy1 et g(n') = fog1(n' —ap) € Ky
Alors k = K/, car sinon, comme les K, sont disjoints, on aurait g(n) # g(n').
Donc fri1(n—ar) = g(n) = g(n') = fry1(n' — ax)
Soit, comme fiy1 est injective, n = n’. D’ou Uinjectivité de g.
o g est surjective :
Soit x € I. 1l existe donc i € N tel que x € J; ; posons k = min {i € N,z € J;}
Ainsi, x ¢ Jy_1, et donc z € Jp\Jp—1 = Ky,
11 existe donc j € [1,bx] tel que = = fi(j).
Et on a alors g(ax +j) = fr(ax +Jj —ax) = fu(j) ==
D’otu la surjectivité de g.
Si maintenant la famille (J,,)nen n’est que croissante, on a toujours le résultat en « retirant »
les termes en double, ce qui ne mettra en défaut aucune des hypotheses.
Ainsi, par exemple :
e 7 est dénombrable

e Q est dénombrable, avec J,, = {%eQ,peZ,qu*,p/\q:1,|p|+q<n+1}

e Toute partie infinie de N est dénombrable.

Théoréme :

Soit E' un ensemble. Il n’existe aucune surjection de E sur &(E)

Démonstration :
Supposons qu’il existe une telle surjection f: E — Z(E).
Notons A ={z € E,z ¢ f(z)}. Comme f est surjective, A posséde un antécédent a par f.
Si a € A, alors par définition, a ¢ f(A) = A, ce qui est contradictoire.
Donc a ¢ A, c’est-a-dire que a € f(A) soit a € A ce qui est aussi contradictoire.
Donc f n’est pas surjective.
Corollaire :

N n’est pas équipotent & Z(N).
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES DENOMBRABLES, TOPOLOUIEHSEA, B NMHES INIRIEIF ORMES

Exemple :
L’ensemble R n’est pas dénombrable (démonstration de Cantor) :
Soit (y)nen une suite a valeurs dans [0; 1]

Pour n € N, on notera (a% )) reN le développement décimal de u,, c’est-a-dire I'unique suite & valeurs

(i)
dans [0, 9] telle que u, = limy_ 4o Zle T et telle que (a%k))keN n’est pas stationnaire a 9.

La suite (uy,)nen s’écrit donc, en base 10 :

ug = 0, agl)a((f) e

uy = 0, agl)agz) e

up = 0, a,(cl)agf) . a,(fk+1) ..

bk =0 si a,&kH) #0
Soit (b)) en la suite définie par
b*) =1 sinon
Alors cette suite n’est pas stationnaire en 9. Donc (b(k))keN est le développement décimal propre de
. @)
b =limg_, o Zle %
Alors b ¢ {ug, k € N}
En effet, supposons que b = uy, ou k € N.
Alors Vi € N* p() = ag)

(k+1) _ aff“)

Donc, en particulier, b , ce qui est impossible.

Il n’existe donc pas de surjection de N dans [0, 1], et encore moins dans R.
Remarque :
R est donc un ensemble « plus grand » que N.

L’hypothése du continu affirme qu’il n’existe pas d’ensemble « plus grand » que N et « plus pe-
tit » que R. (I'existence ou la non-existence d’un tel ensemble est en effet indécidable sans cet axiome

supplémentaire)

IT Espaces vectoriels normés

Norme, distance associée

On désignera ici par K le corps R ou C.
Définition :
Soit F un K-ev. On appelle norme sur E toute application N: E — R telle que :
1. Vee E,N(x) =20
2.VzeE,N(z)=0 = =0
3. VAeK,Vz e E, N(\zx) = |\|N(z)
4. V(z,y) € B, N(z +y) < N(x) + N(y)

On appelle espace vectoriel normé le couple (E, N).

Exemple :

| | est une norme sur R. Mais | | peut aussi étre vue comme norme sur C.
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II. ESPAPIHR K ECENSENIBINGRMIBSOMBRABLES, TOPOLOGIE DE R, SUITES NUMERIQUES

Propriétés :

e La norme N est une application 1-lipschitzienne par rapport a elle-méme, c’est-a-dire :
IN(z) = N(y)| < N(z —y) (1.2)
e La norme N est convexe, c’est-a-dire :

Yt e [0;1],Y(x,y) € E*, N(tz + (1 — t)y) < tN(x) + (1 —t)N(y) (1.3)
Démonstration :

o N(z)=N(y+(z—y) <N(y)+ N -y)

Donc N(z) — N(y) < N(z —y).

Et, de méme, N(y) — N(z) < N(y —z) = N(z — y).

Done |N(z) = N(y)| < N(z —y)
e N(tx+ (1 —t)y) < N(tz) + N((1 —t)y) <tN(z)+ (1 —t)N(y)

Définition :

e On appelle distance associée a N l'application d: Ex E — R

Elle vérifie les propriétés, pour tous z,y,z € E :

1. d(z,y) =0

- d(z,y)
2. d(z,y) =0 < xz=y
- d(z,y)

w

d(z,y) = d(y,z)

=~

cd(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

e On notera dans la suite N(z) = |z|.

Définition :

e On appelle boule ouverte de centre x € E et de rayon r > 0 (E étant un K-ev normé —« evn »
Pensemble B(z,r) = {z € E,d(x,y) < r}.
On appelle boule fermée de méme centre et méme rayon I'ensemble B(x,7) = {z € E,d(x,y) < r}
On appelle enfin spheére (toujours méme centre, méme rayon) lensemble S(z,r) =
{x € E,d(z,y) =r}

e Soit A une partie de 'evn F; on dit que A est bornée lorsqu’elle est contenue dans une boule
fermée de F.
Ainsi, A est bornée <= 3z € E,Ire R¥, A< B(z,7)

e Soit A une partie de 'evn E. Alors :

A est bornée < Vz e E,Ir e R*¥ | A < B(z,r)

Démonstration :

<= ..(F étant non vide, on a le choix)
= Supposons que A est bornée. Soit x € E, r € R¥ tels que A c B(z,r).
Soit maintenant ' € E. Pour tout y € A, on a :

Ny—z)<r (1.4)

Et Nly—2') < N(y—z)+ N(z — )
Donc N(y — ') <7+ N(z — 2'). Ainsi, A © B(z,r + N(z — 2'))
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES DENOMBRABLES, TOPOLOUIEHSEA, B NMHES INIRIEIF ORMES

Définition :

On dit qu’une application f d’un ensemble X dans un evn E est bornée lorsque la partie f(X) est une
partie bornée de E. C’est-a-dire :

[ est bornée <= 3Jzr e E,Ir e R% ,Vae X, d(f(a),z) <7

Exemples

e Soit E=K" et Nj: K — R . Alors N; est une norme sur E.

(x1,22,...2,) +—> Z|xl|
i=1

e Soit E=K" et Ny: K — R . Alors N5 est une norme sur E.
(a:l,xg,...xn) —_

e Soit E=K"et Ng: K* — R . Alors N4 est une norme sur E.
(x1,29,...2y) +—> z'?[[lfff]] |z

e Soient a, b avec a < b deux réels, E = C%([a,b],R). L’application Ni: E — R est

b
;o Jlf(t)ldt

une norme sur F.
Démonstration :

o Positivité : Vf € B, {0 [f(t)|dt =0

o Séparation : soit f € E, supposons que N1(f) =0
La fonction x — |f(x)| est positive, continue sur [a, b] et SZ |f(®)|dt = 0.
Donc f = 0.

o Soit A\eR, feFE.
Alors Ni(Af) = §. IMF(@)] dt = §. INLF(8)]dt = AN ()

o Soit (f,g) € E?

b b
Ni(f+9) = f F(®) + g()] dt < J FOI+lg@®ldt < N(f) + Nig)  (L5)

e Dans E =C([a,b],R) :

No: E — R est une norme.

b 1/2
;o (f |f<t>|2dt>

e Toujours dans F = C([a,b] ,R), Nyg: f — m[a%] |f(z)| est aussi une norme.
z€la,

Suites dans un espace vectoriel normé

Définition :
Soit £ un evn, u € EN

e On dit que u est bornée lorsque u(N) est bornée.

e On dit que u admet une limite [ € E lorsque :

Ve>0,Inpe N,YyneNn>=ny = |u, —[| <e (1.6)
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II. ESPAPIHR K ECENSENIBINGRMIBSOMBRABLES, TOPOLOGIE DE R, SUITES NUMERIQUES

Proposition :

Soit £ un evn, u € EN.
1. u converge vers | € E si et seulement si (|uy, — I|)nen converge vers 0.
2. u est bornée si et seulement si (|un||)nen Vest.
3. Si u converge, alors u est bornée.

4. Si u admet une limite [, alors celle-ci est unique.

Démonstration :

Les trois premiers sont des conséquences de la définition.
Pour le 4 : Soient [,1!’ € E. Supposons que u converge vers [ et [’ distincts.
Posons ¢ = |l = U'].
Alors il existe ny € N tel que Vne Nyn >ny = |u, —1| < §
Et ng € N tel que Vne Nyn = ny = |u, —I'| < 5.
Pour k¥ = max(ni,ns), on a :

T =1"] < |l = ug| + Jup — ||, c’est-a-dire e < § + §. Ce n’est pas possible car ¢ > 0. Donc [ =1’

Théoréme :
L’ensemble & des suites convergentes dans E est un sous-espace vectoriel de EN et 'application

& — F est linéaire.
u — limwu

Démonstration :
e Déja, la suite nulle est bien dans &
e Soient u,v € &, Ue, Vs leurs limites et € > 0.

. Hun - Uoo“ <
Il existe ng € N tel que Vne N,n > ng =

N[O po|m

Jon — vl <

Alors, pour n = ng, ||(tn + vn) — (U + Vo) || < Jtn — voo| + [vn — V0| < €.

Donc u + v converge vers g + V-
e Soit (An)nen € KV convergeant vers Ao.

Soit (U )nen € EN convergeant vers .

Alors (Apup )nen converge vers Aglo.

En effet : soit L un majorant de (|A,|)nen-

Soit € > 0. Il existe ng € N tel que Vne N,n > ng = P = Aocl <& .
[un — uwl < e

Donc, pour n = ng :

HAnun - )\OOUOOH < ”)\nun - )\nuoOH + H)\nuoc - )\OOUOOH
< Anllun = ve|l +[An = Aco||uc| (1.7)

< Le +efuc| = (L + [uxl)e

D’ou le résultat.
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES DENOMBRABLES, TOPOLOUIEHSEA, B NMHES INIRIEIF ORMES

Théoréme :
Si (A\n)nen € KN et (un)nen € BN sont deux suites dont 'une est bornée et 'autre de limite nulle, alors

(Antn)nen est de limite nulle.

En effet : Supposons (A, )nen bornée. Soit L € R¥ tel que Vne N, |\,| < L.
Alors pour € > 0, il existe ng € N tel que Yne N,n > ng = |lu,| < £

Donc n = ng = [[Apun| = |Anl|unl < e.

Exemples

e Avec E = R", muni de la norme | | 4.
Alors une suite [(xgk),xék),...xgk))}keN converge vers (x{°,z3,...x) si et seulement si Vi €
1 () 0.
[t,n], 2" ———+

e Avec E = C([0;1],R) muni de la norme | |4

Soit fr: xz — z" pour n € N.
Montrons que (f,)nen est de limite nulle dans (E, || [1).

1
Pour n e N, |ful1 = §; |fn(z)|dz = %H

Donc || fp]|1 —— 0, d’ou f,, ———
n—-+0o0 n—-+0o0

Attention : (fn)nen ne converge pas ponctuellement vers 0 :

si #1, falx) ——0
noto (1.8)
maissiz =1, f,(z) P 1

La suite (fy,)nen converge t’elle dans (E, || |«) ?

On a | fulo = maxgefo;1) |2 = 1

Donc déja (fn)nen ne tend pas vers 0.

Mountrons que (f,)neny 1'a pas de limite dans (E, | |le)-
Supposons qu’elle en a une, disons g € F.

Alors, pour x < 1, |fu(2) — g(@)| < || fn — gl e 0.
Donc Yz > 1,g(z) = lim f,(x) =0

Et de plus ¢g(1) = lim f,, (1) = 1.

Donc g n’est pas continue en 1; il y a donc contradiction.

Donc (fn)nen ne converge pas dans (E, | |o)-

Remarque :

La convergence uniforme (pour | |4) implique la convergence ponctuelle :

(18 = dle = 0) = (W€l =g < Ufa—ale 0)  (9)

+o0 +00

Suites extraites, valeurs d’adhérence

Définition :
On dit que (v, )nen est une suite extraite de (uy,)nen 8'il existe une injection croissante ¢: N — N telle

que Vn € N, vy, = Uy pn)-
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II. ESPAPIHR K ECENSENIBINGRMIBSOMBRABLES, TOPOLOGIE DE R, SUITES NUMERIQUES

Remarque :
Si (vn)nen est une suite extraite de (u,)nen avec v, = Ug(n),
Et si (wn)nen est extraite de (vn)nen avec wy, = vy ),

Alors wy, = Ugoy(n)-

Théoréme :

e Toute suite extraite d’une suite bornée est bornée
e Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente, et tend vers la méme limite.

e Une suite (up)nen converge vers | € E si et seulement si les deux suites extraites (ugn)nen €t

(U2n+1)nen convergent vers cette méme limite [.

Définition :

On dit que a € E est une valeur d’adhérence de u € EV &'l existe une suite extraite de v de limite a.

Théoréme :

Soient a € E, u € EN. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. a est valeur d’adhérence de wu.

2. Ve>0,YneN,Ip=n,|u, —a| <e¢

Démonstration :
1. = 2. Soit ¢: N — N telle que a = lim,, o0 Uy (n)-
Déja, pour tout n € N, ¢(n) = n.
Soient alors € > 0 et n € N. Il existe alors ng € N tel que k = ng = |uym) —al| <e¢
Posons p = max(¢(n), ¢(ng)), m = max(n,ng) (ainsi, ¢(m) = p)
Alors p = p(n) = n, et m = ng, donc |lu, — af| = |uym) —af <e.
2. = 1. On construit ¢ par récurrence :
o On pose p(0) =0
© Soit n = 0, supposons que ¢(n) est construit.
On pose € = 54~ Il existe donc p = ¢(n) + 1 tel que |u, — af <e.
On pose alors p(n+ 1) =min{pe N,p = ¢p(n) + 1 et |u, —a|| < &}
L’application ainsi construite est strictement croissante, et, pour n > 1, [ugm) — af < 2%

Donc a est une valeur d’adhérence de u.

Théoréme :
Une condition nécessaire mais non suffisante pour que u € EV soit convergente est qu’elle admette une

unique valeur d’adhérence.

0 sin=0 mod 2
La condition n’est pas suffisante. Par exemple : u,, =

n sin=1 mod 2
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111 Topologie des espaces vectoriels normés

Voisinages

Dans toute la suite, on fixe (E, | |) un espace vectoriel normé.

Définition :

Soit a € FE, V une partie de E. On dit que V est un voisinage de a lorsqu’il existe une boule ouverte
de centre a contenue dans V.

On note alors V' (a) ’ensemble des voisinages de a.

Proposition :

Soit a € E.
(V1) E est un voisinage de a, ¢ n’en est pas un.
(V2) Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

(V3) Toute partie de E contenant un voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration :

Par exemple, B(a,1) c F
Si B(a,r) < & pour un certain r > 0, alors en particulier a € ¢, ce qui est impossible.

Si Vi,V sont deux voisinages de a, il existe ry,7o € RY tels que B(a,71) < Vi et B(a,r2) < V.
Donc B(a,min(ry,r3)) < Vi n Va.
On peut ensuite facilement conclure par récurrence.

SiV < W etsi B(a,r) c V, alors B(a,r) c W

Définition, proposition :
Soit A une partie de F, et a € A. On appelle voisinage de a dans A la trace sur A d’un voisinage de a

dans E, c’est-a-dire, pour V < A :

VeVila) — IWeV(a),WnA=V (1.10)
«— IreRi,Bla,r)nAcV (1.11)

(Ot on a noté V4(a) 'ensemble des voisinages de a dans A)

Démonstration :

() — () Soit V' < A. Supposons qu’il existe W e V(a) tel que W n A=V
Alors il existe r > 0 tel que B(a,r) € W. Donc B(a,r) nAcWnA=V.

() — () Soit V' < A. Supposons qu'il existe r € R¥ tel que B(a,r) n Ac V.

Alors, si on pose W = B(a,r) UV, on aura :

WnA=(B(ar)uV)nA=(Bla,r)nA) vV nA=V (1.12)
—_—
cV =V
D’ou I’équivalence.
MP Mathématiques 9
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Ouverts et fermés

Définition :

On appelle ouvert de F toute partie O de E qui est voisinage de chacun de ses points.
On note O(F) 'ensemble des ouverts de F.

SiOcE,0eO(E) < VYzxeO,3Ir>0,B(z,r) c O

Proposition :

L’ensemble des ouverts de F vérifie les propriétés suivantes :
(O1) FE est un ouvert, ¢J est un ouvert.
(02) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert

(O3) Toute réunion d’ouverts est un ouvert

Démonstration :
Montrons le pour deux ouverts €21, 29
Si Q1 N Qs est vide, alors 21 N Qs est ouvert. Sinon :
Soit € 1 N Qy. Montrons que 21 N Qs € V()
Comme 27 est ouvert, c’est un voisinage de . De méme, (5 est un voisinage de x. Donc 21 n Qs
est un voisinage de .
(O3) Soit (€2;)ier une famille d’ouverts.
Notons Q = J,c; -
Pour z € €, il existe ig € I tel que z € €.

Alors Q;, < Q, et §;, est un voisinage de z, donc {2 en est aussi un.

Théoréme :

Toute boule ouverte est ouverte.

Démonstration :
Soient x € E, r > 0. Montrons que B(x,r) est ouverte.
Soit y € B(x,r). On pose 1’ = ||z — y].
Alors B(y,r —r') € B(z,r). En effet :
Soit z € B(y,r —1'). Alors ||z —z < |z —y[ + |y — | <r—7r"+7" =r, donc 2z € B(z,r), don
Pinclusion. Donc B(z,r) est un voisinage de y, et donc de tous ses points.
Définition :
On appelle fermé de E tout complémentaire d’un ouvert de E. On note F(E) l'ensemble des fermés de
E.

Proposition :

L’ensemble des fermés de F vérifie les propriétés :
(F1) E et & sont fermés.

(F2) Toute réunion finie de fermés est fermée

MP Mathématiques 10
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(F3) Toue intersection de fermés est fermée.

Démonstration :

11 suffit de passer au complémentaire.

Théoréme :

Toute boule fermée est un fermé.

Démonstration :
Soit z € E, r > 0. On va montrer que CgB(z,7) est ouvert.
Soit y € CpB(x,7).
On pose 1’ = |ly —z| > r
Montrons qu’alors B(y,r — ') ¢ CgB(z,r)
Soit z € B(y,r —r'). Alors d(z,z) + d(z,y) = d(z,y)
Donc d(z,z) = d(x,y) —d(z,y) > — (' —r)=7r
Corollaire :
Toute sphere est fermée.

En effet : S(z,r) = B(z,r) n Cg(B(z,r)), et est donc une intersection de fermés.

Définition (topologie induite sur une partie de E) :
Soit A une partie de E, X une partie de A.
e On dit que X est un ouvert de A lorsque X est voisinage dans A de chacun de ses points. On

note alors O(A) ’ensemble des ouverts de A.

e On dit que X est un fermé de A si son complémentaire dans A est un ouvert. On note alors F'(A)

I’ensemble des fermés de A.

Théoréme :
Soit A une partie de E. Les ouverts de A sont les traces sur A des ouverts de F, c’est-a-dire, pour
XcA:

XeO(4) «— JO0eO(E),X=0nA (1.13)

Démonstration :
<= Soit O € O(E), supposons que X = O n A.
Soit z € X. Montrons que X € Va(z).
Comme z € O, O € V(z). Donc O n A € Va(z).
= Soit X € O(A). Alors, pour tout z € X, on a X € V4(z), donc il existe r, > 0 tel que B(x,r,)nA <
X.
Posons alors O = J,.y B(x, 7). C’est une réunion d’ouverts, donc un ouvert.
Par ailleurs, O n A = (U,ex B(x,72)) n A =,cx (B(z,72) n A) © X.
Pour z € X, x € B(z,r,) < O. De plus, x € A (car X < A). Donc X < O n A.
Donc X =0 n A.

Conséquence :

Soit A une partie de E. Les fermés de A sont les traces sur A des fermés de E.
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Démonstration :

Si X c E,alors (CgX)nA=Ca(X nA)

Adhérence, intérieur, frontiere
Définition :
Soit X une partie de E, et x € E.

e Le point x est dit adhérent a X si tout voisinage de x coupe X.

On appelle adhérence de X ensemble des point adhérents & X, qu’'on note X. Ainsi :

reX = VWeV(@),VanX#J
(1.14)
> YVr>0,Blz,r)n X #J
e On dit que le point x est intérieur a X si X est voisinage de x. On appelle intérieur de X ’ensemble

des points intérieurs a X, qu’on note X.

e On note frontiére de X I'ensemble X\X = 0.X.

Théoréme : o
_ —N o -
1. Cg(X) =Cg(X), Crg(X) =Cg(X)
2. L’adhérence de X est le plus petit fermé contenant X.
3. L’intérieur de X est le plus grand ouvert contenu dans X.
4. La frontiere de X est un fermé.

5. X est ouvert < X:)D(;Xest fermé <— X = X.

Démonstration :
E c Soit x € Cp(X).
1l existe alors V e V(z) tel que V n X =

——
Alors V < Cg(X). Donc Cg(X) € V(x), c’est-a-dire x € Cg(X).
S On fait la méme chose dans I'autre sens.

o La deuxieme égalité découle de la premiere :
(o]

On a Cg(Cg(X)) = Cg(Cg(X)) (égalité précédente avec Cg (X)),
Cest-a-dire Cp(Cp(X)) = X, donc Cp(X) = Cp(X) (passage au complémentaire)
E Montrons que X est un fermé, que X < X, et que, pour F ferméde E, X c F — X c F.
Posons A =) F fermé F. Alors A est fermé (car intersection de fermés), et contient X.
Montrons que A = X.
Soit 2 € X. Montrons que pour F' fermé contenant X, z € F.
Supposons qu’au contraire x ¢ F'; Alors CgF (qui est un ouvert et contient x) est un voisinage

de z ne rencontrant pas X (puisqu’il ne rencontre déja pas F), ce qui est impossible. Donc = € F.

D’ou déja I'inclusion X — A, car A est fermé et contient X.

Soit = € A. Supposons que z ¢ X. Alors il existe un voisinage de  ne rencontrant pas X, c’est-a-

dire qu’il existe r > 0 tel que B(z,7) n X = . Alors F = CgB(z,r) est un fermé, et il contient
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X.Donc Ac F, et donc = ¢ A, ce qui est contradictoire puisqu’on a pris  dans A. Donc z € X.
D’otu 'autre inclusion, et ’égalité.
D’ou le résultat.
E Il suffit de passer au complémentaire :
Pour tout A ouvert inclus dans X, on a :
A c X. Donc Cp(X) c Cg(A). Donc Cp(X) < Cp(A) car Cg(A) est fermé.
C’est-a-dire d’apres les formules précédentes CE(X ) < Cg(A), donc A c X.
Ensuite, X est ouvert, puisque CE(X ) = Cp(X) est fermé.

H On a en effet 90X = X n Cp(X) = X n Cp(X), intersection de fermés.

B découle aisément de E et E

Propriétés :

Démonstration :
E A est fermé, donc A=A
E Si A c B, alors A ¢ B. Or, A est le plus petit fermé contenant A, donc A — B puisque B est
fermé.
H cAcAuB etBcAuB.
Donc Au B c Au B. Comme A U B est fermé, AuBc Au B.
> Ac AuB.Donc Ac AU B.
De méme, B c AU B.
Donc AuBc AU B.

o D’ou I’égalité, 'autre égalité s’obtenant par passage au complémentaire en utilisant les égalités

du théoreme précédent :

Cr(Cr(A) U Cp(B)) = Ce(Cp(A) UCE(B) = AN B (1.15)

Et Cp(Cp(A) U Cr(B)) = Cp(Cr(A)) n Cp(Ce(B)) = An B
H OnaAnBcA
Donc An B c A.
De méme, A n B c B.
Donc AnBc AnB

Pour lautre : il suffit encore de passer au complémentaire.
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Remarque :

En général, on n'apas AnBc An B
Par exemple :
Avec E =R, A = {0} et B =]0;1]
Ona AnB=1{0}, mais An B =(.

Théoréme (Caractérisation séquentielle de I’adhérence) :
Soient X c Eet x € E

Alors z € X si et seulement si existe (2, )ney € X N qui converge vers x.

Démonstration :
e Soit (7,,)neny € XV qui converge vers .
Alors pour r > 0, il existe ng € N tel que n = ng = |z, —z| <r.
Donc z,, € X n B(z,r), donc X n B(z,r) # .
Donc z est adhérent & X.

e Soit z € X. Pour tout n € N, B(z, &) # .

Soit donc x,, un point de cet ensemble.

1

5= pour tout n € N.

La suite (2, )nen vérifie ||x, — z| <
Donc (zy,)neny — .

Définition :

Soient X ¢ E, X € E.

On appelle distance de z & X le réel d(z, X) = inf {d(z,y),y € X}.

Théoréme :

Pour z € E, X c E, x est adhérent & X si et seulement si d(z, X) = 0.

Démonstration :

dz,X)=0 < VYr >0,y e X, d(z,y) <r
(1.16)
— Vr>0,Blz,r)nX=¢
Remarque :

On a bien stir les définitions naturelles d’adhérence, intérieur, frontiére relativement & une partie.

SiACE,XCA,alorsXA:XmA,mais)o(A;é)o(mA

Exemples
e Si X = {a}, alors X = {a} et X = & (si dim E # 0)

e Pourxe Fetr>0,ona:
o]

—

B(z,r) = B(z,r), B(z,r) = B(z,r), d(B(z,r)) = S(z,7)
e Soit X = {u,,n € N} ol (up)nen est convergente.

Alors X = X v {limu}.
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Démonstration :

Soient x € E, r > 0.
e Montrons que B(z,r) = B(x,r) :
Déja, B(x,r) < B(x,r), puisque B(z,r) est fermé et contient B(z,r).
Soit maintenant y € B(x,r).
1

Pour n e N, on pose y, =z + (1 — 55)(y — x). Alors |y, —zf = (1 — 55) ly — 2| < 7.

Donc Vn € N, y, € B(z,7), et de plus |ly — yn| = 5= |y — «| — 0.
n——+00

Donc (yn)neny — y- Donc y € B(x, r).
—_
e Montrons que B(z,r) = B(z,7) :
o
A _
Déja, on a B(z,r) € B(z,r) puisque B(x,r) est ouvert et est inclus dans B(z, )
On va montrer que si B(z,r) est un voisinage de y € E, alors |y — z| < r.
Si E = {0}, le résultat est évident. Sinon, soit y # x un point intérieur & B(z,r).
Il existe alors 7’ > 0 tel que B(y,r’) = B(x,r).

En particulier, z =y + 5= IH( z) € B(y,r')

Alors |z —z| = H(l + 5= z”) H ’1 + 2Hy gl ly =zl =ly—2z|+%
Or, |z —z| <
Donc |ly — x| + 5 <7, soit |y — x| <r

e Montrons que X = X U {limu}
Disons que (uy, )nen converge vers [. Alors déja [ € X car il existe une suite (u!!) & valeurs dans X
qui converge vers [. Donc déja X U {limu} < X.
Soit maintenant y ¢ X u {l}, notons r = |y — .
Il existe déja ng € N tel que n = ng = |u, —I| < 5.
Donc pour tout n = no, |, —y| = |y = 1| = |up = 1] = 5.
Soit maintenant ' = min, <n, |y — un|.
Alors ' > 0 et r > 0.
De plus, d(y, X) = infpen [y — un| = min(3,7") >0
Donc y ¢ X, dou X = X u {l}.

27

Proposition :
Soit (tn)nen € EN. On note V A(u) 'ensemble de ses valeurs d’adhérence.
Alors VA(u) = (e {un,n = p}.

Démonstration :
Soit a € ﬂpeN {un,n > p}.
Soient ¢ > 0, N € N. Comme « € {u,,n > N}, on a B(a,&) N {u,,n > N} # &
Il existe donc p > N tel que u, € B(a, ), soit |u, — af < e.
Donc a est une valeur d’adhérence de u.
Soit maintenant o une valeur d’adhérence de w.

Alors Vn e N,Ve > 0, B(a,€) n {up,n = N} # &,
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c’est-a-dire Vn € N, o € {uy, n > N}, soit @ € [ {un,n = p}

D’ot 'autre inclusion et 1’égalité.

Parties denses

Définition :
On dit que X c E est dense dans E lorsque X = E.
Si A est une partie de F, on dit qu'une partie X de A est dense dans A si A c X.

Exemple :

Soit X une partie dénombrable d’'un R-ev E non nul.
Alors CgX est dense dans FE.

En effet : Soient 2 € E et r > 0. Montrons déja que B(z,r) n’est pas dénombrable.
Comme E est non nul, E\ {z} ne l'est pas. On peut donc prendre y € F\ {0, z}.
Soit f:[0,1] — B(x,r; .On a, pour t € [0;1], | f(¢t) — x| = Ht@y” =tr <r. De plus, f est

t — r+i—y
Iyl

injective, et [0; 1] n’est pas dénombrable.

Donc B(z,r) n’est pas dénombrable (ni fini)
Ainsi, B(z,r) € X. Donc B(z,r) n CgX # &
Donc z € CgX.

Exemples
e R\Q est dense dans R.

e C\{z € C,3Q € Q[X],Q(z) = 0}. Un complexe qui est racine d’un polyndme & coefficients rationnels

est dit algébrique.

Théoréme :
Soient Ac Eet X c A.
Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit dense dans A est que tout ouvert non vide

de A rencontre X.

Démonstration :

¢ Condition nécessaire :
Supposons que X est dense dans A.
Soit  un ouvert non vide de A, et x € Q.
11 existe alors r > 0 tel que B(z,7) n A < Q.
Comme X est dense dans A, on a X n B(z,r) # &
Or, X nB(z,r) =X n(B(z,r) nA) c X nQ
Donc X n Q # .

o Condition suffisante :
Supposons que YQ € O(AN\{T}, X n Q # &.

Soient alors X € A et r > 0. B(x,7) est un ouvert non vide, donc rencontre X. Donc x € X. Donc

Ac X.
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IV Propriétés de la borne supérieure et topologie de R

Rappel :
Toute partie X non vide et majorée de R admet un plus petit majorant, appelé sa borne supérieure et
noté sup X.

Toute partie X non vide et minorée de R admet un plus grand majorant, appelé sa borne inférieure
et noté inf X.
Caractérisation :

Soit X < R non vide et a € R. Alors :

x Vre X,x<a (1.17)
a=supX < .
Ve>0,Jla—¢c,a]n X #

Vee X,x > a
a=infX < (1.18)
Ve > 0,[a,a +e[nX # &

Théoréme de Bolzano—Weierstrass

e Si u est une suite réelle croissante et majorée, alors u converge vers sup,,cy Un.-
e Si u est une suite réelle décroissante et minorée, alors u converge vers inf, ey Uy,.

e Si u et v sont deux suites adjacentes (u décroissante, v croissante et u — v = 0 de limite nulle),

alors u et v convergent vers la méme limite.

Théoréme (Théoréme des segments emboités) :
Si (Kp)nen est une suite de segment de R, décroissante au sens de l'inclusion, alors (), oy Kp est un
segment non vide.

Si de plus la longueur de K, tend vers 0, alors [, .y Kn est un singleton.

neN

Démonstration :
Posons, pour n € N, K,, = [ay,, by,].
Alors (ap)nen est croissante et majorée, (by,)nen est décroissante et minorée.

Soit a = lim a,,, b = lim b,,.

Alors z €, .y Kn <= VneN,

n T = supan
neN
<

a
bn r < infb,

Théoréme (Théoréme de Bolzano—Weierstrass) :

Toute suite réelle bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration :
Soit (un)nen une suite bornée, a et b des réels tels que Vn € N, a < u, < b.

On construit une suite K,, de segments de sorte que, pour tout n € N, A,, = {p e N,u, € K,,} soit
infini :

e On pose Ky = [a,b]. Alors Ap = N; infini.
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e Sion a construit K, de sorte que A,, soit infini, disons K,, = [an, by] :
On pose J, = [am a";rb"], J) = [%,bn]
et B, ={peN,u, e J,}, B, ={peN,u, e J,}.
Alors K,, = J, v J, et A, = B, u Bl

Comme A,, est infini, 'un au moins entre B,, et B!, l'est.

Si B, est infini, on pose K, 11 = J,, et A1 = By, sinon on pose K11 = J), et 4,11 = Bj,. Donc

par construction A, ;1 est infini.

b—a

On vérifie immédiatement par récurrence que Vn € N, I(K,) = °5*.

Par ailleurs, (K, )nen est une suite de segments emboités de R dont la longueur tend vers 0. Soit

alors | 'unique élément de (), o Kn-

Montrons que [ est valeur d’adhérence de u.

b—a

Soit € > 0. Il existe alors n € N tel que o

Alors K,, € B(l,¢).

<E.

De plus, A,, est infini.
Donc Vpe N,3qg = p,q e A,
Clest-a-dire ¥p e N, 3¢ = p, |lu, — || <e.

Corollaire :

Si X est une partie fermée bornée de R, alors toute suite de X admet au moins une valeur d’adhérence

dans X. On dit dans ce cas que X est une partie compacte de R.

Démonstration :

Soit (un)neny € XN, (Un)nen est bornée, donc admet une valeur d’adhérence I, qui est nécessairement

dans X = X.
Corollaire :

Toute suite complexe bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

Suites de Cauchy

Définition :

Soit £ un evn, et u € EN. On dit que u est de Cauchy lorsque :

Ve > 0,3n0 € N, ¥(n,p) € N2, (p > no et g = ng —> |y — g <e) (1.19)

Ou encore : Ve > 0,3Ing € N,Vn = ng, Vp e N, |tup4p — un| < e
Proposition :
Toute suite convergente de E est de Cauchy.
Démonstration :
Soit (U )nen € EN convergeant vers [ € F.

Soit £ > 0. Alors il existe ng € N tel que Yn = ng, |u, — || < 5.

Alors, pour tout (p,q) € N2 tels que p = ng et ¢ = ng, on a :

lup —ugll < Jlup =1 + Jlup = 1] < € (1.20)
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Proposition :

Toute suite de Cauchy dans E est bornée.

Démonstration :

Posons e = 1. Il existe alors ng € N* tel que ¢ = no,p = ng = |up, —ug| <¢
Donc, pour p = ng, |up — tn, | < €, soit [Jupl| < e+ [Jun, |-
Posons M = max (|un, | + 1, maxn < ng|uy,|).

Ainsi, par construction, Vn € N, |u,| < M.

Théoréme (Critére de Cauchy) :

Toute suite complexe est convergente si, et seulement si, elle est de Cauchy.

Démonstration :
Un premier sens a déja été montré.

Pour l'autre : soit u une suite complexe de Cauchy.

Alors u est bornée, donc admet une valeur d’adhérence 1.

Montrons que u — .

Soit £ > 0. Il existe alors ng € N tel que p > ng,q =no = |up, —u,| < 5.
Par ailleurs, il existe p > ng tel que |[u, — 1] < 5.
Ainsi, pour g = no, |ug — 1] < |up — ug| + |up, — 1] <e.

Parties denses de R

Proposition :
Soit X une partie de R.
On a ’équivalence :

X est dense dans R <= X coupe tout intervalle ouvert non vide de R.

Démonstration :
= c’est un cas particulier d’un théoréme précédent, étant donné qu’un intervalle ouvert est aussi une

partie ouverte.

<= Supposons que X coupe tout intervalle ouvert non vide de R. Alors X coupe toute boule ouverte

de R. Donc Yz € R,z € X. Donc X est dense dans R.

Proposition :
Soit G un sous-groupe non vide de (R, +), non nul.
Alors une, et une seule, de ces propriétés est vérifiée :

1. G est dense dans R.

2. Il existe a > 0 tel que G = aZ
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Démonstration :

Posons a = infGT (o1 GT = G nR¥)

1€f cas a > 0.

2éme

Montrons déja que a € G :

Supposons que a ¢ G+.

Alors [a,2a[nGT # & puisque a = inf GT.

Soit alors z € [a,2a[nGT.

Alors z # a. Soit alors y € [a, z["GT (qui est non vide puisque a = inf GT)
Ainsi, z —y > 0et x —y < a car z,y € [a, 2a].

Enfin, z — y € G car G est un groupe et =,y € G.

Donc x —y € Gt et z — y < a, ce qui est impossible car a = inf GT.

Donc a € GT.

Montrons qu’alors G = aZ. Soit x € G, et posons p = [f]
Alors p < £ <p+1, donc pa < z < pa + a.

Soit 0 < x —pa <a,doncx—paeG

Donc x — pa = 0. Donc x € aZ.

Réciproquement, on a bien aZ < G puisque G contient a et est un groupe.

cas a = 0.

Montrons qu’alors GG rencontre tout intervalle ouvert.

Soient x, y deux réels avec z < y.

Montrons que Gn)z, y[# .

Déja, Gtn]0,y —z[# Fcar 0 =infGT,y—xz>0et 0¢ GT.

Soit alors b € GTn]0,y — z[.

Alors ]%, %[ est un intervalle ouvert, de longueur % > 1, donc contient un entier p € Z.

Donc pb € Gn]z,y[ (car b € GT et G est un groupe donc pb € G, et de plus par construction

pb €]z, y[ donc pb est dans l'intersection)

Donc G est dense dans R.

Conséquence :

@ est dense dans R.

Soient a et b deux réels avec b non nul. Alors H = aZ + bZ est dense dans R si et seulement si ¢ ¢ Q.

En effet :

Supposons que H = ¢Z ou ¢ € R* (ainsi, H n’est pas dense dans R)

Comme a,b e H, il existe (p,q) € Z2 tel que a = pc et b = gc.
Commeb;éo,onaqyéQet%:%EQ.

Supposons maintenant que ¢ € Q

Soit alors z € H. Il existe (n,m) € Z? tels que x = na + mb.

Soit (p, q) € Z? tel que = % Ainsi, z =5 (n% +m) =b (n% + m) = g(np+ mq)
Donc z € SZ.

Donc H gZ. Donc H n’est pas dense dans R.

D’ou I’équivalence.
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V Limites et continuité

Soient E, F' des evn.

Limite d’une fonction en un point

Soit A une partie de E, f: A — F, a un point adhérent a A et b un point de F'.

Définition :

On dit que la fonction f admet le point b pour limite au point a lorsque, pour tout voisinage V' de b
dans F, il existe un voisinage W de a dans E tel que W n A < f=1(V)

Ou encore lorsque : Ve > 0,3r > 0,Vz € A, |z —a| <r = ||f(z) b <e

Ou: Ve >0,3r > 0,B(a,r) n Ac f~1(B(be))

Si a € A, on dit alors que f est continue en a.

Théoréme (caractérisation séquentielle des limites) :
La fonction f admet b pour limite en a si et seulement si I'image par f de toute suite de limite a est

une suite de limite b.

Démonstration :
e Supposons que f - b. Soit u € AN, supposons que u — a.
Soit € > 0. Il existe alors r > 0 tel que Vz € A, |z —a| <r = ||f(z) — || <e.
Il existe aussi ng € N tel que Vne Nyn > ng = |lu, —a| <.
Donc, si n = ng, |u, —al| <r, dou |f(u,) —al <e.
Donc f(uy,) P b
e Dans ’autre sens : montrons la contraposée.

Supposons que non(f — b).
a

Il existe alors e > 0 tel que Vr > 0,3z € A, |z —a| < r et ||f(z) — || > &.

L

aw et | f(zn) —al > e

Posons alors, pour n € N, x,, € A tel que ||z, — a| <

Alors z, m a et non(f(xy) n'HJrOO’ b).

Conséquences La limite de f en a, si elle existe, est unique.

Les théorémes opératoires classiques sont vérifiés.

Relation de comparaison, développements limités

e Dans le cadre réel : voir cour de sup

e Dans le cadre général : plus tard.

Applications continues

Soit A une partie de F, et f: A — F une application.
Définition :

On dit que f est continue si f est continue en tout point de A.

MP Mathématiques 21
Suites et fonctions



V. UINAPEBRETCGNSEWMIBLES DENOMBRABLES, TOPOLOGIE DE R, SUITES NUMERIQUES

Théoréme :

Si X est une partie dense de A et si f est continue, alors fix =0 = f =0.

Démonstration :

Supposons que f|x = 0. Soit a € A.

Comme A c X, il existe (2, )nen € X tel que 2, a.
n

——400
Donc f(zy,) P f(a). Or, ¥n e N, f(z,,) = 0. Donc f(a) =0.
n—+4o0
Conséquence :
Plus généralement, si f et g sont deux fonctions continues qui coincident sur une partie dense de A, alors

elles sont égales.

Théoréme :

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue sur A.
(2) L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de A.

(3) L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de A.

Démonstration :
[T] = [2] Soit f continue sur A.
Soit © un ouvert de F, et soit a € f~(£2). On note b = f(a).
Comme f est continue en a, il existe un voisinage W de a tel que W n A < f~1(Q).
Or, W n A€ Vy(a). Donc f71(Q) € Va(a).
Comme c’est valable pour tout a, f~(£2) est un ouvert de A.
[2] = [d] Soit a € A, posons b = f(a).
Pour tout € > 0 est un ouvert de F.
Donc f~(B(b,¢)) est un ouvert de A contenant a.
Il existe donc 7 > 0 tel que B(a,7) n A < f~1(B(b,¢))

Cest-a-dire Ve € A, |z —a| <r = |f(z) —b| <e.

e Enfin :
[Z] = VQeO(F),f () e 0(A)
— VX e F(F), f1(Cr(X)) e O(A)
— VX e F(F),Ca(f H(X)) € O(A) (1.21)
— VX e F(F),f YX)e F(A)
— [3]
Théoréme :

Si f: A — F est continue, alors son graphe G est un fermé de A x F.

Note : On se donne sur E x F la norme |(z,y)|gxr = sup(||z| &, |ly|F)-
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Démonstration :

Soit p: AxF — F . Montrons que ¢ est continue.
(z,y) — y—[flz)
Soient (zg,y0) € A x F et € > 0.

Il existe alors r > 0 tel que Yz € A, || — xo| <r = | f(z) — f(x0)| <
Donc V(z,y) € A x F,

£
2

(@) = (z0,90) | < min (7. 5) = [y = £@)) = (0 = F@o)ll < ly = yol + 1 (x) = F(o)]
(1.22)

Donc ¢ est continue.
Or, Gr = {(z,y),y = f(x)} = ¢ 1({0}). Donc G est fermé, puisque c’est I'image réciproque d’un

fermé par une application continue.
Définition :

Soient A et B deux parties de E, et f: A — B une application. On dit que f est un homéomorphisme

lorsque f est continue, bijective et lorsque f~! est continue.

Remarque :

L’homéomorphisme f échange les ouverts (resp. les fermés) de A et B.

Théoréme du point fixe

Théoreéme :
Soit A une partie de E, et f: A — E telle que f(A) c A, et soit a € A.
ug = a

Alors il existe une unique suite (uy,)nen telle que :
Vn € Nv Un+1 = f(un)

Proposition :

Avec les notations précédentes, si (u,)nen converge dans A, alors sa limite est un point fixe de f.

Démonstration :
Si up, e loul e A, alors par continuité f(uy) — f(D), c’est-a-dire w41 T (1), donc
1= £(0).

Dans la suite du chapitre, on supposera que £ =R ou C.

Théoréme :

Si f: A — FE vérifie les conditions :
1. f(A) c A fermée
2. f est contractante (Ik €]0; 1[,V(z,y) € A%, |f(x) — f(y)| < k|lz —y|)
(C’est-a-dire que f est k-lipschitzienne pour un k < 1)

Alors f posséde un unique point fixe dans A.

De plus, tout suite (up)nen de A telle que w41 = f(u,) converge vers ce point fixe.
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Démonstration :

e Soit (un)nen une suite de points de A telle que Vn € Ny up11 = f(un).
Alors pour tout n € N, |upt2 — tnp1| = |f(unt1) — fFlun)] < kltns1r — unl
Do, par récurrence, |un+1 — un| < k™ |ug — ugl.

Ainsi, u est de Cauchy. En effet :
Soit ng € N.

Alors, pour n = ng et pe N :

n+p—1 n+p—1
, En — kntp UL — U
gy —un| < D Jurn —ukl <Y Kur —uol < Jur — uol < i 0|kn° (1.23)
= = 1—-k 1—-k

Ainsi, si on fixe € > 0, on peut choisir ng tel que W%ﬂ,:olk”“ <e
Et on a alors, pour n = ng et pe N, |Uuptp — uUp| <€
Donc (uy,)nen converge dans E (=R ou C)
Comme la partie A est fermée, sa limite est dans A, qui est alors un point fixe de f.
D’otu l'existence du point fixe.
e Soient a et b deux points de A fixes par f. Alors |a — b| = |f(a) — f(b)| < k|la —b|.
Donc (1 —k)|a —b] <0, et comme |a —b| > 0et k<1, 0na|a—>bl =0.
D’ot 'unicité.
e Vitesse de la convergence :

On montre par récurrence que si (up)nen vérifie Vn € Nyu, 11 = f(uy), alors, pour tout n € N,

lun, — al < E™|ug — al.

Etude générale des suites récurrentes

Soit I un intervalle de R, f: I — R, et (uy,)nen définie par “o .
Vn e Nyupr1 = fun)
o Vérifier que (uy,)nen est définie :

o Si I est stable par f

¢ Sinon, tout dépend de wug ; on peut chercher des sous—intervalles stables par f.

e Rechercher les points fixes de f.

On suppose f dérivable au point fixe a :
o Si|f'(a)|] < 1, on a un point fixe attractif.
Sil>k>|f'(a)l,il existe V € Va(a) tel que Vz € V,|f(z) — a| < klx — a]
o Si|f'(a)] > 1, on a un point fixe répulsif. w — a <= u est stationnaire en a.
o Le cas |f'(a)| = 1 est un cas litigieux.
e Etudier la monotonie de f :
o Si f croit, la suite (up)nen est monotone.
o Si f décroit, les suites (u2,)nen €t (U2n41)nen SONt Monotones de sens contraire.

e Etudier le signe de p(z) = = — f(z).
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o Si ¢ <0, (up)nen croit.
o Si¢ =0, (un)nen décroit.

e Chercher une majoration ou une minoration de (uy,)nen-
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